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PRÉFACE 

B LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


L’accueil  qu’a  reçu  la  première  édition  de  cet  ouvrage,  en 
France  et  à l’étranger,  parait  avoir  justifié  l’opinion  favorable 
émise  par  un  officier  aussi  consciencieux  qu’instruit,  le  colonel 
Corabœuf,  et  les  éloges  que,  sur  son  rapport,  la  commission 
d’état-major  voulut  bien  m’adresser. 

Cette  circonstance  m’encourage  à publier  une  seconde  édi- 
tion, de  laquelle  tons  mes  efforts  ont  tendu  è faire  disparaître 
les  fautes,  la  plupart  typographiques,  qui  avaient  pu  m’échap- 
per dans  la  première.  J’y  ai  fait  de  nombreuses  additions. 
Ainsi,  je  décris  plusieurs  instruments  inventés  ou  perfectionnés 
par  M.  Porro,  officier  supérieur  piémontais,  qui,  à une  pro- 
fonde instruction,  joint  une  sagacité  merveilleuse  dans  l’appli- 
cation des  principes  d’optique  qu’il  possède  si  bien.  On  lira 
surtout  avec  intérêt,  je  pense,  la  description  de  sa  lunette 
anallatique,  de  sa  longue-vue  cornet , et,  surtout,  de  l’appareil 
propre  à mesurer  les  bases  (1). 


(4)  Au  moment  oii  se  terminait  la  réimpression  de  eet  outrage,  j'ai  été  heureux  de 
lire  un  rapport  fait  à l'Académie  des  sciences,  sur  l’appareil  è mesurer  les  bases,  de 
M.  Porro,  au  nom  d'une  commission  prise  dans  son  sein,  et  composée  de  MM  Binet. 
Paye  et  Largeteau.  Ce  dernier,  organe  de  la  commission,  y rappelle  d'abord  les  pro- 
cédés employés  : 

par  le  major  général  Roy,  pour  la  base  de  Hounslow-Heelh,  et  celle  de  Romney-Uarsb  ; 

— le  capitaine  Mudge,  de  Salisbury-Plaine; 

— MM.  Delambre  et  Méchain,  de  Melun  et  de  Perpignan; 

— de  Zaeh,  pris  Aix  ; 

— Plana,  près  Turin; 

— Schumacher,  do  Braack* *; 

— Bessel,  dans  la  Prusse  orientale; 

puis  Q décrit  l’appareil  de  M . Porro,  en  fait  ressortir  les  arantages,  et  termine  son  rap- 
port en  ces  termes  : 

« Avant  de  se  former  une  opinion  définitive  sur  les  appareils  de  M.  Porro,  la  eom- 

• mission  a désiré  mettre  à profit  les  lumières  et  l'expérience  de  M.  le  colonei  Cora- 

• bœuf,  qui  est  bien  connu  de  l'Académie  poor  les  beaux  travaux  géodésiques  et 

• astronomiques  qu’il  a exécutés,  d’abord  en  Italie,  puis  en  France,  où  il  a mesuré  la 

• base  de  Gomrbtra  près  Dax.  M.  le  colonel  Corabœuf  s'est  rendu  à notre  invitation 

• avet  un  empressement  dont  nous  devons  le  remercier.  Son  opinion  est  conforme  à 
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J’ai  reçu,  assez  à temps,  pour  la  placer  en  lieu  à peu  près 
convenable,  une  note  du  capitainld’élal-major  Lefebvre,  ac-  .. 

tuellement  à Constantine,  sur  l’emploi  de  la  boussole  cf  de 
I ecliniètrc  à la  perspective.  Ce  pro|cdé,  fort  ingénieux,  me 
parait  très-praticable  pour  déterminer  des  poinls  de  repère 
principaux  auxquels  sc  rattachent  facilement  ensuite  leif  détails 
fiessinés  à vue. 

J’ai  cm  devoir  consacrer  un  chapitre  nouveau  à la  théorie 
abrégée  des  plans  cotés.  Cette  application  de  la  géométrie  de- 
scriptive, si  usitée  dans  les  travaux  du  génie  militaire,  m’a  paru 
très-bien  placée  auprès  des  éléments  de  topographie,  puisqu’elles 
ont  un  but  commun,  la  description  du  terrain  et  des  formes 
qu'il  affecte.  J’ai  enfin  introduit,  dans  un  sixième  livre.  Tes 
notions  d’astronomie,  indispensables  ù l’officier  qui,  éloigné 
de  la  mère-patrie,  doit  trouver,  en  lui-môme,  tout  ce  qu’il  faut 
savoir,  pour  exécuter,  au  besoin,  la  carte  du  pays  où  il  se 
trouve.  .j 

J’avais,  depuis  longtemps,  compris  l’utilité  de  cette  addition  ; 
mais  un  peu  effrayé,  je  l’avoue,  par  l’importance  de  la  tùche, 
j’hésitais  toujours,  lorsque  l’avis  de  plusieurs  hommes  compé- 
tents et  de  quelques  camarades,  entre  autres,  a tranché  la 
question.  Je  me  suis  donc  mis  à l’œuvre.  Il  ne  s’agissait  point 
d’écrire  un  traité  complet  d’astronomie.  Rien  n’eût  pu  me  le 
faire  entreprendre.  lien  existe,  d’ailleurs,  plusieurs  et  de  très- 


« celle  que  nous  axons  l’honneur  de  tous  exprimer,  el  que  nous  résumons  dans  les 

• conclusions  suivantes  : 

« Les  appareils  de  31.  Porro,  destinés  h la  mesure  des  bases,  sont  simples,  iogé— 

• nieusement  conçus,  d’un  usage  très-commode,  d’un  prix  peu  élevé  et  d’un  trans- 
■i  port  facile  eu  tous  pays.  Ils  oITrenl  ce  précieux  avantage  qu’on  peut,  sans  une  grande 

dépense  cl  en  peu  de  temps,  mesurer  la  même  base  deux  ou  même  trois  fois.  Ces 
« appareils  peuvent  être  d’une  grande  utilité  dans  la  pratique  de  la  géodésie.  Le  iné- 
••  moire  qui  en  contient  la  description  sers  consulté  avec  avantage  par  ceux  qui  au- 
n ront  besoin  de  mesurer  une  base  géodésique.  Nous  proposons  b l’Académie  d’ae- 
» corder  son  approbation  aux  appareils  de  31.  Porro,  et  d’ordonner  que  le  mémoire  I 

• qui  en  renferme  la  description  soit  inséré  dans  le  recuoil  des  lananlt  etrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  rapport  ont  été  adoptées. 

(Voir  le  tome  XXXI,  n“  8 (19  août  f8ü0),  des  Compta  rendus  hebdomadaires  de 
l'Académie  des  sciences .) 

Nous  nous  félicitons  beaucoup  de  voir  ainsi  notre  opinion  confirmée  par  relie  des 
savants  académiciens  qui  ne  sont  pas  une  des  moindres  gloires  de  la  France. 
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Æ: 

bons,  dont  les  auteurs  sout  des  savants  de  premier  ordre.  Tout 
seiornait  pour  moi  qui,  heureusement,  n’ai  pas  la  prétention 
d'cMre  un  savant,  à indiquer,  dans  quelques  chapitres,  le  petit 
nombre  de  théories  mksessaircs , celles  des  latitudes,  des  lon- 
gitudes et  des  azimuts,  calculés  au  moyen  d’observations  as- 
tronomfques: 

Je  n’ose  espérer  avoir  complètement  réussi,  et  si  mon  travail 
est  imparfait  sur  cc  point,  je  n’ai  d’autre  excuse  à produire, 
que  le  peu  de  temps  que  j’ai  pu  y consacrer.  Il  s’agissait,  en 
effet,  de  ne  pas  trop  retarder  la  publication  d’une  seconde  édi- 
tion, lorsque  la  première  était  épuisée  ; et  pourUfht  cette  nou- 
velle se  trouvait  presque  entièrement  tirée,  lorsque  j’ai  repris 
la  plume.  Dieu  veuille  que  mes  lecteurs  indulgents  se  conten- 
tent d’une  semblable  excuse,  fi  laquelle  on  pourrait  cependant, 
à bon  droit,  répondre  qu’en  telle  circonstance,  le  temps  ne  fait 
rien  à l’affaire  ! Je  crois  pouvoir  ajouter  que,  moins  pressé, 
j’aurais,  sans  doute,  obtenu  un  résultat  plus  satisfaisant.  J’ai 
cherché,  néanmoins,  à mieux  indiquer  l’emploi  des  formules 
par  des  exemples  numériques,  consignés  dans  les  sept  tableaux 
qui  suivent  ceux  de  géodésie,  et  qui  terminent  l’ouvrage. 

J’aurais  voulu  que  ces  quelques  pages  pussent  éviter  aux 
voyageurs  l’embarras  d’avoir  avec  eux  un  grand  nombre  de 
volumes.  J’ai  pu  le  diminuer  un  peu,  mais  le  réduire  à mon 
traité  seul,  c’était  chose  impossible.  On  ne  peut  se  passer  do 
tables  que  je  n’ai  pas  voulu  recopier.  Il  faut,d’aillcurs,  être  tou- 
jours muni  de  la  Connaissance  des  temps,  sinon  pour  faire  les 
observations,  du  moins  pour  pouvoir  les  utiliser  de  suite. 

La  plupart  des  hommes  de  la  génération  actuelle  qui  ont 
écrit  sur  la  géodésie  ont  dû  puiser  une  partie  de  leurs  connais- 
sances dans  les  ouvrages  de  M.  Francœur  et,  surtout,  dans 
ceux  du  colonel  Puissant,  ou  mieux  encore,  comme  moi,  dans 
les  leçons  mômes  do  ce  savant  professeur.  Chacun  a ensuite 
présenté  des  théories  tombées  dans  le  domaine  public,  à son 
point  de  vue  personnel  ou  en  raison  du  but  spécial  de  son  ou- 
vrage. Chacun  ne  peut  guère  revendiquer  que  la  forme.  C’est 
à ce  titre  seul  que  je  réclame  la  responsabilité  d’une  vingtaine 
de  paragraphes  insérés  dans  un  ouvrage  publié,  il  y a deux  ans 
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environ,  et  textuellement  copiés  dans  ma  première  édition. 
L’auteur,  en  ne  citant  pas  la  source  où  il  avait  puisé,  qt  en  ne 
me  nommant  pas,  a,  sans  doute,  voulu  ménagertna  modestie. 
J’userai  de  la  même  discrétion  à soa&ardç,  Je  ne  fais  mes 
réserves  ici,  qu’afin  d’éviter  qu’en  retrouvant^ŒWls  ma  seconde 
édition,  des  passages  entiers,  littéralement  identiques  avec  ceux 
de  l’ouvrage  auquel  je  fais  allusion,  on  intervertisse  les  rôles, 
en  pensant  que  c’est  le  préteur  qui  a emprunté. 

Pour  bien  exposer  la  théorie  des  plans  cotés,  j’ai  dù  consulter, 
et  je  ne  pouvais  mieux  faire,  le  mémoire  inséré  dans  le  Mémo- 
rial du  ginie^  et  dans  lequel  le  général  Noizet  (alors  capitaine) 
a traité  cette  question  d’une  manière  si  distinguée. 

Parmi  les  tableaux  préparés  pour  les  calculs  astronomiques, 
trois,  dont  la  disposition  est  simple  et  méthodique,  m’ont  été 
communiqués  par  mon  ancien  camarade,  M.  Largeteau,  membre 
du  Bureau  des  longitudes  et  de  1 Académie  des  soieuccs.  Je  lui 
en  adresse  ici  mes  remerciements. 

Depuis  l’impression  de  celte  nouvelle  édition,  un  autre  de 
mes  camarades  et  amis,  M.  le  commandant  Hossard,  dont  l’in- 
struction profonde  est  appréciée  de  tous  ceux  qui  le  connaissent, 
a présenté  à l’Académie  un  Mémoire  sur  la  meilleure  forme  à 
donner  aux  triangles  géodésiques.  Je  regrette  de  ne  l’avoir 
pas  connu  plutôt  : j’aurais  pfi  en  faire  mon  profit,  encore  bien 
que  je  n’aie  pas  crû  devoir,  comme  je  le  dis  dans  le  texte  de  ce 
livre,  entrer  dans  des  discussions  plus  spéculatives  qu’utiles. 

En  réclamant  l’indulgence,  ce  n’est  point  aux  hommes  émi- 
nents dans  la  science,  ce  n’est  pas  à mes  vieux  camarades  que 
je  m’adresse.  Ils  y sont  naturellement  portés.  C’est  aux  per- 
sonnes qui  sont  d’autant  plus  sévères  pour  les  autres  qu'elle» 
ont  moins  produit  elles-mêmes  de  travaux  utiles. 

Après  avoir  donné  ces  explications,  je  ne  peux  m’empêcher 
de  reproduire  ici  quelques  parties  des  pièces  qui  motivèrent  la 
première  édition  de  cet  ouvrage.  Je  no  le  fis  pas  alors,  parce 
que  je  ne  voulais  pas  que  l’opinion  favorable  d'nommes  haut 
placés  dans  la  hiérarchie  militaire,  et  mes  chefs,  pût  n’être  pas 
sanctionnée  par  celle  de  mes  lecteurs.  Aujourd’hui  que  cette 
crainte  ne  peut  plus  exister,  je  suis  d’autant  plus  heureux  de 
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publier  une  partie  de  ces  documents,  qu’ils  sont  absolument  la 
seule  récompense  et  le  seul  avantage  que  j’aie  tirés  de  mes  tra- 
vaux. Dans  la  .retraite  qui,  prochainement,  va  m'atteindre, 
après  plus  de  quarante  années  de  service,  ils  me  rappelleront 
que  je  n’ai  pas  été  tout  à fait  inutile,  et  qu 'encore  bien  que  l’on 
ail  su  mériter  l’estime  de  scs  chefs,  on  peut  passer,  parfois, 
30  années  de  sa  vie  dans  les  modestes  grades  de  capitaine  et 
de  chef  d’escadron. 

N”  1.  ? 

23  août  mo. 

« Mon  cher  capitaine,  i 

« La  Commission  d’état-major  vient  de  me  renvoyer  votre 
« manuscrit  et  les  planches  qui  l’accompagnent.  Elle  y a joint 
« l’extrait  du  rapport  auquel  elle  a donné  son  entière  approba- 
« tion.  Ce  rapport,  ainsi  que  la  lettre  d’envoi  de  M.  le  prési- 
« dent  de  la  Commission,  renferment,  à votre  égard,  des  éloges 
« trop  flatteurs,  pour  que  je  ne  m’estime  pas  heureux  d’avoir  à 
« vous  en  donner,  de  suite,  la  communication  officielle.  Vous 
« trouverez  ci-jointe  la  copie  de  ces  deux  pièces,  etc. 

« Le  maréchal  de  camp,  commandant  l’Ecole  d’ap- 
« plication  du  corps  d’état-major, 

« Signé  : Miot.  » 

N°2. 


Lettre  écrite  par  M.  le  lieutenant  général  Pelet,  président  de  la 
commission  rf1 état-major,  d M . le  général  Miot,  commandant 
l’Ecole  d’application  du  corps  d’état-major. 


• Paris,  le  34  mars  1810. 

« Mon  cher  général, 

« J’ai  l’honneur  de  vous  renvoyer  les  manuscrits  des  Cours 

« de  géodésie,  de et  de , qui  ont  été  examinés  par  la 

« Commission,  dans  les  séances  des  2,  6 et  9 mars  dernier. 
« J’y  ai  joint  un  extrait  des  rapports  qui  ont  été  faits,  et  dont 
« vous  pourrez  donner  connaissance  aux  professeurs,  en  ce  qui 
« les  concerne. 

« La  Commission  a vu,  avec  satisfaction,  que  M.  le  capitaine 

b 
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« Salneuve  avait  complètement  rempli  sa  tâche,  et  s’est  cm- 
« pressée  de  recommander  son  cours  de  géodésie  au  ministre 
« de  la  guerre,  comme  un  ouvrage  digne  d’ètre  encouragé  par 
« l’utilité  dont  il  sera,  non-seulement  aux  officiers  de  l’armée, 

« mais  encore  aux  agents  des  différents  services  publics. 

« Elle  a aussi  parlé,  avec  éloge,  du  cours  de  M et  du 

« cours  de  M , quoique  l’un  et  l’autre  soient  susceptibles 

« encore  d’amélioration.  Je  ne  doute  pas  que  ces  deux  officiers 
« ne  mettent  à profit  le  temps  qui  leur  reste,  jusqu’au  mois 
« d’octobre  prochain,  pour  mettre  la  dernière  main  à leur  ou-* 
« vrage,  et  qu’ils  ne  le  rendent  digne  de  figurer,  à cette  époque, 

« à côté  de  celui  de  leur  collègue. 

« Recevez,  mon  cher  général,  etc. 

«.Le  lieutenant  général,  pair  de  France,  président 
« de  la  Commission  d’état-major, 

« Signé:  Pf.let.  » 

N°  3. 

Extrait  du  rapport  sur  l’examen  du  Cours  de  topographie  et  de 
géodésie,  soumis  à la  Commission  d'état-major,  le  2 mars,  ap- 
prouvé par  elle,  le  même  jour. 


« Ce  travail,  tout  spécial,  porte  en  effet  le  cachet  d’une  longue 
« méditation  : les  diverses  parties  sont  soigneusement  coor- 
« données  entre  elles,  et  aux  principes  théoriques,  que  l’auteur 
« expose  toujours  avec  méthode  et  clarté,  sont  joints  des  pré- 
« ceptes  qui  peuvent,  dans  la  pratique,  en  faciliter  les  appliea- 
« lions  ; à cet  égard,  nous  nous  sommes  assurés  que  les  détails 
« les  plus  minutieux  n’y  sont  pas  omis 


« En  résumé,  ce  traité  de  topographie  et  de  géodésie,  fruit  des 
« méditations  d’un  professeur,  aussi  instruit  dans  les  connais- 
« sances  théoriques  que  versé  dans  la  pratique  des  opérations, 
« remplit,  d’une  manière  heureuse,  une  lacune  qui  existe  dans 
« les  ouvrages  élémentaires,  consacrés  à l’instruction  des  jeunes 
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« officiers.  Nous  faisons  donc  des  vœux  pour  que  l’auteur 
« puisse  livrer  incessamment  à la  publication,  un  travail  qui 
« prendra  un  rang  honorable  parmi  les  ouvrages  les  plus  pro- 
« près  à faciliter  l’enseignement  des  sciences.  » 

Pour  extrait  conforme. 

Le  colonel,  secrétaire, 

Signé  : Koch. 

N' '4. 

Extrait  d’une  lettre ; adressée  par  le  lieutenant  général  Pelel  au 
capitaine  Salncuve. 

« Mon  cher  capitaine, 


« Je  vous  adresse  un  extrait  du  procès-verbal,  et  je  suis  charmé 
« de  saisir  celle  occasion  de  vous  exprimer,  de  nouveau,  ma 
« vive  satisfaction,  pour  la  manière  dont  vous  avez  rédigé  un 
« cours  qui  ne  pouvait  être  confié  à un  officier  plus  capable 
« que  vous. 

« Recevez,  mon  cher  capitaine,  etc. 

« Le  pair  de  France,  lieutenant  général, 

« Signé  : Pelet.  » 

N°  5. 

Extrait  du  registre  des  délibérations  de  la  Commission  d'état- 

major. 

(Séante  du  2 mars  4840.) 

« L’ordre  du  jour  est  la  lecture  du  rapport  de  M.  le  colonel 
« Corabœuf,  sur  le  Cours  de  géodésie.  Il  résulte  de  ce  rapport, 
« que  cet  ouvrage  est  le  fruit  d’un  long  et  consciencieux  tra- 
it vail  ; qu’il  remplit,  d’une  manière  satisfaisante,  une  lacune 
« qui  existait  dans  les  ouvrages  élémentaires,  consacrés  à l’in- 
« struction  des  officiers  de  l’armée,  ot  qu’il  peut  être,  dès  ce 
« moment,  livré  à l’impression. 

« Ce  rapport  entendu,  la  commission  décide  que  le  Cours  de 
« géodésie  de  M.  Salncuve,  sera  professé,  jusqu'à  nouvel  ordre, 
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« sans  modification,  à l’Ecole  d’état-major,  et  que  le  président 
« de  la  Commission  adressera  ses  félicitations  à cet  officier,  par 
« l’intermédiaire  du  général,  commandant  l’Ecole,  pour  le  zèle 
« et  le  succès  avec  lesquels  il  a rempli  cette  partie  de  sa  tâche. 

« La  Commission  est  ensuite  appelée  à donner  son  avis  sur 
« les  encouragements  auxquel  ce  Cours  parait  avoir  droit  de  la 
« part  du  Gouvernement.  L’objet  mis  en  délibération,  la  Com- 
« mission  considérant  que  cet  ouvrage  n’est  pas  seulement  utile 
« aux  officiers  de  l’armée,  mais  encore  qu’il  peut  être  utilisé 
« par  les  agents  des  différents  services  publics,  pense  devoir 
« le  signaler  au  ministre  de  la  guerre,  non-seulement  pour 
« l’engager  à y souscrire  pour  un  grand  nombre  d’exemplaires, 

« lorsqu’il  sera  publié,  mais  encore  de  le  recommander  vive- 
« ment  aux  ministres  de  l’intérieur;  des  finances,  et  des  travaux 
« publics,  pour  l’utilité  dont  il  peut  être  aux  divers  employés 
« qui  ressortissent  de  ces  départements. 

« Signé  au  registre  : Le  pair  de  France,  lieutenant 
« général,  baron  Pelet,  président ; les  maréchaux 
. « de  camp  Miot  et  comte  Durocheret;  le  colonel 

« GiR0D(de  l’Ain);  les  lieutenants-colonels  Bentabole, 

« Poinçot  et  Perrin-Solliers,  et  le  colonel  Koch, 

« secrétaire  permanent.  » 

N°  6. 

Extrait  d’une  lettre  adressée  par  le  maréchal  Soult,  ministre  de  • 
la  guerre,  d 31.  le  capitaine  Salneuve. 

<2  février  1841 . 


•<  Le  rapport  avantageux  qui  m’a  été  fait  de  cet  ouvrage,  m’a 
« confirmé  dans  l’opinion  favorable  où  j’étais  sur  la  manière 
« dont  voua  faites  votre  cours,  et  je  me  plais  à vous  en  témoi- 
« gner  ma  satisfaction,  etc. 

■<  Signé:  Le  président  du  conseil,  ministre-secrétaire 
« de  la  guerre, 

* « Maréchal,  duc  de  Dalmatie.  » 
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DE  LA  PREMIERE  ÉDITION. 


Appelé  à faire  le  cours  de  topographie  et  do  géodésie,  à l’Ecole 
d'application  du  corps  royal  d’état-major,  en  remplacement  du 
capitaine  Lecamus,  victime  do  la  maladie  qui,  en  1832,  a si 
cruellement  frappé  la  population  de  Paris,  j'avais  senti  la  né- 
cessité de  communiquer  h MM.  les  élèves  la  rédaction  de  la 
plupart  de  mes  leçons,  pour  les  aider  à rectifier  les  notes  qu’ils 
prennent  d’une  manière  plus  ou  moins  parfaite. 

En  1836,  la  Commission  d’état-major,  par  l’un  des  articles  du 
nouveau  règlement  de  l’Ecole,  prescrivit  aux  professeurs  d’écrire 
leurs  cours,  qui  devaient  être  ensuite  soumis  à son  jugement. 
Après  avoir  entendu  le  rapport  favorable  que  lui  firent  ceux  de 
ses  membres  qui  en  avaient  été  chargés,  la  Commission  s'exprima 
dans  les  termes  les  plus  flatteurs  à mon  égard,  et  manifesta  le 
désir  que  cet  ouvrage  fût  immédiatement  livré  à l'impression, 
comme  manquant  jusqu'à  ce  jour  , et  pouvant  être  de  la  plus 

Srande  utilité  aux  jeunes  officiers  et  à un  grand  nombre  d'agents 
es  différents  services  publics«  Elle  termina  son  rapport  en  invi- 
tant le  Ministre  de  la  guerre  à coopérer  par  un  efficace  appui  à 
la  publication  du  Cours  de  topographie,  tant  en  l’engageant  à y 
-souscrire  pour  un  grand  nombre  d'exemplaires,  qu’en  le  priant  de  le 
recommander  vivement  aux  ministres  de  l'intérieur,  des  finances  et 
des  travaux  publics  pour  l’utilité  dont  il  peut  être  aux  divers  em- 
ployés qui  ressortissent  de  ces  départements. 

Tels  sont  les  motifs  qui  justifieront,  je  l’espère,  ma  détermina- 
tion, et  sans  lesquels  j’aurais  fait  preuve  d’une  présomption  bien 
déplacée  en  écrivant  sur  certaines  matières  qui  ont  été  traitées 
avec  tant  de  supériorité  par  M.  le  colonel  Puissant,  dont  je 
m'honorerai  toujours  d’avoir  été  jadis  l’élève. 

Si,  généralement,  j’ai  cherché  à exposer  brièvement  et  sans  le 
secours  d'aucune  formule,  la  construction  et  l’usage  des  instru- 
ments, j’ai,  d’un  autre  cêté,  cru  devoir,  en  certaines  circon- 
stances et  au  risque  d’être  parfois  prolixe,  entrer  dans  do  minu- 
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lieux  détails  de  calculs,  et  rappeler  quelques  théorèmes  de 
géométrie  que  tout  le  monde  a sus,  mais  que  quelques  personnes 
peuvent  avoir  oubliés. 

J'ai  divisé  ces  éléments  en  cinq  livres. 

Le  premier,  renfermant  la  trigonométrie  rectiligne,  la  théorie 
et  la  construction  des  tables  de  logarithmes,  ne  fait  pas  partie  de 
l’enseignement  de  l’Ecole  ; mais  ce  qu’il  contient , étant  d’un 
usage  très-fréquent,  j’ai  jugé  convenable  de  le  placer  en  tête  de 
l’ouvrage,  pour  que,  dans  l’occasion,  on  puisse  facilement  y re- 
courir. 

Le  deuxTème  contient  la  trigonométrie  sphérique  et  les  dé- 
monstrations de  quelques  formules  algébriques , nécessaires  à 
l'intelligence  de  ce  qui  suit,  et  qui  ne  sont  pas  enseignées  h l’Ecol# 
militaire  do  Saint-Cyr. 

Dans  le  troisième,  je  traite  de  tout  ce  qui  a rapport  h la  topo- 
graphie. 

Le  quatrième  est  consacré  aux  principes  d’optique  qu'il  faut 
connaître  pour  comprendre  la  construction  des  lunettes  qui  en- 
trent dans  la  composition  des  instruments  de  topographie  et  do 
géodésie;  et  pouvoir,  au  besoin,  les  rétablir  dans  leur  état  nor- 
mal, lorsque  quelque  main  inhabile  ou  indiscrète  les  aura  dé- 
rangées. Pour  ne  rien  introduire  d'étranger  au  cours,  pour  ne 
pas  paraître  vouloir  faire  de  ce  quatrième  livre  un  cours  complet 
d’optique,  peut-être  aurais-je  dû  m’en  tenir  à la  description  des 
lunettes;  mais  les  principes  que,  pour  leur  intelligence,  j’ai  dû 
préalablement  établir,  suffisant  pour  faire  entendre  la  construc- 
tion des  autres  principaux  instruments  d'optique,  j’en  ai  donné 
une  explication  succincte,  et  en  cela,  je  n'ai  fait  que  suivre  le 
programme  adopté  par  l'Ecole  d’état-major. 

Lo  cinquième  enfin  embrasse  les  principales  opérations  de  la 
géodésie  et  une  recherche  élémentaire  de  la  formule  qui,  sur  des 
observations  barométriques,  détermine  les  différences  do  niveau. 

Dans  ce  dernier  livre,  j'ai  dû  placer  quelques  éléments  de 
géométrie  analytique,  pour  pouvoir  ensuite  traiter  la  théorie  des 
latitudes.  Les  équations  de  l’ellipse  et  d'une  normale  à celte 
courbe  étaient  seules  nécessaires;  mais  pquvais-je  parler  de  l’une 
des  sections  coniques,  et  taire  ce  qui  concerne  les  deux  autres? 
Lo  conseil  d’instruction  de  l’Ecole  ne  l’a. pas  pensé  : et,  pour  me 
conformer  h son  opinion,  qui,  d’ailleurs,  était  la  mienne,  j’ai 
donné  les  équations  do  la  parabole  et  de  l’hyperbole. 

Il  eût  été  plus  convenable  de  donner  ces  notions  d’analyse  ap- 
pliquée à la  fin  du  deuxième  livre,  à la  suite  de  quelques  autres 
théories  détachées,  au  lieu  de  les  intercaler  dans  les  leçons  de 
géodésie  ; mais  des  motifs  de  convenance  dans  la  dislribution  des 


Digitized  by  Google 


DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


XV 


études  de  l'Ecole  ayant  fait  adopter  celte  marche,  je  l'ai  laissée 
subsister  dans  ma  rédaction. 

Depuis  que  j'ai  pris  la  détermination  de  publier  ce  Cours,  j’ai 
cru  devoir  ajouter  au  cinquième  livre  un  chapitre  sur  les  projec- 
tions. Je  no  suis  pas  chargé  d’enseigner  h l’Ecole  d'application 
cette  théorie,  qui  fait  partie  du  cours  d’astronomie  et  de  géogra- 
phie, professé  a'une  jpanièro  si  distinguée  par  le  chef  d’escadron 
d’état-major  Lcvillain , mais  j’ai  pensé  qu’il  serait  utile  de  réunir, 
dans  un  même  ouvrage , tout  ce  qui  peut  servir  h un  officier 
chargé  parfois  de  dresser  la  carte  de  quelque  contrée  lointaine. 

Si  quelques-uns  de  mes  camarades,  dont  je  réclame  d'avance 
l'indulgence,  peuvent  reconnaître  l'utilité  de  cet  essai;  si  les 
chefs  qui  m’ont  honoré  do  leur  confiance,  en  me  chargeant  de 
professer  la  topographie  et  la  géodésie  à l’Ecole  d'application 
d’état-major,  y voient  une  nouvelle  preuve  de  mon  zèle,  je  me 
trouverai  suffisamment  récompensé  des  soins  et  du  temps  qu’il 
m'a  coûtés. 


SALNEUVE. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DÉFINITION  , PROPRIÉTÉS  ET  RELATIONS  DES  LIGNES  TRIGONOJIÉ- 

TRIQl'ES. 

1 . Les  lignes  trigonométriques  des  arcs  qui  mesurent  les  angles 
jouissent  de  certaines  propriétés  qui  les  font  employer  avec  avan- 
tage dans  la  résolution  des  triangles.  Elles  se  combinent  de  ma- 
nière b donner  naissance  à des  formules  dont  quelques-unes  se 
présentent  fréquemment  en  trigonométrie  sphérique,  en  géodésie 
et  en  astronomie. 

2.  Soit  un  arc  AB,  fig.  1 . Nous  rappelons  seulement  que  la  per- 
pendiculaire Bf),  abaissée  de  l’une  des  extrémités  de  l'arc  sur 
le  rayon  AC  qui  passe  par  l’autre  extrémité,  so  nomme  le  sinus  ; 
que  la  portion  CD  de  ce  rayon  est  le  cosinus  ; AE,  la  tangente; 
CE,  la  sécante;  FG,  la  cotangente;  et  CG,  la  cosécante. 

3.  La  comparaison  des  trois  triangles  rectangles  semblables 
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BCD,  ECA,  FCG,  fig.  1,  fournit,  en  désignant  par  R le  rayon  de 
la  circonférence,  les  relations  suivantes  : 


(<)  tnng.  = 


I).  sio. 


(î)  colang.= 


R.  cOsin. 
sin. 


(3)  sécnnlc  = ' 


R» 


Rl 

(4)  cosécante  = - — 
sin. 


colangcnte  = 


R« 

tong. 


(5)R*  = sin.  +cosiu. 


11  n'y  a pas  h tenir  compte  de  l'avant-dernière,  qui  n'indiquo 
rien  qui  no  soit  fourni  par  les  précédentes,  puisqu'on  la  déduirait 
de  (1)  et  (2). 

Le  rayon  est  une  quantité  constante  dans  toute»  ces  for- 
mules. 

On  a ainsi  5 équations  entre  6 variables,  cl  l’on  pourrait  dire, 
généralement  parlant,  que  l'une  étant  donnée,  on  en  peut  dé- 
duire toutes  les  autres.  S'il  s'agit  cependant  de  trouver  un  arc 
par  quelques-unes  de  ses  lignes  trigonométriques,  les  valeurs  de 
deux  d’entre  elles  seraient  insuffisantes,  puisque  les  signes  va- 
riant ensemble  ou  alternativement  laisseraient  de  l’incertitude 
entre  4 amplitudes  possibles  de  l'arc  cherché.  11  faut  donc  con- 
naître deux  lignes  trigonométriques  et  leurs  signes,  pour  faire 
cessertoute  incertitude.  Il  résulte  de  cette  considération  que,  pour 
résoudre  complètement  les  équations  indiquées  précédemment, 
il  faut  connaître  les  signes  des  deux  lignes  et  la  longueur  de  l'une 
pour  trouver  la  seconde  et  par  suite  les  4 autres. 

Au  premier  abord,  ou  pourrait  croire  que  les  équations 

— 1 1 i f i ■ % 

sécante  = R*  + langenle , cosécanle  = R«  -f-  cotangente , 

déduites  des  deux  triangles  ACE,  FCG,  doivent  égaler  le  nombre 
des  équations  à celui  des  inconnues  ; mais  il  est  à remarquer 
qu  elles  n'établissent  aucune  relation  nouvelle  entre  les  lignes 
trigonométriques,  et  qu’elles  rentrent  dans  Tune  des  équations 
précédentes. 

En  effet,  l'équation  sec.  = R2  + tang.  peut  s'écrire  sous  la 


forme 


JÜ_ 

cosin! 


R2  -f 


R*. sin. 


puis,  en  multipliant  par , elle  devient  R’=sin.+cos.  . (5) 


* 
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I)c  même  cosec.  = R1  + cotang.  est  la  même  chose  que 


U* „ , , lt>.cosiu. 

— • *'  i — i » 

sin.  sin. 


ou,  en  réduisant  R1  = sin.  cosin. 


(5) 


4.  Des  limites  de  grandeur  des  sinus  et  cosinus  et  de  la  rè- 
gle des  signes  adoptée  pour  eux  on  conclut  au  moyen  de  (I),  (2), 
(3),  (4)  les  signes  et  dimensions  des  autres  lignes  trigonométri- 
ques  correspondant  à toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  un  arc. 

Les  sinus  sont  positifs  de  0*  à 2008  et  négatifs  de  200*  à 400*. 

Les  cosinus  positifs  de  à 100*,  sont  négatifs  de  100*  à 300*. 
puis  positifs  de  300*  à 400*. 

Au  moyen  de  (1)  et  (2),  on  voit  que 


Tangente  et  cotangente 


o de  0«  à 100*  et  de  200'  à 300B. 
o de  100*  à 200*  et  de  300*  t\  400*. 


Les  formules  (3)  et  (4)  indiquent  que  la  sécante  est  toujours  du 
même  signe  que  le  cosinus,  tandis  que  la  cosécante  prend  celui 
du  sinus. 


5.  Le  sinus  et  le  cosinus  ne  peuvent  varier  en  longueur  que  de 
zéro  au  rayon  : il  en  résulte  qu’en  désignant  l’arc  par  A,  on  a 


À=0*. 

A<100 

► 

H 

I 

A<200. 

A=Î00. 

A<300. 

A=300. 

A<400 

sin  =0 

sin.<R 

sin.=R 

sin.>0 

sin  =0 

sin.<tf 

sin  =»— R 

sin.<0 

cosin.=R 

cosin.<R 

cos.=0 

cosin.<0 

X 

1 

D 

«À 

O 

O 

cotin.<0 

cosin. =0 

cos.>0 

tang.=0 

lang>0 

lang  =*> 

lang  <0 

lang  «=0 

lang>0 

lang.-  « 

tang.<0  | 

C0t.=9O 

cot>0 

col.=0 

cot.<0 

COt. =90 

cot.>0 

cotang  =0 

col.<0  ! 

s«c.=R 

séc.>0 

séc=c 

sic  <0 

sic.=—  R 

séc.<0 

sic.=® 

séc  >0  i 

coséc=» 

coséc.>0 

coséc.=0 

coséc.X) 

coséc=® 

cosic  <0 

coséc  =-R 

coséc.<ü; 

6.  Les  tables  de  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  etc.,  n’ayant  été 
calculées  que  jusqu’à  100*,  il  est  nécessaire  de  voir  quelles  rela- 
tions existent  entre  les  lignes  trigonométriquesdes  arcs  plus  pe- 
tits que  100*,  et  de  ceux  qui  sont  compris  entre  100  et  400*. 

L inspection  seule  d'une  figure  apprend  que,  pris  d'une  ma- 
nière absolue,  les  sinus  et  cosinus  do  100.  200,  300  grades  plus 

1. 
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un  ara  A sont  égaux,  soit  au  sinus,  soit  au  cosinus  de  A,  et  qu'en 
tenant  compte  de  la  règle  des  signes  indiquée  plus  haut, 

sin.  100;  4- A<=+ cos  A | iln.  200  + A «•=—  stn.  A sln.  300  +A  = — cos.  A 

cosin.  100+  A = — lin.  A | colin  200  + A=— coi.A  fosin  300  + A = sin.  A 


On  trouve  ensuite  facilement  en  combinant  ces  valeurs  avec 
les  équat.  (1)  (2)  (3)  (4), 


tang.  (10O+A'=—  colang  A. 
cotang.  (IOO+A;— — tang.A 
sic.  (100+ A)  = — cosic  A 
coséc.  (100+  A)=sic  A 


tang.  (200  + A}«=+ tang  A 
cotang.  (200  + A)=+ cot  A 
sic.  (200  + A)  «=  -sic.  A 
cosic.  (200  + A)  = — coséc.  A 


tang.  300  + A)  = — cot.A 
cotang.  (300+A}= — tang  A 
sic.(300  + A)  = — coscc.  A 
cosic.  (300  + A)  = — sec. A 


Voici  un  moyen  mnémonique  qui  pourrait  servir  encore  h 
éviter  les  erreurs  dans  la  transformation  des  sinus  et  cosinus 
d’arcs  plus  grands  que  100e . 

On  éerit  : 

+ sinus,  + cosinus,  — sinus,  — cosinus,  + sinus. 

Fuis  ensuite,  si  parmi  ces  5 figures,  on  supprime  la  dornièro, 
les  4 autres  représenteront  les  sinus  de  A (plus  petit  que  1006!, 
de  100e  + A,  200*  + A et  300“  -+  A. 

Si,  au  contraire,  c’est  la  première  figure  que  l’on  retranche, 
les  4 suivantes  seront  précisément  les  cosinus  de  A,  100*  -+  A, 
200*  -+  A et  300*  +-  A. 

7.  Les  sinus  de  deux  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  sont 
aussi  égaux  et  de  signes  contraires  : c’est  à-dire  que 
sin.( — Â)  = — sin.  A. 

Les  cosinus,  dans  ce  même  cas,  sont  égaux  et  de  môme  signe  ; 
ainsi  cosin.  ( — A)  = -J-  cos. A.  Substituantes  valeurs  de  sinus  et 
cosinus  d'arc  uégatifdans  (1),  (2),  (3),  (4),  on  obtient  : 

tang.  ( — A)  = — tang.  A ; col.  ( — A)  = — cot.A  ; séc.  ( — A)  = + séc.  A ; 
coséc.  { — A)=>  — coséc.  A. 


8.  Il  est  facile  de  voir  qu’en  ajoutant  un  certain  nombre  de 
circonférences  à un  arc,  ou  en  les  retranchant,  les  lignes  trigo- 
noraétriques  restent  les  mômes. 

9.  Il  convient  de  placer  encore  ici,  avant  de  passer  outre,  deux 
formules  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  en  fonction  do  la  tan- 
gente ou  de  la  eotangente. 
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En  combinant  coséc.  = — et  coséc.  = R'  -4-  cotana.  on  a 

SID.  ° 

. R’  R*  H . tang. 


sin.  = 


V/R.  + eo,. 

* “ tang,’ 

De  même, 


d'où  sinus  = 


j/  R’  + lang! 


R» 


sec.  = — — et  sec.=  R1  -t-  tang.  combinés  ensemble  conduisent 
eosin.  . 


R» 


a cosin. 


J/R*  + tang! 

Si  l’on  avait  voulu  que  cette  valeur  de  cosinus  fût  exprimée  en 


fonction  de  la  cotangcntc.  on  aurait  remplacé  tang.  par 


R« 


colang. 


ce  qui  eût  produit  cosin.  = 


R» 


R.cotaug. 


Y R » + — V^R*  + «ôuog. 


CHAPITRE  II. 

RELATIONS  ENTRE  LES  SINUS  ET  COSINUS  DE  DEUX  ARCS,  ET  CEUX  DE 
LEUR  SOMME  OU  DE  LEUR  DIFFÉRENCE. 

« 

10.  Soient  deux  arcs  A et  B représentés,  f\g.  2,  par  UE,  EF  ; 
portons  EG  = EF,  de  sorte  que  DF  =:  A + B,UG  = A — B;  me- 
nons les  lignes  EH  = sin  A, FI  — sin.  (A  •+•  B),  GNnsin.  (A — B), 

GF  = GK  -t-  FK  = 2.  sin.  B, KO  perpendiculaire  à CD  et  enfin 
KL,  GM  parallèles  b cette  même  ligne. 

Cherchons  d'abord  le  sinus  de  la  somme 
sio.(  A-(-  B)e=FI  = FL-f-IL. 

LI  est  égal  à KO  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles  : 
les  triangles  ECII,KCO  semblables  fournissent  la  proportion EC  : 
EH  ::  CK:  KO 

...  „ _ Efl. G K sia.  A X cosin.  B. 

dou  KO---»—  _ — 

On  trouve  encore  en  comparant  les  triangles  FKL,  ECU,  sem- 
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blables  comme  ayant  les  côtés  respectivement  perpendiculaires, 
EC  : CH  ::  FK  : FL. 


PL  = 


CHxFK  sin.B  X cosin.  A 


EC 


R 


d’où  enfin 


K0+FL=IL4-FL=sin.  (A-f  B)= 


sin.A.cosin  B+sin.B.cosin.A 

Ü 


Le  sinus  de  la  différence  ou  GN  est  égal  ù KO  — KM,  et  parce 
que  KM  = FL,  il  résulte  que 


sin.(A  — B)= 


sin.  A X cosin.  B — sin.B  X cosin.  A 


Cette  formule  peut  d'ailleurs  se  déduire  de  la  précédente  sans 
le  secours  de  la  figure  et  au  moyen  de  la  règle  des  signes,  puis- 
qu'on y changeant  l’arc,  -f  Ben  — B,  il  faut  substituer  — sin.  B 
à -+-  sin.  B. 

Le  cosinus  de  la  somme  des  deux  arcs  est 
CI=CO  — IO=CO  — KL. 

Des  triangles  semblables,  qui  nous  ont  servi  plus  haut,  nous  ti- 
rons 

CH  X CK  cos.  A X cos.  B 


ce:ch;:ck:co  = 
ce;ea::fk:kl= 

d’où  cosin.  (A-f-B) 


CE  It 

EHxFR  sin.  A X sin.  B 


CE  K 

cosin. A Xcosin.B  — sin.AX  sin.B 


Il  n’y  aurait  que  le  signe  du  second  terme  à changer  pour  que 
le  second  membre  fût  l’expression  de  la  différence,  puisque 

cosin.(A—  B)=CN=CO  + NO=CO  + CI.. 

11.  Les  quatre  formules  fondamentales  de  trigonométrie 

,.  sin.AX cosin.Bisin.B.cosin.A  ,,, 

sin.(A-±B)= 5 (6)  et  (7) 


cos. (A ±B)j=aC<>l‘^ Xcosin.Bzpsin.A X sin.B  (g)  (9) 


viennent  d’élrc  démontrées  pourlescasoù  A -f  B<  100?et  A>B. 
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Il  faut  les  généraliser  et  faire  voir  qu  elles  ont  encore  lieu  quand 
A et  B sont  quelconques, 

1°  Si  B_>A,  on  aura  sin.  'A  — B)=  — sin.  (B  — A),  ou 


sin.B.cos.A- sin.Axcos.B  sin.AXcos.B— sin.Bxeos.A 

R R 

Quant  au  cosinus,  il  est  évidemment  le  même,  puisque,  § 7, 
les  cosinus  d arcs  égaux  et  do  signes  contraires  sont  égaux  et  do 
même  signe. 

2°  Il  peut  arriver  que  50s<A<100*,  B<50e  et  A -f  B>100p. 

Désignons  par  a la  différence  de  A à 100*  ou  son  complément, 
nous  aurons  sin.  A = cos.  a.  et  cosin.  A = sin.  «. 

sin . (A  -f  B)  ==  sio  (1 00*  — a + B) = sin . (t  00  — (a  — B)] = cos.  (a — B) 


B et  « étant  chacun  plus  petit  que  50*,  le  développement  de  cosin. 
(B  — a)  nous  est  connu  : il  vient  donc 


sin.(A  + B) 


cos.B  X cos.a+sin.B  Xsin.a 
R 


sin. A Xcos.B-fsin.BX  cos.A 
R 


Nous  aurons  de  même 

cos.(A-f  B)=cos.(l00s  — a-fB)  = cos.[I00  — (a-B)]=»sin.(a-B), 

donc 

n nj 'Sin.acos.B  sin.Bcos.a  = ros.A  Xcos.B  — sin.A  X sin.B 


3°  Supposons  que  A et  B soient  l'un  et  l'autre  plus  grands  que 
50»  et  plus  petits  que  100*.  Faisant  B = 100  — j?,  nous  aurons  : 

sin.A  = cos.a,  eos.A=sir?i«;  sin.B=cos./3;  co».Bt=sin  ys. 


sin  (A  + B)=sin.{ÏOO-(a  + /9j]  = sin  <"  + /o--'"*  X t0»-ft  + sin  P X cos.a  . 

K 

ce  qui  revient  h sin.  (A  + R^.,iD  B Xcoa  A+_8in  A X »» 

cor.  (A+ B)  = cos.  [200  — (*  + yfi)  ] ==  — cos.  (a  + /})  = 

cos.a  Xcos.,8  — sin. a X sin.jS 
R ’ ' 


et  finalement  cos.  (A-f-B)= 


cos.A  X cos  B — sin. A X sin. B 
R 


Plus  A et  B augmentent,  plus  a et  /S  diminuent,  et  la  formule 
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est  encore  vraie,  lorsque  A et  B atteignent  100*  chacun.  Parve- 
nus h cette  limite,  les  cosinus  de  a et  0 égalent  le  rayon  et  les 
sinus  sont  nuis;  ce  qui  réduit  les  formules  h 


sin.  200*  =»  o cosinus  200'  = 


— R» 
R 


■-R; 


. On  aurait  pu  voir  encore  que  si  A et  B sont  précisément  égaux 
à 50*  chacun  , 

sin.1 50‘  + cos.J50' 


sin.  { A + B)  = sin.  4 Ofl*  = - 


COS.(A  + B)  sa  cos. 400'  = 


R» 

R = R 

•cos.>b0«—  sin.»  50' 

= < 


= H ; 


par  la  raison  que  sm.*  50*+cos.230'=R*,  et  que  stn.50'=cos.50'  ; 

4°  11  nous  reste  à faire  voir  que  les  formules  conviennent  en- 
core quelles  que  soient  les  valeurs  de  A et  B. 

Ces  arcs  peuvent  être  égaux  à un  certain  nombre  de  quadrans 
plus  un  arc  plus  petit  que  100*.  On  peut  avoir  A = mi  + a, 
B — ni  -f-  /3  : m et  n affecteront  l’une  des  formes  suivantes  : 


d’où 


4rq 

) (*••+  <)q 
(4r  + 2>q 
(*r+3)1 

4 r«ï 

(ir-ft)q 
(ir+2)1 
(4r  + 3)0 


+ a B. 


{ 4iq 

) (**+Oq 
(4  *+2)l 
(4  * + 3)i 

i S q 

(i*  + 4)q 
(4  * + 2)i 
(4*  +3)1 


+ 0. 


Il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  combinaison  A=4n  -f  «, 
B = 4 si  + 0,  puisque  les  lignes  trigonométriques  restent  les  mê- 
mes , quant  aux  arcs,  on  ajoute  un  certain  nombre  de  circon- 
férences entières.  . - 

Si  A = (ir  + 4)q  + a et  B=  (4»  -f  t)q  + yg . il  résulte  que 
sin.A  = sin.  (41  + a)  = cos.a  ; cos.A  = cos.(iq+a)  = — gjn.a  • 
sin.B  = coj./î  et  cos.B  = — sios 

sin.(A  + B)  = sin.[200*+ (*  + $]  = — ho  (a  + /=)  = 

sin.x  x cos. g + sin.yS  x cos.a 


—cos.A  X sin  B — cos. B X sin. A sin.A  X cos.B  + sin.B  X ros.A 
d.(A  + ü) g r 
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de  même  cos.  (A  -f-  B)  = cos.  [ioo  4-  (a  -f-  fi)]  — — cos.  (a  4-  fi) 

_ «s.  a X cos.  p — sin.aX  sin.fi  _ sin.A  sin.B  — cos.  A cos. B 

R “ n 


et  enfin 


cos.  (A  -f  B) 


cos.  A X cos.  B — sin.  A X sin.  B 

R 


En  combinant  de  la  même  manière  les  autres  valeurs  que  peu- 
vent prendre  A et  B,  on  arriverait  toujours  aux  formules  géné- 
rales. 


CHAPITRE  III. 

TRANSFORMATIONS  DIVERSES  DE  CES  FORMULES. 


12.  Nous  allons  les  combiner  par  voie  d'addition,  soustrac- 
tion, multiplication  et  division.  D’abord,  en  les  ajoutant  et  re- 
tranchant successivement,  on  obtient  : 


sin.(A-|-B)-f- sin. (A  — B)=^3.  sin.A  Xcos.B  (10) 

sin.(A+B)—  sin.  (A  — B)  = 2.  sin.B  X cos. A (11) 

cos  (A -f  B)+cos.(A  — Bj  = 2.  cos  A X cos.B  (12) 

cos. (A— B)  — cos.(A-f  B)  = 2. sin.A  x sin.B  (13) 


On  n’effectue  pas  les  autres  combinaisons  que  fourniraient  en- 
core les  quatre  formules  générales,  parce  qu’elles  n’offriraient 
que  des  expressions  composées  de  quatre  termes,  et  qu’il  n'y  au- 
rait aucun  parti  à en  tirer  comme  on  le  fait  de  (10),  (11),  (12) 

Faisant  A-j-B=p,  A— B=q  : d’où  A={(p+q)t  B— )(p_9) 


sin.p-f  sin.ç  = 2.  sin . j (p  -f  cos.  J (p  — ,) 
sin.p  — sin.9  =-•  2.  sin. < (p—  g)  cos.  { (p  -f  9) 
cos. p -j- cos. 9 2.  cos.  5 (p  + 9)  cos.  1 (p  — 9) 

cos.9  - cos.p  = 2.  sin.  1 (p  4- 9)  sin  } (p  — 9) 


(U) 

(IB) 

(16) 

(H) 


(.es  quatre  dernières  s'emploient  souvent  pour  remplacer  des 
sommes  ou  différences  de  sinus  ou  cosinus  par  des  expressions 
composées  de  facteurs  seulement  et  faciliter  ainsi  les  calculs  nir 
1 emploi  des  logarithmes.  F 
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13.  Multiplions  (6)  par  (7)  et  (8)  par  (9),  en  nous  rappelant 
que 

R*  = 5iîî.,+  cos’  sin.  (A  4*  B)  sia.  (A  — B)  = 

iîn?  A cos.’b  — sin.»B  X cos.«A  sin.  A (B*  — s;n.*B)  -•  sin.»  B (R»  — sin.»  A)  = 

Ri  H» 

= sin’ A — sid.’b  ou  sin.  (A  -|-  B)  sin.  (A  — B)>= 

cos.  B ;R  » - CM.  A)  - COS.»  A (R»  - cos.  « B)  =— * B_— * A 
R* 


eo!.(A+B)cos.  (A-B)  = 


cos’  A X cos.’b  — sin.*A  X sm  B _ 


R» 


(Ri—  sin*A) (R*  — sin.*B)  — sin*A  X »*n.l? 

___ 

= R»  — (ïm.A-fsîÎLB)  = eos* \ — sin.’B  = cos’.B  — sin.A 

En  résumé 

siD . (A B)  sin . (A  — B)  = sin’ A — sin. % = cos.  6 — cos.  A (18) 

eos .(  A + B)  cos . ( A — B)  = côs*  A — sïîT.% = cos.^  — sin!  A 


(19) 


Ces  formules  peuvent  servir  à remplacer  des  différences  de  si- 
nus et  cosinus  carrés  par  des  produits.  Les  autres  combinaisons 
analogues  que  l'on  pourrait  déduire  do  (6),  (7),  (8),  (9)  ne  don- 
neraient pas  naissance  b des  expressions  assez  simples  pour  qu  on 
en  pût  faire  usage. 

H si  l'on  divise  (6)  par  (7),  puis  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur par  cos.  A X cos.  B ou  sin.  A % sin.  B,  il  vient 

sin.(A+B)  sin.A  X eos.B-J-sin.B  Xcos-A  tang.A-flang.B 

sin  (A  — B)  — sin.A  X cos.B  — sin. B X cos.A  tang  A — lang.B  = 


cotang.B-|-cotang.A 
colang.B  — col.  A 


m 


cQ\~..wa\  cos.(A  + B)_  cos.A  Xcos.B  — sin  A sin.B  1 — lang  AX  Ung.B 
(8)  par  ( ) cos  COs.A X cos.B  + sin.  A Xsin.B  1 -f  Ung.AX tang. B 


col.  A Xcot.B — l 

col.àXro,-B-H 


(21) 
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il 


(6)  par  (8)  tang.  (A-f  A) 


sin.Àxcos  B-fain.BXcos.A 
cos.  AX  cos. B — sin.  A X sin.  B 


tang.  A-f  tang. B 
1 — tang.  A X tang.  B 


cot.B-f  cot.A 
cot.AXcot.B — I 


(«) 


(7)  par  (9)  t,ng.(A-B)=.  ting.A-Ung.B 

cos.Acos.B  + sin.Axsin.B  1 -ftang.  Axisng  B 


cot.B  — cot.A 
cot.AX  cot.B-f  1 


t*3) 


O'par  9)  sia-(A-fB)  tang.A-f tang  B _ cotB+cot.A 
^ cos. (A  —B)  1 -ftang.A.  tang.B  cot.BXcot.A-fl 


»in.(A  B)  tang.A-tang.B  cotB-col.A 
' cos.(A+B)  1 — lang.Axtaug.B  col.BXcot.A  — I 1 

15.  Si  l'on  divise  les  formules  (14)  (15),  (16)  et  (17)  les  unes 
par  les  autres,  on  trouve  : 


sin.p-fsin.g 

sin.  i(p  + 7)co3.J(p— g) 

lang.Kp  + ç) 

• • (26) 

sin.  p — sin  .q 

C08.'t(p-f-î)sm.{(p— ?) 

tang.i(p  — g)' 

sin.p-psin.  g 

sin  l(p+9)coa.i(p  — 9) 

nng.  J(p-fg) 

• • (27) 

cos.p-+-cos.  q 

coS'î(p+7)cos.l(p  — g) 

R 

sin  p-J-sin.g 

sin  i(p  + ï)cos  t(p  — ?) 

COt.Sip  — g) 

• • (») 

coè.p  — cos.ç 

sin.J(p+î)sin. j(p— g)  " 

R ' ' 

sin. p — sin.ÿ 

sin-Kp—  4)cos.i(p-f  g) 

tang.  4(p  — 7) 

■ • (29) 

COS.p-pCOS  g 

cos.i(p4-?)cos.4(p  — q) 

R 

sin  .p  >-sin.9 

sin-4  (p  — g)cos.J(p  + g) 

toi  i(P  + ?) 

(30) 

cos.p  — cos.  q 

sin.}(p+î)sin.i!p  — g) 

R 

cos.p -f  cos  g 

eo3.^(p-f«)cos.4  (p  — g) 

cot.|(p-f  g) 

• • (B«) 

COS.p  — C09  .q 

siu.{p-f-9)»in.}(p  — ?) 

tsng-Kp— g)' 

Ces  différentes  formules  peuvent  se  démontrer  directement  et 
synthétiquement. 

Soient  MP  = A,MN  = B,  f\g.  2 bis  : prenons  MQ  = MP  = A; 
il  en  résulte,  en  traçant  l’horizontale  NO,  quesin.  A-f-sin.B=SQ 
et  sin.  A — sin.  B.  = SP.  Joignons  les  points  P et  Q h O,  et  nous 
formerons  ainsi  NOQ=i  £ (A  -f  B),  NOP  — { (A — B)  : car  ces  an- 
gles ont  leurs  sommets  sur  la  circonférence  et  embrassent  entre 
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leurs  côtés  les  arcs  A -f-B,  A — B.  Cela  posé,  du  point  O comme 
centre,  et  avec  le  même  rayon  K qui  a servi  à décrire  PNMQ,  dé- 
crivons un  arc  de  cercle,  puis  traçons  la  tangente  au  point  T : 
elle  rencontrera  les  deux  cordes  OP,  OQ  en  deux  points  U et  V 
tels  qu'évidemment  l’on  aura  : 

TU  = Ung.J(A+B)  TV  = lang.J(A — B) 

Mais  dans  les  triangles  semblables  OPQ,  OVU,  la  droite  ON 
partage  les  deux  côtés  parallèles  PQ,  UV  en  parties  proportion- 
nelles. 


donc 


QS 

PS 


ut 

VT 


c'est-à-dire 


sin.A-f-sin.B  langj(A-fB) 
siD.A—  sin  B laog.J(A  — B) 


. (K) 


La  mémo  figure  2 bis  servira  encore  à trouver  la  formule  (27) 
car  les  triangles  semblables  OTII,  OSQ,  donneront  entre  leurs 
côtés  la  relation, 

TU  : OT  ; ; SQ  : SO.  c’est-à-dire  t»ng.  J (A  f-B)  ; R sin.  A -f-sin.  B : so._ 

Pour  voir  ce  que  représente  ce  terme,  menons  du  centre,  CJ 
perpendiculaire  à NO,  nous  aurons 


JO  = ?iJ  = cos.  B et  SJ  = cos.  A 


Or  SO  = SJ  + JO  , 


donc  enfin 


sin. A -f- sin.B tang.i (A  -f- B) 

cos.A-fcos.B  R 


Au  moyen  de  considérations  analogues,  on  retrouverait  égale- 
ment les  quatre  formules  suivantes  (28),  (29),  (30),  (31). 

10.  Jusqu’à  présent,  nous  avons  laissé  le  rayon  en  évidence,  en 
le  supposant  quelconque.  Généralement,  pour  plus  dcsimplicité, 
on  le  fait  égal  à l’unité.  Prenons  deux  arcs  concentriques  et  de 
mémo  amplitude  AD,  a f,  fiq.  3 : les  triangles  semblables  CDE, 
G J s,  nous  donneront  : 

sin.  AU  sin.  at 
AC  = aC 


et  si  nous  supposons  aC=  1,  AC  étant  quelconque,  nous  aurons 
sin.  a/  = -"'  f1*  : ce  qui  indique  quo,  dans  les  formules  où  le  rayon 

a été  supposé  égal  à l’unité,  les  lignes  trigonomélriques  qui  y en- 
trent, représentent  le  rapport  qui  existe  entre  les  sinus,  cosi- 
nus, etc.,  relatifs  à un  ecrlain  rayon  et  ce  même  rayon. 
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CHAPITRE  IV. 


RELATIONS  ENTRE  LES  SINDS  ET  COSINUS  DES  ARCS  SIMPLES  ET 
MULTIPLES. 


17.  Reprenons  les  formules  fondamentales  (6)  et  (8)  : elles  de- 
viennent en  y faisant  A =r  B et  le  rayon  égal  à l'unité. 

sin. 2 A = 2sin.A  X eos.A (32) 

eos.2  A = cos.*  A — sin.*  A (33) 


Pour  trouver  ces  relations  géométriquement,  prenons  un  arc 
MR=2A,  fig.^ter;  MN  sera  son  sinus.  En  joignant  M.  à l’extré- 
mité Q du  diamètre  qui  passe  par  R,  nous  formerons  l’angle  MQR 
=A,  car  il  est  moitié  de  MGR.  Pu  point  Q comme  centre  et  d’un 
rayon  CQ,  décrivons  l'arc  CO,  puis  abaissons  OP  qjii  sera  le  sinus 
de  A.  Les  triangles  semblables  MNQ,  OPQ  donnent 

mn  : op  ::  mq  : oq 


ou 


sin.  2 A = 


sin.A  x MQ 

R 


11  reste  à faire  voir  que  MQ  = 2.  PQ  = 2.  cos.  A.  Pour  cela, 
traçons  la  corde  MR  : elle  termine  un  triangle  MQR  semblable  à 
OPQ,  car  tous  deux  sont  rectangles  et  ont  un  angle  commun  en 
Q : donc  on  peut  écrire  la  proportion  MQ  : PQ  ::  RQ  I OQ  : 
d’ailleurs,  RQ  est  double  de  OQ  = CQ,  puisque  le  premier  est  dia- 
mètre d'un  cercle  dont  CQ  est  le  rayon  ; donc 

MP  = 2 PQ  =*  2. cos. A 


et  enfin 


sin.  2.  A 


2.  sin. A eos.A 
R 


ou  plus  simplement  sin.  2 A = 2 sin.  A x cos.  A . 

S’agit-il  de  la  formule  (33);  on  remarque  que  dans  lo  triangle 
rectangle  RMQ,  RM  est  moyen  proportionnel  entre  RN  et  RQ 
(Legendrb,  livre  III,  proposition  XXIII). 

Mais  RM  = RN  X RQ  n'est  autre  chose  que 

4 sin.*  A = 2(1  — cos.  2 A) 

puisque  RQ  est  le  diamètre  ou  le  double  du  rayon,  et  que 
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RN  = RC  — CN  , c’est-à-dire  que  RN  est  égal  au  rayon  dimi- 
nué du  cosinus  de  l'arc  MR=2A  , 

par  conséquent  cos. 2 A=  I — 2 sin.A  = cos. A — sin.A  = i cos.A — i.  (33) 

18.  Si  l'on  veut  avoir  les  sinus  et  cosinus  do  3 A,  on  fait  B=2À 
dans  (6)  et  (8)  et  l'on  substitue  les  valeurs  fournies  par  (32)  et  (33). 

sin  3 A =■  sin.A  cos.2  A sm.î  A cos. A = sin.A  (1—2  sin.1  A)  -f-  2 sin.A  cos.*  A => 

3 sin. A (I  — sin.*A)  — sin.*A  siu.3  A — 3.  sin.A  — 4 sin.*A (34) 

cos. 3 A = cos.A  cos.2  A — sin.A  sin.2  A = cos.  A (2  cos.* A — 1)  — 2.  sin  * A cos. A = 
2 cos.*A  — cos. A — 2 (4  — cos.* A)  cos  A cos.3A  = 4cos  *A  — 3.  cos. A.  (36) 

On  peut  encore  et  plus  simplement  peut-être,  arriver  au  même 
résultat  par  la  méthode  suivante.  Dans  la  formule  (10)  on  rem- 
place A par  2 A et  B par  A : il  vient  alors 

sin.  (2  A -f-  A) -(-sin. (2  A — A)  = 2 sin.2  A cos. A 

sin. 3 A = 2 sin.2  A cos.  A — sin.A  «=  4 sin.A  cos?A  — sin.A  = 

4sin.A(l  — sin  * A)  — sin.  A=»  3.  sin.A  — 4sin.*A.  . . (34) 

Do  même  nous  aurons  en  vertu  do  (12) 

cos.(2  A -j-  A)  -f  cos  A = 2 cos.2  A cos.A. 

OU  cos. 3 A «=  2 (2  cos.A  — 4)  cos.A  — cos.A  = 4cos*A — 3 cos.A  . . (3b) 

19.  Pour  1 A,  on  peut  remplacer  A et  B chacun  par  2 A dans 
les  formules  (32)  et  (33)  ou  seulement  B par  3 A dans  (6)  et  (8), 
et  l'on  arrive  à 

sin.4  A = 2fin.2  Ax  cos.2  A = 4sin.Acos.A  (cos  A — sin.^)  = 

4 sin  .A  cos.*  A — 4 cos.A  sin.A (36) 

En  éliminant  successivement  les  valeurs  de  cas.2  A,  ou  sTïT.2  A 
dans  celle  do  cos.  2 A,  on  trouverait  encore  pour  la  valeur  de 
sin.  4 A. 

1 A 

sin.4  A = 4 sin.A  x cos.A  — 8 sin.A  cos.A  =8  cos.A  sin.A  — 4.  oos.A  sin.A. 
quant  au  cosinus,  nous  aurons  cos.4  A = cos. A cos. 3 A — sin.A  sin. 3 A. 
et  cos.4  A o 4 cos.A  — 3 cos  A — 3 siii.*A  -f-  4 sin.A  = 

4 (cosÎA  -|-sm*A.)—  3 (cos*A  -j-  sin'A) 
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Nous  savons  que  siD*A  = 4 — cos.jV 

et  par  suite  sin.A  = 4 -f-  cos. A — 2 cos. A. 

d OÙ  cos.4  A = 4 (4  -(-îcos.A  — 2cos.A) — 3=f  Scos.A  — 8cos.A-|- 4 . (37) 

On  trouve  les  mômes  valeurs  de  cos.  i A et  sin.  4 A au  moyen 
de  (10)  et  (12)  dans  lesquelles  on  substitue  2 A à A et  à B. 

En  effet  il  vient  sin.4A-|-sinO  = 2sin-2Acos.2A 

* 3 1 a 

= 4 sin.A  cos. A (cos. A — sin. A)=  4 sin.A  cos.A  — 4 cos. A sin.A 

et  cos.4  A + cos. 0 = 2 cos. 2 A = 2 (cos*A  — sin*A),=  2cos*.A  -f-  2 sin*A  — 

— 4sin*A  cos*A  = 2.  cos.A +2  (4  — 2 cos*A  -f-  cos.*A)  — 4 sin.A  cos*. A 

OU  cos  4 A = 4 cos*  A — 4cos  *A  — 4(1  — cos.  A)cos.A  -f-  I = 8cos*A  — 8 cos  A 1 . 

20.  Cherchons  lo  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  quintuple  d'un 
autre,  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  do  ce  dernier.  Pour  le 
sinus,  prenons  la  formule  (10)  dans  laquelle  nous  remplaçons 
A et  B par  3A  et  2A;  cela  nous  donne  : 

sin.b  A sin  A = 2 sin.3  A cos.2  A 

sin. 5 A — 2 (3  sin.A  — 4 sin.A)  (cos.A  — sin.A)  — siu. A = 

2 (3  sin.A  — 4 sin.  A)  (t  — 2 sin.»  A)  — sin.A 

sin  5 A = 6 sin.A  — 8 sin. A — 42  sin.A  — 4 G sin.A  — sin.A  = 

= 46  sin.A  — 20  sin*  A b sin.A.  ....  (38) 

Qnant  au  cosinus,  nous  trouverons  de  la  môme  manière 

cos.5  A = 2 cos  3 A cos.2  A — cos.A  =2  (4  cos*A  — 3cos.A)(cos.*A  — siuA)— cos.A, 

— j —a 

eos.  5 A = 2 (4  cos.A  — 3 cos.A)  (2  cos.A  — 1)  — cos.A  = 

= 46  cos.A  — 8 cos.A—  42  cos.l  -f-  5 cos.A 

et  enfin  cos.b  A=  46C0S.A  — 20cos!a-)-Scos.A (39) 

On  peut  aussi  trouver  le*  lignes  trigonométriques  des  arcs  mul- 
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tiples  quelconques  en  fonclion  de  celles  de  l'arc  simple,  au  moyen 
de  la  formule  de  Moivre,  démontrée  plus  loin,  § 73.  On  en  dé- 
duit : 

■— I m (m  — 1)(m  — 2)  3 »— 3 

sin.m  A = m sin.A  cos.A — sin.A  cos. A -p 


in  (m  — 1 ) («  — 2)  (m  — 3)  (m  — 4) 
2.3  4.5 


S «i — 5 

sin.A  cos. A — 


m (m  — 1)  (m  — i)  (m  — 3)  (m — 4)(m  — 6)(m — 6) 

2XÏ.5X7 


7 m — 7 

sin.A  cos. A -p  etc. 


» m (m  — 1}  —2  *— 2 , m (m  — 1)  (m  — 2)  (m  — 3 < 

cos.mA=cos.A ^ sin.A  cos  A-)- Y3Ï S'D  J' 


m (m—  1 Km  — 2)  (m  — 3)  (m  — 4)  (m  — 8) 
2.3.4. 5.6 


6 — « — 6 

sin.A  cos. A -p  etc 


En  y faisant  successivement  m=  2,  3,  4,  5,  6,  7,  etc.,  on  voit 
que  tous  les  termes  à partir  du  2e,  3«,  4%  etc.,  dans  le  dévelop- 
pement du  sinus  et  du  3e,  4',  5%  etc.,  dans  celui  du  cosinus,  dis- 
paraîtront comme  renfermant  un  facteur  nul.  Il  en  résultera 
donc 

sin.î  A = 2 sin.A  cos. A 
cos.2A  = cos.  A — sin.A 

sin.3 A = 3sin  A cos. A — sin*A  = 3 sin.A  — 4 sin.A. 
cos  .3  A = cos5.  A — 3 sin*A  cos. A = 4 cos. A — 3 cos. A. 
sin.4A  = 4sin.Acos.A  — 4 sin.A  cos.  A 

cos. 4 A = cos.  A — 6 sin.  A co.i. A -p  sin.A  = 8 cos. A — 8 cos. A -p  t . 
sin.5  A =5 sin. A cos. A — <0  sin?Acos.A-p  siiî.A  = 16  sin'.A  — 20sin.SA  -P  o sin.  A . 

cos.  5 A = cos.A — 10  siù.A  cos.  A -P  5 sin.A  cos.  A = 16  cos.*A  — 20  cos?A  -p  5 cos  A. 

— 3 —a  — a — a 

sin.OA  = 0 sin.A  cos.  A — *20  sin.A  cos.A -f- 6 sin  A cos.A. 

— e — 4 — a 

cos.6  A = 34  cos. A — 45cos.A-p  locos.A. 

sin.7  A = 7sin.A  cos?A  — 35 sin*A  cos^A -p  2J  sin.A  cos.A  — sin.A  = 

= 7 sin.  A — 56  sin. A* -P  142  sin.A  — 61  sin.A 

7 S % 3 

cos. 7 A « 64 cos.A  — 4 42  cos.A  -f-  56 cos. A — 7 cos.A 
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Il  existe  une  analogie  frappante  entre  les  6inus  et  cosinus  d’un 
môme  multiple  impair;  maison  ne  peut  obtenir  un  résultat  sem- 
blable pour  ceux  des  multiples  pairs,  parce  que  dans  les  déve- 
loppements des  sinus,  on  ne  peut  faire  disparaître  les  différentes 
puissances  impaires  du  cosinus  de  l'arc  simple,  ou  du  moins,  on 
obtiendrait  un  développement  en  série  qui  no  satisferait  point  au 
but  que  l’on  se  propose  : en  effet,  on  pourrait  bien  remplacer 

cos. A par  (1  — sin.A)*,  mais  en  développant,  on  trouverait  : 
cos? A = 1 — J sinlA  + 1 sin.A  — sin?A  -f- ,},  siu.A  — etc. 

et  des  séries  convergentes  analogues  pour  cos  A,  cos.A,  etc. 


CHAPITRE  V. 


RELATIONS  ENTRE  LES  TANGENTES  DES  SOMME  OC  DIFFÉRENCE  D'ARCS 
ET  CELLES  DES  ARCS  : ENTRE  LES  TANGENTES  D'ARCS  MULTIPLES  ET 
CBLLB  DE  L'ARC  SIMPLE. 

21.  Les  formules  (22)  et  (23)  établissent  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  tangentes  des  somme  ou  différence  d’arcs  et  celles 
de  ces  arcs  : quant  b celle  d’un  arc  double,  on  l'obtiendra  en  fai- 
sant A = B dans  (22),  car  il  en  résulte 


tang.2A 


2 tang.  A 
t — lang.*A 


(40) 


S’il  s'agit  de  la  cotangente,  nous  trouvons,  on  raison  de  ce  que 
co  tang.  = ^ 


cotang.2  A = 


1 — tang.  A 
Slang.  A 


2 tang.A 


iUng'A“i(îiv_lang'A}  (44) 


OU  encore  cotang. A — tang.A  = 2 cotang.2  A. 


JM) 


22.  On  serait  arrivé  à la  mémo  formule  en  remarquant  quo 


cotang.  A — tang.  A 


cos.  A sin.  A coa.A  — sin.A 
sio.  A cos.  A sin.A  cos.A 


2 cos.  2 A 
sin. 2 A 


2 cotang.2  A. 


3 
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Si  l’on  voulait  trouver  l’équivalent  de  la  somme  d’une  tan- 
gente et  d»la  cotangcnte  correspondante,  au  lieu  de  la  différence 
fournie  par  (41;,  on  aurait  : 


colang.A  -f  lang.A 


ros.  A 
sin.  A 1 


«in.  A 
co a.  A 


cos. A -f-  sm.A  2 

sm.A  cos.A  2 sin. A cos.A 


2 

sin.îA 


2 coséc.2  A 


(«) 


23.  La  tangente  de  3 A s'obtient  en  remplaçant  B par  2 A dans 
(22),  car  alors  il  vient  : 


long.  (A  + 2 A) 


tang.2  A -f  lang.A 
4 — lang.2  A lang.  A 


long.  2 A 


2 lang.A 

— r-f  lang.A 

4 — long.*  A ‘ 

“ 2 lang.A 

I — . lang  A 

4 -lang.  A 


3 lang.A  — laug’A 
4 — 3 lang.  A 


(43) 


CHAPITRE  VI. 

RELATIONS  ENTRE  LES  LIGNES  TRIGONOMÊTRIQUES  DR  DEUX  ARCS  DONT 
L’UN  tsT  LA  MOITIÉ  DE  L’AUTRE. 

24.  Les  formules  (32)  et  (33)  deviennent,  lorsqu’on  y substitue 


A à 2 A 

sio.A  = 2 sin.  { A cos.  { A . (44) 

cos.A  =cos.  { A — sin.'l  A = 4 — 2 sm.  ( A =■  2 cos.  \ A — 4.  . . (48) 

de  la  dernière  on  tire 

2 süT1  i A =4  — cos.A  on  sin.  tA=±j/'- — (4fi) 

î êôT’l  A — 4 4-  co«.A  on  co».  \ A — ± ....  (47) 
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ta  les  divisant  l'une  par  l’autre,  ou  trouve  : 

Ung. (*“±  |/|^^.  • W *oURg.*A-±  • (W) 

<•  4 

On  peut  aussi  trouver  les  sinus  et  cosinus  de  -t  en  fonction  du 
sinus  de  A : pour  cela,  on  combine  les  formules 

*in.  1 A + cos.  } A ■=  4 , 4 sin.  J A cos.  J A ■=  siu.  A 
£n  les  ajoutant  et  les  retranchant  successivement,  il  vient 
(sin.  \ A -f-  cos  J A)*  = 4 tin. A,  (sin.J  A — cas  J A)*—  4 — tin. A 
OU  tin  J A -f-  cos.  J A = ±:  y 4 -f  sin.  A tin.  JA  — cos  J A = -±  V4  — siu  A 


»in.  J A — y 4-f-siu.A  d;  J y 4 — sm.A.  . . . (50) 

cos.J  A = ± J y 4 + sin.A  Zf  J y 4—  siu.A.  . . . (54) 


Ces  deux  formules  multipliées  l’une  par  l’autre  reproduisent  (4 's) 
comme  cela  doit  être.  En  effet,  le  produit  des  deux  seconds  mem- 
bres qui  sont  la  somme  et  la  différence  de  deux  radicaux,  est  la 
différence  des  quantités  qui  en  sont  affectées.  On  a donc  : 

4 sin.J  A cos.J  A = 4+  sin. A — (4  — tin. A)  =>  2 sin.  A 
ou  enlln  sin. A = î siu  J A cos.J  A. 

25.  Aux  expressions  do  cosinus  A fournies  par  (45),  on  peut 
encore  en  joindre  deux  autres  déduites  de  (48)  et  (49)  et  qui, 
comme  elles,  sont  fonctions  de  l’angle  moitié.  En  effet,  en  chas- 
sant les  dénominateurs,  et  élevant  au  carré,  il  vient 


cl  cnGn 
de  même 


(4+cos.A)  laug.J  J A = 4 — cos. A 
cos.A  (4-f  tang.J  J A)  = 4 — tang^JA, 
4 — tang.5J  A 


cos.  A . 


4 -f  taug.^J  A 

(I  — COS Jk) cotil Dg  2 J A=  4 -f-cos.A 
cos. À (4-J-colang  2 J A)>=  — (4  — col.2 4 A) 


(30) 
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. ..  . colang,  IA—  I 

et  par  suite  cos.A= — î (5D 

eolaog.2i  A-f-t 

26.  Nous  donnons  ici  encore,  et  pour  la  dernière  fois,  une  dé- 
monstration synthétique  de  quelques-unes  des  formules  ci-dessüs 
et  c’est  de  (46)  et  (47)  qu’il  s’agit. 

Soit  agb,  fig.  2,  l’arc  que  nous  désignons  par  A et  bg  = i A;  le 
rayon  Ca  étant  égal  à l’unité.  Dans  le  triangle  rectangle  abd, 
on  a 

ôZ*  = M2-f-  ad2  = sm.2A-f(t— cos  A)2  = 
mu.2A -f  côs]2A -f  < — 2cos.A  = (t  — cos. A) 
d ailleurs  la  droite  ab  = 2 sin.  J A,  donc  : 

ab 3 ou  4 SÛT.2!  A « 2 (I  — cos. A)  ou  2 adT2!  A =»  4 - cos. A . (46) 

Pour  obtenir  (47)  on  remplace  sin  .2J  A par  \ — cos.2  j A, 
ce  qui  donne  2 — 2c^2}  A=H-cos.A, 

ou  enfin  2 côT.a  i A = i -fcos.A.  (A7) 

27.  Ces  formules  servent  principalement  à transformer  cer- 
taines expressions  en  d’autres  plus  favorables  à la  suite  des  cal- 
culs : cependant,  pour  donner  une  idée  de  l’emploi  que  l'on  en 
pourrait  faire,  supposons  que  l’on  veuille  tirer  parti  des  formules 
(50)  et  (51)  pour  trouver  les  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  de 
50»,  on  y fera  A = 100?,  d'où 

sin. A = I,  cos. A = o. 

Alors  sin.  80*,  = VÏ  et  cosin.  50‘ = f 'I 

Pour  obtenir  Ie6  sinus  et  cosinus  de  25e,  nous  supposerons 
A = 50e,  et  les  formules  deviendront 

sin.  23*  = j/T-ïl /b  «s.  = [/',  + Îv7 

En  opérant  par  logarithmes 

log.  sin.  23*  =i  log.  (J  — J l/î)  = i [toe-  (t  — V'î)  — l»g.î] 
de  même  log.  co>.  23*  «=  } [log  (i  -f  \/\)  - jog.2] 
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CHAPITKE  VII. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  (RECTANGLES  ET  OBLIQUANGLES). 

28.  Dans  un  triangle  rectangle  on  a,  en  prenant  C«=l,  fig.  3, 
5s=sin.C,  Cs=  cos.C,  a/3= tang.C,  et  à cause  de  la  similitude  des 

triangles,  a : c : b ::  1 : sin.C  : cos.C,  d où  — r.~  .<  -r~=-> 

" 7 cos.  G 6 1 o 

cos.C  b 

— j-  = a c est-à-dire  c = b tang.  C,  c = a sin.C,  b = a cos.C  et 
par  suite  6 = ecotang.  C ; a—c  coséc.  C ; a=6séc.  C. 

29.  Si,  dans  un  triangle  quelconque  ABC,  fig.  4,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  BD,  il  sera  décomposé  en  deux  triangles  rectan- 
gles qui  donneront  BD  = a sin.  C = c sin.  A. 

d’où  a : e ::  sin. A : sin.C.  (Bî) 

Cette  propriété,  dont  jouissent  les  sinus  d’être  proportionnels 
aux  côtés  opposés,  peut  encore  se  démoutrer  directement. 

Soit  ABC,  fig.  5,  un  triangle  auquel  on  circonscrit  un  cercle 
dont  le  centre  est  en  O,  point  de  rencontre  des  perpendiculaires 
élevées  sur  le  milieu  des  côtés.  De  ce  point  comme  centre  et  d'un 
rayon  égal  à l'unité,  on  décrit  une  nouvelle  circonférence  dans 
laquelle  on  inscrit  un  triangle  A'B'C'  semblable  h ABC  ; ou  a 
alors  la  proportion 

bc  : ac  : ab  : : B'C»  : a'o  : a’B'  : : j B'c>  : \ a*c'  : j .vb' 

mais  } B'C’  = sin.  i B'OC'  = sin. A'  = sin.  A : 

de  même  j A'C'  ==  sin.B'  a J A'B”  =•  sin.C 

donc  enfin  BC  ; AC  ï AB  ::  sin. A;  sin.B;  sin.C. (82) 

Nous  avons  posé  J B'OC'  = A'  : en  effet,  ces  deux  angles  em- 
brassent le  même  arc  de  cercle  entre  leurs  côtés  et  le  premier  a 
son  sommet  au  centre,  tandis  que  celui  de  l’autre  est  situé  sur  la 
circonférence. 
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30.  Si  dans  le  triangle  ABC,  fig.  4,  on  désigne  par  A la  hauteur 
cl  par  x la  portion  AD  de  b,  on  a 

«i  = ;A— *)» -f  A»  = A*-fx«  + A'— 2Sx  et  puisque  C»=a*4-A« 
o‘  = A*-}-c»  — 2Sx. 

Mais  le  triangle  rcctanglo  ABD  fournit  x — c cos.  A. 

donc  enfin  „« *=  a»  + c»  — 2Ae cos. A ou  cos. A <=  ~*~c* ~a-  . . (53) 

ïbo 

Si  l'anglo  A était  obtus,  la  formule  resterait  la  même.  La  per- 
pendiculaire tombant  dans  ce  cas  en  dehors,  on  aurait  : 

a* «=  (6  -f*  x)%  -f-  A1  = i»1  -j- x1  + 4*  36x  =6*  c*  4~ 

Dans  ABD,  x = ccos.  (200 — A)= — ccos.A  et  par  conséquent 

o»=a  c*  — 26c  COS. A 

Celte  équation  qui,  en  théorie,  détermine  l’uno  des  quantités 
a,  6,  c et  A en  fonction  des  3 autres,  n'est  pas  d’un  usage  facile 
dans  l'application.  Les  formules  disposées  pour  l'emploi  des  loga- 
rithmes étant  préférables,  leur  recherche  va  être  le  but  des  trois 
paragraphes  suivants. 

31.  Si  d’abord  la  résolution  du  triangle  tend  à déterminer  un 
angle  au  moyen  des  3 côtés,  on  peut  combiner  ensemble 

— i — »,  . A*  -}-  c* — «* 

siD.A=>4  — cos. A cicos.A= — on  trouve 

zoo  ’ 

— -,  4A*e»  — (A*-fe’  — o>)*  (2Ac-fA»-fc*  — a*)(2Ae—  A*  -e*4-  a») 

a =.  = 4éT75 

[(A  + c)>  --  o*)  (n*  — (A  — c)S]  _ {(■  4- A -f-f)(A-(-  c-o)(n  + A — r)(n+  <■— b) 
“ 4 Â*  c»  “ î A*  e* 


Si  l’on  représente  le  périmètre  a -f-  b -f-  c du  triangle  par  2p, 

i 


^FT,  |/ 


2 p (2  ;»  — îa)  ip-ibyxip  — ic) 


± I i/p  (y»-o)lp-A;  (p  — c) (Si) 

A (K 

Cette  formule  peut  servira  démontrer  que  les  sinus  des  angles 
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sont  proportionnels  aux  côtés  opposés,  car,  en  divisant  les  deux 

. 2 

membres  par  a,  le  coefficient  du  radical  devient  et  le  se- 
cond membre  se  trouve  symétrique  par  rapport  à a,  b,  e. 

Il  est  encore  d'autres  formules  au  moyen  desquelles  on  arrive 
à trouver  un  angle  en  fonction  des  3 côtés. 

Prenons  la  formule  (46),  et,  comme  ci-dessus,  introduisons  la 
valeur  do  cos.  A,  il  vient 


2 sin.  } A ■=•  1 — cos. A = I — 


6»-|-e>  — <i«  2 6e  — i«  — c*  + a* 


26e  26e 

a*  — (6  — e)s  («  -f-  6 — e)  (a  -f-  e — 6) 


2 6c 


26  e 


Divisant  par  2,  extrayant  la  racine  carrée  et  faisant 

sm.  iA  = ±i  ./  (2p  — 2e)(2;,-26)o  + ./{y -b)  [y  ~c)  (K 

'6e  » 6e 

De  même,  au  moyen  de  (47) 

eos.4A  = ±i  l/*p(»  P \/ P (p-">  . (86) 

’ 6c  r 6e 

Le  produit  de  (55)  et  (56)  multiplié  par  2 reproduit  (54)  comme 
cela  doit  être  en  vertu  de  (30). 

Si,  au  contraire,  on  les  divise  l’une  par  l’autre,  on  trouve 

lang.  J A-±l/ ÜHÜËE£.,  . ; . . . (57) 

V p(p-o) 

32.  Il  pourrait  arriver  que  la  combinaison  des  quatre  éléments 
a,  6,  c et  A n'eût  pas  pour  but  de  déterminer  l'angle,  mais  l’un 
des  côtés.  Supposons  que  l’on  veuille  trouver  a,  côté  opposé  à 
l’angle  donné,  on  substitue  à cosin.  A son  équivalent 

t— 2 MÎT.*  J A dans  0»  = 6«-f  e*  — 2 6ecos.A  . 

ce  qui  donne  ««  = 6»  + e*  — 2 6e  + 4 6c  sïiT.s  4 A = (6  — e)«  4-  4 6e  sm'.J4A=* 

(6  — e)*  ) (58) 

V T (6-e).  J 

est  essentiellement  positif,  puisque  i et  c sont  des 
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quantités  positives,  et  que  les  autres  facteurs  sont  des  carrés  : on 
peut  alors  l’assimiler  au  carré  d'une  tangente  et  écrire. 


UDg.  9 


îsin.j  A /h_t 


Celte  formule  donnera  9 en  fonction  de  quantités  connues*,  puis 
substituant  dans  l’expression  de  a on  aura  : 

a = (4  — c)  1 ■+•  üng.2 9 = (6  — e)  sfe.  9- 

On  aurait  pu  de  même  remplacer  cos. A par  2 cos.  £ A — 1 et 
l’on  serait  arrivé  à un  résultat  analogue.  La  quantité  que  l’on 
vient  d’assimiler  b une  tangente  se  trouvant  alors  affectée  du 
signe  — , on  l'aurait  égalée  au  carré  d’un  sinus  ou  d’un  cosinus, 

4 le.  cos.’lA  ...  . . 

et  le  binôme  1 — - "j.  ' 80  8Crait  lrouvé  remplacé  par  un 

cosinus  ou  un  sinus  au  lieu  d’une  sécante. 

On  peut  encore  résoudre  ainsi  qu'il  suit  : 

On  sait  que 

cos.A  = côs^lA  — sîn.JlA  et  4 =cvs.5JA  -fsio.’lA. 

Dans  al  — b'-hc*  — 2bc  cos.  A,  onqieut  multiplier  é’-t-c1  par 
l’équivalent  de  l’unité  et  remplacer  cos.  A par  la  valeur  indiquée 
ci-dessus,  il  en  résulte 

a*  = (l*  + c»)  (cos.2  I A -(-  siu.2  J A)  — 2le(co9.2  J A — sin.2  i A)  «= 


(A-e)*  cos.2  J A-f-  sin.2  A = (4—  e)»  cos.2  J A A j (50) 

Si  l’on  fait 

l«og.  1 A = bmg.9,  on«,  a-=»  (6  — e)  cos.  J A s4«.9, 

b — c 

et  le  problème  est  résolu 

Enfin  si  l’on  voulait  b en  fonction  de  a,  c et  A (la  marche  est 
la  même  si  c est  l'inconnue),  on  trouverait  de  suite  C par  la  pro- 
portion des  sinus  : B,  en  retranchant  A + C de  200*  et  enfin  b 
en  faisant  usage  encore  de  la  proportion  des  sinus. 

33.  S'il  s'agit  de  résoudre  un  triangle  dans  lequel  on  connaît 
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deux  côtés  et  l’angle  compris,  en  désignant  les  données  par  a,  6,C, 
on  trouve  au  moyen  de  la  proportion 


sin.  A : fin  B ;;  a ; b, 


sin  A -f~  sin.B 
sin.A  — sin. B 


a-\-b 


ou  en  vertu  de  (26) 


tang.  i (A— B)  = lang.  J ( A -f  B) 


a — h 
a b 


mais  A -f-  B c=200"  — C,  et  tang.  J (A  + B)  = coUng.J  C 

donc  enfin  tang  } (A  — B}=  cotang.  te  ^—-4 (60) 

3i.  Pour  résumer  ce  qui  est  relatif  à la  résolution  des  trian- 
gles, nous  dirons  qu’un  triangle  se  compose  de  3 côtés  et  3 an- 
gles : qu’on  peut'  le  résoudre,  lorsque  l’on  connaît  3 éléments, 
pourvu  qu’il  se  trouve  au  moins  un  côté  parmi  eux.  Examinons 
donc  quelles  sont  les  combinaisons  4 b 4 que  l’on  peut  former 
avec  les  angles  et  les  côtés. 

1°  Deux  angles  et  les  deux  côtés  opposés 

A,  B,  a,  b A,  C,  a,  c B,C,  b.  c.  • 

La  proportion  (52)  résout  ces  différents  cas.  Le  3e  angle  s’ob- 
tient en  retranchant  de  200*  la  somme  des  deux  que  l’on  connaît  : 
puis  enfin,  c’est  encore  (52)  qui  fournil  le  3e  côté. 

2°  Connaissant  2 côtés  et  l’angle  compris,  résoudre  le  triangle, 
les  données  sont 

<if  b,  G b,  e,  A..... .a,  c,  B. 

Dans  l’une  quelconque  de  ces  3 combinaisons,  la  formule  GO) 
donne  le  moyen  de  trouver  la  demi-différence  des  deux  angles 
inconnus  : d'ailleurs,  on  connaît  leur  derni-somme,  qui ‘égale 
100*  moins  la  moitié  de  l’angle  donné;  donc  on  connaît  les  3 an- 
gles. La  proportion  (52)  donne  ensuite  le  3e  côté. 

3“  Connaissant  2 angles  et  le  côté  compris.  Cette  circonstance 
est  presque  inutilement  relatée,  puisque  la  connaissance  de  deux 
angles  entraîne  de  suite  celle  du  3”,  et  qu’alors  au  moyen  de  (52) 
on  trouve  les  deux  côlés. 

4°  Les  3 côtés  étant  donnés,  il  s’agit  de  déterminer  les  angles. 

On  peut  pour  cela  employer  l’une  des  formules  (54),  (55),  (50) 
ou  (57). 

4 
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35.  Cherchons  l’expression  -de  la  surface  d'un  triangle  en  fonc- 
tion des  3 côtés. 

On  sait  que  dans  tout  triangle  ABC,  fig.  4,  en  désignant  par  S 
la  surface,  ou  a 

S*=|AA;  mais  h<=c  sin.A ; donc  S = }Aesin.A, 


et  en  vertu  de  (54) 


s =i/  P (P — «)  (p— 4)  (p— <•) 


(61) 


On  arrive  directement  au  mémo  résultat  par  la  méthode  sui- 
vante dans  laquelle  on  ne  6upposo  pas  connue  la  formule  (54). 
Puisque  déjà  S — ^ bh,  il  reste  à trouver  h en  fonction  des 
côtés. 

La  figure  4 fait  voir  que 

A*=e*' — x*=(c -(-*)(*  — *)  et  x =.  c.  cos.  A 

substituant  dans  cette  dernière  expression  celle  de  cos.A  four- 

fc*  -L  c*  <2* 

nie  par  la  formule  (53),  on  trouve  x = — j-jr^ — 

qui, .introduit  dans  la  valeur  de  A*,  donne,  après  avoir  réduit  au 
même  dénominateur, 

(2  bc  -|-  A*  -f-  e*  — a*)  (2  be  — S*  — c*  -|-  «*) 

“ i A*  ~ ‘ “ =' 

4Î*  Q4+c  + 0Hi+e~0)  ('«  +c  — 6)  (o-f-  A — „] 

représentant,  comme  plus  haut,  le  demi-périmèlre  par  p 


. A = - y/  P(P  — «!  P — *)(p  — e) 

cl  enfin,  en  substituant  dans  l'expression  de  S, 


s = V p (p  — fl)  (p  — A)  (p  — <•) 
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CHAPITRE  VIII. 

CONSTRUCTION  DES  TABLES  DE  SINUS,  COSINUS,  ETC. 

36.  On  cherche  une  formule  qui  donne  le  sinus  d'un  arc  quel- 
conque en  fonction  des  sinus  d'arcs  moindres. 

On  sait  que 

sin.  (y + x)-{- sin.  (y  — x)  = 2 sin.y  cos.x  en  faisant  y = (o*-|-l)x 
il  vient  sin.  (m-(-  2)  x -f-  sia.  mx  = 2 cos.x  sin.  (m-f-  I)  x 

OU  sin.  (m  + 2)  x = 2 cos.x  sin.  (m  + 1)  x — sin.mx.  . . (62) 

On  donne  ensuite  h m toutes  les  valeurs  possibles,  et  l'on  ob- 
tient ainsi  les  sinus  des  arcs  de  toutes  grandeurs  : En  effet,  si  l’on 


fait 

m = o 

on  a 

sin.ix  «=  2 cos.x  sia.x  formule  déjà  connue. 

sin.3  x = 2 cos.x  sio  .2  x — sin.x. 

m = i 

sin.ix  = 2 cos.x  sin.3  x — sin.2x. 

m = 3 

sin. 5 x = 2 cos.x  sin. 4 x — sio. 3 x. . . . etc. 

On  trouverait  de  même  les  valeurs  des  cosinus  au  moyen  de 
cos.  (y  + x)  + cos.  (y  — x)  = 2 cos.y  eps.x. 

Mais  connaissant  les  sinus  on  trouve  les  cosinus  et  Ici  autres 
lignes  trigonométriques  au  moyen  de  (1),  (2),  (3),  (fc),  (5),  qui  les 
lient  entre  elles.. 

D'après  cela,  on  voit  qu’il  est  nécessaire  de  connaître  d’abord 
la  longueur  d'un  prem  ier  sinus . On  sai  t que  *=3. 1 k 1 5926535, etc. , 
représente  la  demi-circonférence  qui  a l'unité  pour  rayon. 

Il  en  résulte  que  too*  = 4,8707963,  eu. 

4'  = 0,015707963 
4"  = 0,00000157 

Nous  allons  faire  voir  que  le  sinus  est  toujours  plus  petit  que 
l'arc  et  plus  grand  que  l’arc  diminué  du  quart  de  son  cube,  c’est- 
A» 

h-dire  A > sin.  A > A — -j-.  Il  résultera  de  là  que  le  sinus  de 
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1"  ne  différant  de  l'arc  correspondant  qu'au  delà  do  la  15'  déci- 
male, on  aura  une  exactitude  bien  suffisante  en  prenant  l’un 
pour  l’autre. 

Connaissant  alors  les  sinus  et  cosinus  de  1",  on  trouvera  ceux 
de  2",  etc. 

37.  Il  reste  donc  h prouver  ce  que  nous  avons  avancé  ; et  d’a- 
bord démontrons  que  l’arc  est  plus  grand  que  le  sinus  et  plus  petit 
quo  la  tangente.  En  effet,  le  triangle  ATO,  fig,  21  est  plus  grand 
que  lo  secteur  correspondant  BTO;  celui-ci  est  à son  tour  plus 
grand  que  le  triangle  BTO. 

Ainsi  I AT  X TO>J  BTXTO>l  BSxTO  OU  AT>  BT  > SB 
ou  enfin  iang.  > src  gjnu9- 

. Cela  posé,  écrivons  l’inégalité  tang.  * > ~ multiplions  de  part 
et  d’autre  par  cos.  ‘ A,  il  vient 


le  sinus  étant  plus  petit  que  l’arc,  on  aura  à plus  forte  raison 


Au  surplus,  comme  les  logarithmes  abrègent  beaucoup  les  cal- 
culs, on  a construit  directement,  par  des  méthodes  dont  nous  al- 
lons donner  quelques  notions  dans  le  chapitre  suivant,  des  tables 
de  logarithmes  pour  les  nombres  et  pour  les  lignes  trigonométri- 
ques. 


Multiplions  par  2 : 


ou  encore 


2 sin.  J A cos.  J A ou  sin.A>A(cos.2  J A) 
sin.A  > A (I  — sin  2 } A) 
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CHAPITRE  IX. 

» 

THÉORIE  DES  LOGAR1T11MKS.  — CONSTRUCTION  DES  TABLES  DE  LOGA- 
RITHMES DES  NOMBRES  NATURELS  ET  DES  LIGNES  TRIGONOMÊTRI- 
QCES. 

38.  Le  logarithme  d’un  nombre  est  l'exposant  de  la  puissance 
à laquelle  il  faut  en  élever  un  autre  pour  obtenir  ce  nombre. 

X 

Ainsi  dans  y = a , x est  le  logarithme  do  y.  Le  logarithme  vul- 
gaire est  celui  dont  la  base  est  10.  2 est  le  logarithme  vulgaire 

de  100,  puisque  100  = 10. 

La  base  a peut  être  un  nombre  quelconque,  autre  toutefois  que 
l’unité,  puisque  un  élevé  à telle  puissance  qu’on  voudra  donne 
constamment  l’unité. 

Le  logarithme  de  la  base  est  toujours  l’unité,  car,  pour  que 
a = a,  il  faut  que  x = 1 . 

Le  logarithme  de  l’unité  est  zéro  dans  tout  système,  et  en  effet  : 

x » x 

* r— r « x—,  0 # O 0 

, *=  « ; t ~ a s a ; mais  ~ e=i  ( donc  a « i 

a a a 

B 

Soit  y = a ou  x =f.y  . Si  a>l , x croissant  depuis  zéro  jusqu'à 
• infini  positif,  le  nombre  y croîtra  de  l’unité  à l’infini  positif: 
si  x décroît  de  zéro  à — x,  y décroît  depuis  l’unité  jusqu’à  zéro  : 

car  soit  x = — x1  x'  > 0)  on  a y = a = a = "7  et  x deve- 

a 

nant — x,  x'  devient  -J-  x de  sorte  que  y se  réduit  à zéro.  C’est 
dans  ce  sens  que  l’on  dit  que  le  logarithme  de  zéro  est  l’infini  né- 
gatif. 

La  somme  des  logarithmes  do  deux  nombres  est  égale  au 
logarithme  du  produit  de  ces  deux  nombres.  En  effet,  prenons 

<» 

] > = « eti7=«  , nous  aurons, - 

'r  'i  'r+'i  ( ri 

f Xî==«x«=fl  , mais  px?  = « donc  / 1 
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Nous  voyons  de  même  que  - = 

a 


'f—'i  . p 

a et  parce  que 


= ?, 


r 

/- 

St 


il  résulte  que  t?«=ip  — j?, 

? 

Nous  pouvons  conclure  que  tp»  = 2ip,  tpj  = 3tp,  etc. 


en  effet  (p2=/pxp  = ip-{-iP=iip  ■ fp3=i(pXpXpî=ip-ftp+tp=3.tp,  etc. 


De  même  t v'ï“=i<?;  car  /p^t(i/pxtXp)=i/K p et  it/P  = j tp 

L'avantage  des  logarithmes  vulgaires  dont  la  base  est  10  est 
que,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre,  on  a celui  d’un 
nombre  100,  1000,  etc.,  fois  plus  grand  en  ajoutant  1,  2 uni- 
tés, etc.,  «u  logarithme  donné,  et  que  de  môme,  si  l'on  retranche 
1,  2,  etc.,  de  ce  logarithme,  le  résultat  correspond  h un  nombre 
10,  100,  etc.,  fois  plus  petit. 

39.  Pour  arriver  à la  construction  des  tables,  on  cherche  d'a- 

x 

bord  à développer  y ou  a en  série  et,  pour  cela,  on  remplace  a par 
1 -j-  (a  — 1),  on  a alors,  en  se  servant  du  développement  du  bi- 
nôme do  Newton  (livre  2,  chapitre  IV,  §§  65,  66,  67). 


ar(x-t) 


M)  0=.^+(„_t)]  = «+i(o_4)+  ï 
z{x  — \)(x  — ï) 


(a -4)  » + 


î.  3 


(o  — 4)s  -f-.  elc. 


On  voit  qu’on  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  x,  le 
développement  sera  de  la  forme 

(2)  a = t 4-  ,\x  + Bfi  4-  Cx»  + I)x<  -f  ; etc. 


II  faut  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  etc.  Pour  cela, 
mettons  x en  facteur  commun  h tous  les  termes  qpi  suivent  l’u- 
nité dans  le  second  membre  do  (1)  et  nous  aurons 

a'=  4 4-  x Q.  - 4 )4-  (g  - 4 )*  4-  (j:  ~ (a - 1) » 4- . ] 

Si  nous  faisons  x — o dans  les  crochets,  il  y restera  évidem- 
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ment  les  quantités  qui  doivent,  dans  le  développement,  former  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  x 

donc  A = (o  — t)-J(o— — t)«+,ctc.  . . (3) 


Pour  trouver  B,  C.  etc.,  remarquons  que  pour  élever  y = a h 
une  puissance  m,  il  faut  multiplier  l’exposant  x par  m, c'est- à-dire 

m m x 

que  y = a .On  pourrait  donc,  d’une  part,  remplacer  dans  la 
série  x par  mx,  et  de  l’autre  l’élever  à la  même  puissance  par  les 
procédés  ordinaires  ; égaler  les  deux  résultats,  puis  entre  eux, 
les  cocfficents  des  mêmes  puissances  de  x (§  70).  Nous  allons 
suivre  cette  marche,  et  comme  le  fait  a lieu  quel  que  soit  m,  pre- 
nons le  cas  le  plus  simple,  celui  où  m = 2.  Il  viendra  d’abord  en 
remplaçant  x par  2 x,  dans  (2), 


puis 


a — t 4-  2Ax  -)-  4Bx*  -|-  8Cx*  -)-  46  Dx4  -(-,  etc. 
o = t -f  Ax  -f  Bx«  -f  O»  + Dx«  -f , etc. 


multiplié  par  a = i -)-  A*  -f-  Bx»  -f  Cx»  -f  Dx<  +,  etc. 


t +A 
+ A 


x+  B 

x*  C 

x34-  I) 

+ A» 

-j-AB 

-f  AC 

+ B 

-f  AB 

-f  B« 

+ c 

4- AC 

+ D 

x<+,  etc. 


c'est-à-dire 


ii 


a _ i + 2A*  -f-  (A»  + 2B)**+  2 (AB  + C)  *»  + (2AC  + B*  + 2D)  x*  +,  etc. 


De  là,  en  comparant  les  deux  valeurs  do  a , et  égalant  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x, 

4B=A54-2B  d’où  B=  — 


AB 

8C-=î(AB+C)  0=  y 


et 


A» 

:o 


46.  D = 2AC-f  BT  + ÏD;  UD  = 2AC-f  B2=  — 4-  y = ~ 


et  enün 

substituant  il  vient 


A 4 

270 


, etc. 


ÿ_a  = 4 4-Ax+y*î-|-px>  + ^x4-f,  etc.  . (4) 
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Dans  le  cas  particulier  où  l’on  fait  \x  = 1 ou  x = j,  la  for- 
mule se  transforme  en 

•A  = î + [+  ^3  + JXJ  +.  etc  = 2.7<HÎ818,  etc. 

Cette  expression  est  incommensurable,  c'est-à-dire  que  plus 
grande  que  2 et  plus  petite  que  3,  elle  ne  peut  être  représentée 
par  aucune  fraction  composée  d'un  noipbre  fini  de  chiffres.  En 
désignant  ce  nombre  par  r,  on  a 

T A 

y = n «=  e , ou  a = e . 

L’exposant  A est  le  logarithme  de  la  base  a d’un  système,  pris 
dans  celui  dont  la  base  serait  e.  On  le  nomme  lo  module  et  sou- 
vent on  le  désigne  par  M. 

Lorsque  A = 1,  alors  a = e et  la  formule  qui  établit  une  rela- 
tion entre  un  nombre  et  son  logarithme  devient  la  plus  simple 
possible.  Elle  se  réduit  en  elïet  à 

* * -14  4 

ÿ = « = » = t+  i+  -xi  + - etc. 

On  a donc,  pour  celte  raison,  calculé  d’abord  dans  la  base  e, 
une  table  de  logarithmes  connus  sous  les  noms  de  naturel»,  hyper- 
bolique» ou  népérien»,  puis  on  a passé  de  ceux-ci  aux  logarithmes 
vulgaires,  par  un  procédé  fort  simple  qui  repose  sur  ce  qui  suit  : 

'j 

Soit  y — a : prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  dans 
un  autre  système.  En  les  indiquant  par  le  symbole  L,  nous  au- 
rons 

t.y  = /yLn  d’où  ty  =■  p? 

Donc,  pour  passer  du  logarithme  d’un  nombre  pris  dans  un 
système,  à celui  de  ce  même  nombre  dans  un  second  système, 
il  faut  diviser  le  premier  logarithme  par  celui  de  la  base  nouvelle. 

Si  nous  faisons  y = e,  nous  aurons  l.e=  j—*,  mais  si  les  logarith- 
mes indiqués  par  L sont  les  naturels  dont  la  base  est  e,  alors  Le  = 1 
4 

et  l.e  = j— — . Nous  pouvons  écrire  qu’en  général 

/.y  = — - t=  le  I.y  --  M.  1-y. 
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Si  donc  on  connaît  le  logarithme  naturel  ou  hyperbolique  d'un 
^nombre  y,  il  faut,  pour  avoir  son  logarilhmo  vulgaire,  diviser 
par  lo  logarithme  naturel  de  la  base  10,  ou  si  on  le  connaît,  mul- 
tiplier par  le  logarithme  vulgaire  de  e. 

Cela  posé,  réunissons  les  équations 
* 

a = t -f-  A*  -f-  j AJ*J  A*  i»  -f-,  etc. 


A 

« = » , t = î, 7483818,  etc. 

et  A-l.a-(«_<)-l(<.-t)t  + l(«-1)»-1ele.  . . (3) 

A est,  comme  nous  venons  de  le  voir,  lo  logarithme  hyperbo- 
lique de  la  base  a,  et  sa  valeur  dépend  évidemment  de  celle  de  a. 
Supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  A au  moyen  de  (3)  : il  y a 
deux  cas  à considérer;  a — 1 peut  être  plus  grand  ou  plus  petit 
que  l'unité. 

Si  a — 1 > 1,  la  série  est  divergente,  puisque  les  termes  vont 
en  augmentant,  avec  les  exposants  de  a — 1 : on  ne  pourra  donc 
l’employer  sans  une  modification  préalable. 

Si  a — 1 < 1 , les  termes  sont  fractionnaires  et  diminuent  sans 
cesse.  Dans  ce  cas,  on  dit  que  la  série  est  convergente. 

A 

Considérons  le  premier  cas,  et  remarquons  que  de  a =e  , on 

4 -A 

déduit  -=  ».  On  peut  donc,  sans  apporter  de  perturbation  dans 

4 

la  formule  (3)  y remplacer  a par  - et  A par  — A,  ce  qui  la  trans- 
forme en 

—G-' )-•(;- -MH  — 


ou  en  changeant  les  signes 

o—4  /«  — < — * i3  , 

A = _ -H(_J-c.c. 


U — 1 


étant  une  fraction,  la  série  est  devenue  convergente. 


Cette  dernière  formule  peut  servira  déterminer  le  module  d'un 
système  dont  on  se  donne  la  base. 

5 
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Si  dans  (3)  nous  faisons 

a — 1=i,  d'où  o = ( + i 
elle  prend  ccllo  nouvelle  forme 

A = l.a  =.  I (1  + s)  = i — i + 1 1*  - i i»  = etc.  . . (5) 

Si  l'on  y faisait  ensuite  a — 1=  — z,  ou  a = t — z 
elle  donnerait 

/ (I  — t)  = — i — \ s*  — 1 — i z*  — elc (6) 

et  en  retranchant  la  seconde  de  la  première  , on  aurait 

log-(1  + *)  — 1(1—  »)=/— -|=2(j  + Js’+JïS  + etc. 


\ + . 


Dans  le  numérateur  est  plus  grand  que  le  dénominateur, 

H j f 

et  on  peut  ainsi  assimiler  ce  nombre  fractionnaire  à — — d’où 


i 

B + Rs  = n+I~  ns  — n<  et  * = 3 — T-/ 

* » — f-  * 

Substituons  celte  valeur  de  z dans  la  dernière  formule  trouvée 
et  nous  aurons 


tu  ii.«-w[ï^+i(ny’o(î7rJ+"-] 


. Celle  série,  clant  convergente,  peut  servir  h la  détermination 
des  logarithmes  hyperboliques  des  nombres.  En  suite  de  quoi,  il 
ne  reste  plus  qu’à  les  multiplier  par  le  module  de  la  base  du  sy- 
stème pour  lequel  on  veut  construire  une  table  de  logarithmes. 

L’équation  (4)  indique  que  le  développement  d’un  nombre  y 
est  de  la  forme 

V = t + A ly  + J A*  log‘y  + etc. 


et  l’équation  (3)  sert  à déterminer  les  coefficients  A,  A , elc., 
en  fonction  de  la  base  a.  S’il  s'agit  de  calculer  les  tables  ordi- 
naires pour  lesquelles  a=  10,  on  fait  d’abord  dans  (7)  ti~  1 , 
1 = 1 , et  l'on  a 

( 2 = 2(1+  1 (5)’  + { i + t*  ) = 0,693147,  Ut. 
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Pour  avoir  celui  do  3 , on  pose  » = 2 et  t = 1 

t.3=l.2  + 2[l+î(i)»+t(i)î+cte.) 

/.3  = 2 [|  + J + 1 [(!)»  + (J)»]  + $ [(1  ,i  + (»)5  j + etc.] 

*•»•  = # + 1 Hh  + tHMï  + etc. 
ou  n=l,  t= 2 , co  qui  donne 

1.3  = 2 [i  + 1 (1).  + i (1)5  + etc .]  = 1 + A+  & 4-  etc. 
ot  par  l’une  ou  l’autre  supposition,  on  arrive  à 
1.3  = 1,0986123,  etc. 

Pour  le  logarithme  de  4,  on  multipli.o  par  2 celui  de  2.  Celui 
de  5 s'obtient  de  la  même  manière  que'  celui  do  3;  puis  celui 
de  10  en  multipliant  ce  dernier  par  2.  On  trouve  ainsi , 

1.10  = 2,3025851. 

Connaissant  le  logarithme  de  10,  on  a facilement 

M = Le=  -i  =0,43429*4819,  etc. 

I.  a 

i 

C’est  alors  que  pour  avoir  le  logarithme'  d’un  nombre  quel" 
conque,  de  16,  par  exemple,  on  divise  son  logarithme  naturel , 
qui  est  2,772589,  par  celui  de  10  = 2,3025851  ou  qu’on  le  mul- 
tiplie par  0,43429,  etc.,  et  l’on  trouve 

log.  (tabulaire)  46  = 1,2041200. 

40.  Nous  ne  pourrons  indiquer  ici  que  très-sommairement  la 
marche  que  1 on  emploierait  poup  construire  des  tables  de  loga- 
rithmes des  lignes  trigonométriques. 

Nous  avons  besoin  de  supposer  connues  les  formules  suivantes, 
démontrées  aux  §§  73,  74  et  75,  livre  II. 


X* 

¥ 


X * 

iJX' 


2.3.4  5.6 


etc. 


Remplaçons  x par  l’un  de  ses  multiples,  que  nous  pouvons  re- 
présenter par  n x,  il  viendra 


fin.  nx  — nx  — 


ns  x» 

"2T  + 


«5  *5 
Ï3ÜS 


etc. 


»*  x*  , n*jr‘ 

eos.  n*  = t - (-  _ eic 
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Dans  celle  dernière,  faisons  cos.  nx=  i — z,  nous  aurons,  en 
nous  servant  de  la  formule  (5)  du  paragraphe  précédent 

log.  COS.  BX  =»  — M (*  + } **  + !**  + etc.) 


M est,  comme  nous  l'avons  vu,  le  nombre  par  lequel  il  faut  mul- 
tiplier un  logarithme  naturel  pour  le  convertir  en  logarithme 
vulgairo. 

Prenons  la  valeur  de 


1 1 — cos.nx  s 


x2 

ï 


l»‘  x< 


«6  *6 


2.3.4^  2.3. 4.5.6 


— e(c. 


et  substituons  la  dans  celle  de  log.  cos.  nx,  qui  devient  ainsi 

i pBJ  *1  b<x*  B^x® 

log.  co,  — » -03+0X0  + 

(n*  x*  b»  *6  \ , , /b®  x®  V] 

+ i l”r“,5Â*  + ete*)+l(-8 — ete)J 


ou  en  réduisant 


x 4 afi 

log.  cos.  nx  = — M — — M — b*  — b®  — etc. 

* 3.4  3.3.5 

On  sait  que  sécante  x cosinus  = 1.  et  qu'ainsi 
' log.  séc.  ■=  log.  I — log.  cos.  =0  — log.  cos. 

Si  donc  on  change  tous  les  signes  dans  l'expression  du  loga- 
rithme du  cosinus,  on  aura 

log.  séc.  »x  = M Y flï  + M fl  "4  + M jfjg  "*  + etc- 

S'il  s'agissait  de  mettre  ces  formules  en  pratique,  de  trouver, 
par  exemple,  les  logarithmes  des  cosinus,  on  remarquerait  qu’en 
supposant  x=  1",  sa  valeur  comparée  à celle  du  rayon  pris  pour 
imité,  est  la  très-petite  fraction  0,00000157,  et  qu'ainsi,  les  puis- 
sances 2*,  6“,  etc.,  des  multiples  nx  décroissant  avec  une  ra- 

pidité extrême,  on  aura  une  valeur  très-rapprochée  do  log.  cos. 
en  s'en  tenant  aux  premiers  termes  de  la  série.  Il  y aura  néan- 
moins une  limite  passé  laquello  il  faudra  négliger  d'autant  moins 
de  termes  que  n augmentera  davantage.  Daus  ce  cas,  il  y a des 
modifications  à introduire,  qui  sont  trop  longues  et  d'un  ordre 
trop  élevé  pour  trouver  place  ici. 
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« 


Dans  la  valeur  de  log.  cos.  nx , on  cherche  les  termes  séparé- 
ment et  par  logarithmes  : puis,  pour  abréger,  on  calcule  les  fac- 
teurs constants  — —,  etc , aux  logarithmes  desquels  on 
2 3.4  3*. 5 

ajoute  le  double,  le  triple,  etc.,  du  logarithme  de  n. 

On  trouverait,  par  une  marche  analogue,  le  développement 
du  log.  du  sinus,  et  par  suite  celui  de  cosécanto  : puis  en  retran- 
chant le  log.  cosinus  de  log.  sinus,  on  aurait  log.  tangente.  Enfin, 

puisque  taog.  = — ! — , le  développement  de  log.  cot.  sera  égal 
cotiog. 

au  signe  près  h celui  de  tangente. 

On  ne  calcule  les  logarithmes  de  ces  lignes  que  jusqu’à  50-, 
parce  que  celles  des  arcs  compris  entre  50*  et  100'  sont  liées  aux 
premières  par  la  relation  des  arcs  complémentaires. 


CHAPITRE  X. 

ÉCHELLES  LOGARITHMIQUES  OU  RÈGLES  A CALCUL. 

41.  Depuis  longtemps  déjà  l'on  fait  usage  de  règles  qui,  par 
l'addition  ou  la  soustraction  de  quantités  linéaires,  produisent 
les  mêmes  résultats  que  les  additions  et  soustractions  logarithmi- 
ques. Leur  emploi  est  toujours  plus  simple  que  celui  des  loga- 
rithmes, pour  la  recherche  desquels  il  faut  constamment  feuil- 
leter des  tables  souvent  très-volumineuses  : il  est  moins  exact, 
mais  il  suffit  souvent.  C’est  donc  à celui  qui  doit  faire  certains 
calculs  à se  rendre  compte  d’avance  do  la  précision  qu'exigent 
les  opérations  dont  il  s'occupe. 

Un  ingénieur  piémontais,  M.  Porro,  dont  j’aurai  à parler  sou- 
vent dans  le  cours  do  cet  ouvrage,  en  a construit  une  dont  d'uti- 
lité a été  constatée  par  l’expérience.  Dans  plusieurs  travaux 
topographiques  exécutés  sous  sa  direction  en  Piémont,  on  a con- 
stamment employé  l'échelle  logarithme  de  M.  Porro,  et  toujours 
elle  a donné  les  résultats  les  plus  satisfaisants. 

42.  Nous  allons  donner  l’explication  de  cette  échelle  loga- 
rithme; ce  qui  mettra  à même  de  comprendre,  fondées  qu’elles 
sont  sur  le  même  principe,  à la  première  vue,  toutes  les  autres 
échelles  antérieures  et  analogue»  connues  en  France  sous  le  nom 
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de  règles  à calcul,  et,  en  Angleterre,  sous  celui  d’échelle  do 
Gunter  (géomètre  qui  vivait  vers  l'an  1830  . 

L’échelle  logarithmique,  dont  il  s’agit  ici,  est  très-favorable 
à la  résolution  de  plusieurs  problèmes  de  topographie , clic  est 
mémo  indispensable,  si  l’on  veut  opérer  suivant  la  méthode  de 
M.  Porro,  et  avec  les  instruments  dont  il  est  l'inventeur  et  que 
nous  décrirons  plus  loin. 

Voici  le  principe  sur  lequel  repose  la  construction  de  l'échelle 
logarithmique. 

Une  longueur  arbitraire  AB  ( fig . 1,  planche  XIX)  étant  prise 
pour  unité  logarithmique,  représentera  le  logarithme  de  10. 

Ceux  de  2,3 8,9  pourront  être  indiqués  par  des  fractions 

convenables  de  AB.  D'ailleurs  le  logarithme  de  1 étant  zéro,  on 
écrira  1 à côté  de  A,  et  la  distance  totale  AB  sera  partagée  en 
parties  proportionnelles  aux  logarithmes  des  nombres  dont  la 
notation  sera  inscrite  à côté.  Il  est  donc  bien  entendu  que  les 
chiffres  représentent  la  suite  des  nombres  naturels,  dont  les  di- 
stances correspondantes  au  point  de  départ  A sont  les  loga- 
rithmes. 

En  ajoutant  sur  la  mémo  droite  et  bout  h bout  plusieurs 
échelles  semblables,  il  est  évident  que  les  longueurs  AC,  AD,  AE 
représenteront  les  logarithmes  de  100,  1000,  10000,  tandis  que 
les  subdivisions  donneront,  en  prenant  toujours  A pour  point  de 
départ,  les  logarithmes  de  20,  30,  etc.,  200  , 300,  *ctc.,  2000. 
3000,  etc.,  suivant  la  partie  de  l’échelle  à laquelle  elles  appar- 
tiennent. 

On  peut  encore  écrire  à côté  de  A,  B,  C,  D,  la  caractéristique 
qui  convient  aux  logarithmes  qui  suivent  chacune  de  ces  lettres. 
Ce  serait  0 auprès  de  A,  1 près  de  B,  2 près  de  C,  etc. 

S’il  s’agit  de  trouver  le  produit  de  deux  nombres  ou,  en  d’autres 
termes,  la  somme  de  leurs  logarithmes,  ceux  de  20  et  30,  par 
exemple,  on  prendra,  avec  un  compas,  la  distance  de  A à 20; 
on  la  portera  à la  suite  de  30,  et  la  pointe  du  compas  aboutira  h 
une  division  dont  la  distance  à A sera  le  logarithme  de  G0. 
Mais  -0  et  30  ont  chacun  pour  caractéristique  1 : celle  du  pro- 
duit sera  donc  2.  Ce  qui  nécessite  l'addition  d’un  zéro  h la  suite 
du  nombre  trouvé,  G0.  On  sait,  en  effet,  que  le  produit  de  20 
par  30  est  600.  De  même,  s'il  s'agit  de  diviser  deux  nombres  ou 
de  retrancher  leurs  logarithmes  l’un  de  l'autre,  on  prend  leur 
différence  au  compas  et  sur  l'échelle,  puis  on  la  porte  de  l’ori- 
gine jusqu’à  un  point  dont  le  chiffre,  à une  modification  près, 
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est  le  quotient  cherché.  Celte  modification  est  analogue  à celle 
dont  nous  venons  de  parler  à l'occasion  d'un  produit.  Il  fallait 
prendre  en  considération  les  caractérisques  engagées  dans  l’opé- 
ration. Ici,  en  supposant  que  l'on  ait  h diviser  30  par  20,  le  quo- 
tient doit  être  1,5,  et  cependant  la  différence  des  longueurs 
logarithmiques  se  trouve  égale  au  logarithme  de  15.  Cela  tient  à 
ce  que  les  nombres  30  et  20,  comportant  l’un  et  l’autre  l’unité 
pour  caractéristique,  la  soustraction  de  leurs  logarithmes  donne 
une  caractéristique  zéro  qui  correspond  à un  nombre  qui  n'a 
qu’un  chiffre  entier.  On  sépare  donc  par  une  virgule  le  chiffre 
de  droite  dans  le  résultat,  qui  se  transforme  ainsi  en  1,  5 qùo- 
tient  exact. 

l-ne  échelle  ainsi  construite  et  convenablement  subdivisée, 
est  propre  h exécuter,  avec  le  secours  d'un  compas,  toutes  les 
opérations  de  l’arithmétique  qui,  en  définitive,  se  traduisent  par 
des  additions  et  soustractions  do  logarithmes. 

13.  Imaginons  maintenant  une  autre  ligne  droite  sur  laquelle, 
la  même  longueur  AB  étant  prise  pour  unité,  on  trace  des  divi- 
sions représentant  en  longueur  les  logarithmes  des  sinus  et  des 
cosinus.  Agissons  de  la  manière  à l'égard  d’une  troisième  droite 
sur  laquelle  les  divisions  suivront  celte  fois  la  loi  des  tangentes 
et  des  cotangentes,  il  est  évident  que  l'ensemble  de  ces  trois 
échelles  permettra  de  résoudre  en  nombre,  une  formule  trigo- 
nométrique  quelconque. 

• Si  pourquelque  usage  particulier,  une  fonction  complexe,  mais 
toujours  la  même,  était  d’un  usago  fréquent,  on  pourrait  se  for- 
mer une  échelle  spéciale  des  logarithmes  de  celte  fonction,  afin 
d'abréger  encore  les  opérations. 

C'est  pour  cette  raison  que  M.  Porro  a ajouté,  U ses  échelles, 
les  logarithmes  des  6inus  carrés  des  angles  compris  entre  60‘  et 
110*.  Nous  dirons  plus  tard  dans  quelles  circonstances  il  en  fait 
un  fréquent  usage. 

Les  échelles  logarithmiques  ne  se  construisent  pas  indispensable- 
ment eu  ligne  droite,  et  ne  s'emploient  pas  seulement  au  compas. 

Il  en  existe  dans  lesquelles  so  trouvent  des  coulisses  qui,  divisées 
suivant  la  même  loi  que  le  bord  de  la  rainure  dans  laquelle  elles 
glissent,  permettent  de  faire  aussi  les  additions  et  soustractions 
de  logarithmes.  Leur  longueur,  nécessairement  assez  restreinte, 
devient  souvient  un  inconvénient. 

Lambert  en  avait  fait  exécuter  une,  en  1761 , qui  avait  i pieds  . 
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anglais  de  longueur.  Elle  remplaçait  parfaitement  les  logarithmes 
h 5 chiffres.  On  en  a construit  aussi  en  demi-cercle,  en  cercle  en- 
tier et  mémo  sur  un  cylindre.  Celles  de  M.  Porro,  pour  lesquelles 
on  fait  usage  du  compas,  sont  les  moins  coûteuses  et  les  seules 
établies  suivant  la  division  centésimale  du  cercle,  adoptée  de- 
puis longtemps  par  le  Dépôt  général  de  la  guerre.  La  longueur 
qui  représente  sur  ces  échelles  l’unité  logarithmique  est  de  0ro20. 
Elles  peuvent  suffire  le  plus  souvent  dans  les  levés  topogra- 
phiques. 

44.  Voici  l’explication  de  ces  échelles  : elle  suffira,  avec  l’aide 
de  la  fig.  9,  planche  XIX,  pour  en  faciliter  l'usage  aux  personnes 
qui  voudraient  s’en  servir.  La  figure  n'a  pas  d’autre  but  et,  trop 
petite  et  incomplète  quant  aüx  chiffres,  ne  pourrait  pas  rempla- 
cer l’échelle  ellc-mérac  plus  grande  et  divisée  avec  une  précision 
qui  nous  est  inutile  ici. 

La  première  échelle,  vers  le  bas  de  la  figure,  est  celle  des 
parties  égales.  La  longueur  1.2.,  qui  représente  l’unité  loga- 
rithmique , est  divisée  en  100  parties  : la  première  division  l’est 
elle-même  en  10,  do  sorte  qu’on  peut  apprécier  les  longueurs 
comprises  entre  1 et  2 à un  millième  près. 

L’échelle  qui  suit  en  remontant,  considérée  par  sa  numération 
inférieure,  représente  les  logarithmes  des  nombres  depuis  10 
jusqu’à  1000.  Elle  donne  chaque  dixième  d’unité  de  10  à 20,  les 
dixièmes  2 à 2 de  20  à 40  : 5 à 5 de  40  à 100,  puis  les  unités  en- 
tières de  100  à 200  : les  unités  2 à 2 de  200  à 400  : 5 à 5 de  400 
à 1000. 

Les  divisions  sont  partout  assez  larges  pour  pouvoir,  avec  un 
peu  d’habitude  et  un  bon  compas,  estimer  un  chiffre  de  plus. 
Les  chiffres  romains,  plus  gros  que  les  italiques  et  placés  hors 
lignes,  représentent  les  caractéristiques  sur  toutes  les  échelles. 

La  même  longueur  étant  prise  pour  unité,  on  a gradué  la 
troisième  échelle  pour  donner  les  logarithmes  des  sinus  depuis 
1*  jusqu’à  199' . La  valeur  et  l'ordre  des  subdivisions  se  comprend 
aisément  à l’inspection  de  la  figure,  ainsi  que  le  sens  et  la  signi- 
fication de  la  double  numération  supérieure  relative  aux  sinus. 

La  même  échelle  donne,  au  moyen  des  chiffres  inférieurs,  les 
logarithmes  des  cosinus.  Ces  chiffres  sont,  comme  on  le  sait,  com- 
plementaires de  leurs  correspondants  à la  ligne  supérieure,  en 
raison  de  ce  que 

cosin.  A «=sin.  (100*  — AJ. 
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Pour  n'inscrire  que  les  arcs  dont  les  cosinus  sont  positifs,  les 
chiffres  vont  de  0‘  à 99*,  puis  de  301*  à 400’.  C'est  ainsi,  et  pour 
lo  même  motif,  qu'à  In  ligne  supérieure  n'apparait  que  la  no- 
menclature des  arcs  de  1*  à 199*. 

Quant  aux  arcs  dont  l'amplitude  entraîne  le  signe — , soit  pour 
le  sinus,  soit  pour  le  cosinus,  il  faut  se  rappeler  que 

fin.  A = — sin.  (Î00" A) 
cos.  A = — cos.  (200  + A). 

Il  résulto  de  là  que,  lorsqu'il  s'agira  de  trouver  le  logarithme 
du  cosinus  ou  celui  du  sinus  d’un  arc  qui  n’est  pas  indiqué  sur 
l’échelle,  il  faudra,  invoquant  l'une  des  formules  ci-dessus, 
ajouter  200  à l'arc,  et  ne  pas  oublier  qu'alors  la  ligne  trigono- 
métrique  cherchée  doit  être  affectée  du  signe  — . 

11  manque  encore  à celte  échelle,  pour  la  rendre  complète,  les 
logarithmes  des  sinus  de  0*  à 1*  et  de  100*  à 200*,  ainsi  que  leurs 
correspondants  pour  les  cosinus. 

Il  faut  observer  à ce  sujet  que,  si  l'on  pose  m=  ,on  peut, 

dans  le  premier  et  le  dernier  grade  de  la  demi-circonférence, 
considérer  m comme  constant.  On  pourra  donc,  sur  l'échelle  des 
nombres,  prendre  le  logarithme  de  l’arc  en  grades,  et  ajouter  le 
logarithme  de  m. 

Celle  opération  est  bien  simplifiée  sur  cette  échelle  même,  au 
moyen  de  la  numération  supérieure  et  des  caractéristiques  cor- 
respondantes qui  sont  déplacées  par  rapport  aux  earactéri'sti- 
ques  inférieures  d’une  quantité  égale  au  log.  de  m. 

L’échelle  n°  2,  considérée  dans  sa  numération  supérieure,  sert 
donc  à compléter  l'échelle  des  sinus  et  cosinus. 

L’échelle  n°  4 est  faite  de  la  même  manière,  et  donne  les  lo- 
garithmes de  tangentes  de  1*  à 50*  et  ceux  des  eolangentes  de 
50*  jusqu'à  99*.  Elle  se  continue  comme  celle  des  sinus  sur  la 
numération  supérieure  de  l'échelle  n°  2,  et  so  complète  par  celle 
considération  que 

log.  cols»gcnte  = compI.log.  tangente. 

Pour  les  arcs  plus  grands  que  100«,  il  suffit  d'ajouter  100«, 
200‘,  300“  à la  numération  de  l’échelle,  en  remarquant  que  la 
tangente  et  la  cotangentc  d’un  arc  compris  dans  le  second  ou  le 
quatrième  cadran  sont  négatives,  et  qu'elles  sont  positives  dans 
le  troisième. 

ü 
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45.  Nous  compléterons  celle  description  par  l'exposé  des  règles 
suivantes  : 

1°  Tous  les  logarithmes  se  comptent  sur  les  échelles  de  gauche 
h droite,  et  c'est  toujours  de  l’un  des  points  A,  B,  C,  etc.  ( fig .-  1, 
planche  X.IX),  qu’on  doit  partir.  On  retient  de  mémoire  la  carac- 
téristique, et  l’on  ne  prend  au  compas  que  la  longueur  représen- 
tant la  partie  décimale  du  logarithmo  que  l’on  veut  combiner 
avec  un  autre,  ou  qui  doit  faire  connaître  le  nombre  ou  l’arc 
auquel  il  correspond  ; 

2°  On  obtient  le  complément  du  logarithme  si  l’on  porte  l’ou- 
verture de  compas  de  droite  à gauche  ; 

3"  On  obtient  un  produit  lorsqu'on  porto  un  logarithme  en 
avant  d’un  autre,  c’est-à-dire  de  droite  à gauche.  Si  on  le  porte 
dans  le  sens  inverse,  le  résultat  est  un  quotient  ; 

4°  Les  puissances  entières  «le  quantités  données  se  trouvent  en 
doublant,  triplant,  etc.,  au  compas,  le  logarithme  ou  son  com- 
plément, chacun  dans  le  sens  qui  convient. 

Les  racines  entières  se  déterminent  en  employant  le  procédé 
inverse. 
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LIVRE  II. 

TRIGONOMÉTRIE  SPlIÉHIQUK. 


CHAPITRE  PREMIER. 

BUT  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE,  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES  : 
PYRAMIDE  SUPPLÉMENTAIRE  : PROPRIÉTÉS  D'UN  TRIANGLE  : CAS 
D ÉGAL1TÉ  : ÉGALITÉ  DE  SURFACE  DES  TRIANGLES  SYMÉTRIQUES  : 
SURFACE  D'UN  FUSEAU  : SURFACE  d’uN  TRIANGLE  EN  FONCTION  DE 
SES  TROIS  ANGLES. 

40.  La  trigonométrie  rectiligne  a fuit  connaître  ce  que  I on 
entend  par  sinus , cosinus , tangente,  etc.,  des  angles  ou  des  arcs 
de  cercles  qui  les  mesurent;  quelles  sont  les  lois  qui  lient  ces 
lignes  entre  elles  ; les  signes  qu'elles  prennent  suivant  l’amplitude 
des  arcs  auxquels  elles  appartiennent  ; les  relations  qui,  dans  un 
triangle,  existent  entre  les  lignes  trigonométriques  des  angles  et 
les  côtés;  de  15,  la  résolution  des  triangles  rectangles  ou  obli— 
quangles,  l'expression  de  leur  surface,  etc. 

Le  but  de  la  trigonométrie  sphérique  est  analogue.  Elle  s'oc- 
cupe des  triangles  formés  par  des  arcs  de  grands  cercles,  sur  la 
surface  de  la  sphère. 

Les  formules  qu'elle  enseigne  sont  d'un  fréquent  usage  en  géo- 
désie et  en  astronomie. 

47.  Un  triangle  sphérique  est  une  portion  de  la  surface  do  la 
sphère  comprise  entre  trois  arcs  de  grands  cercles.  Pour  trouver 
les  relations  qui  existent  entre  ses  angles  et  ses  côtés,  on  consi- 
dère la  pyramide  dont  le  centre  de  la  sphère  est  le  sommet  et 
qui  a pour  arêtes  les  rayons  aboutissant  aux  sommets  du  triangle. 
Scs  angles  plans  sont  égaux  aux  côtés  du  triangle,  c'cst-â-dirc 
mesurés  par  eux,  et  les  angles  dièdres  sont  précisément  les  mêmes 
que  ceux  du  triangle  : en  effet,  au  sommet  A,  fig.  0,  menons  les 
tangentes  A*,- Afi  : l’angle  qu’elles  forment  entre  elles  est  évidem- 
ment égal  à l'angle  A du  triangle  et  comme  elles  sont  perpendi- 
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culaircs  au  rayon  AO  commune  intersection  des  deux  plans  AOB, 
AOC,  elles  mesurent  également  l'angle  qu'ils  font  entre  eux. 

48.  Si  par  les  sommets  A,  B,  C,  on  mène  3 plans  tangents  à la 
sphère,  ils  forment  uno  nouvelle  pyramide  que  l'on  nomme  sup- 
plémentaire, parce  que  ses  angles  plans  sont  suppléments  des  an- 
gles dièdres  de  la  première  et  réciproquement.  Rendons  d’abord 
évidente  l'existence  de  cette  pyramide,  c’est-à-dire  faisons  voir 
que  les  intersections  de  ces  3 plans  deux  à deux,  se  rencontrent 
on  un  seul  et  môme  point.  Lus  deux  plans  tangents  menés  en  A et 
C dont  l'intersection  estS'B'  (fig,  7)  coupent  la  face  ASC  suivant 
les  droites  AB',  CB'  et  AB  C mesure  l’angle  de  ces  deux  plans. 
Soit  de  même  S'C’  l'intersection  des  deux  plans  tangents  qui  pas- 
sent par  A et  B,  il  est  évident  d’abord  que  B'S’  et  C'S'  se  ren- 
contreront, puisque  ce  sont  des  droites  contenues  dans  un  même 
plan  B'ACC  II  reste  à faire  voir  que  la  3e  intersection  A 'S',  qui 
forme  la  3'  arête  de  la  pyramide  supplémentaire,  passe  au  même 
point  S : en  effet,  elle  doit  rencontrer  les  droites  B'S'  et  C'S'  et 
si  ce  n'était  pas  en  un  même  point  S',  elle  aurait  deux  points 
communs  avec  le  plan  B'  AC;,  et  y serait  par  conséquent  contenue, 
ce  qui  n’est  pas. 

Nous  avons  dit  que  B'  mesure  l’angle  des  deux  plans  tangents 
en  A et  C : il  en  est  de  même  pour  A1  et  C'  : d’ailleurs,  en  con- 
sidérant le  quadrilatère  A 'CBS  dans  lequel  les  angles  C et  B sont 
droits,  on  voit  que  A'=200  — S;  donc  les  angles  dièdres  de  la 
pyramide  supplémentaire  sont  suppléments  des  angles  plans  de  la 
pyramide  directe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  côtés  du 
triangle. 

Le  quadrilatère  S'A  CB'  dans  lequel  S'  est  un  des  angles  plans 
de  la  pyramide  supplémentaire,  et  C un  angle  dièdre  de  l’autre, 
donne  encore  S'=200* — C parce  que  B'-f-  A '=200*. 

On  pourra  donc  écrire,  en  appelant  A,B,C,a,è,e,  les  éléments 
de  l’une  et  A',B',C',  a',6  ,c'  ceux  de  l’autre. 

n = 200* — A’,  b = 200* -B1 . e mm 200*— C’,  a'  = 200 -À ,fc'  = 200-B,  c'<=  200-0 

49.  Dans  tout  triangle  sphérique,  un  côté  est  toujours  plus 
petit  que  lasommo  des  doux  autres.  Si  a-+-i=c,  la  courbure 
étant  la  mémo  pour  tous  les  arcs  de  grands  ceftles,  il  y aura  su- 
perposition : ainsi  le  triangle  se  réduira  à une  ligne.  En  effel,  par 
deux  points  de  la  sphère,  on  ne  peut  faire  passer  qu’un  seul  arc 
de  grand  cercle  déterminé  par  le  plan  passant  par  ces  deux  points 
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et  par  le  centre.  Si  le  centre  se  trouve  sur  la  droite  qui  les  unit, 
celle-ci  devient  un  diamètre  et  peut  être  l'intersection  commune 
à une  infinité  de  plans  méridiens.  La  surface  comprise  alors 
entre  les  arcs  n'est  plus  un  triangle,  mais  un  fuseau.  Le  triangle 
serait  plus  impossible  encore  si  a + c. 

50.  Pour  faire  voir  que  la  somme  des  3 côtés  est  moindre 
qu’une  circonférence,  soit  ABC  le  triangle  et  A BD,  ACD,  les 
deux  demi-circonférences  dont  les  côtés  b et  c font  partie.  Nous 
venons  de  voir  que  toujours  a<  BD  -|-  CD  : ajoutant  de  part  et 
d'autre  b -t-c,  il  vient  a -f  b + c < 6-he+BD-f-  CD.  Le  second 
membre  de  l'inégalité  vaut  une  circonférence,  donc  a-tb-hc 
<400*. 

Il  est  évident  que  b -j-CD  = 200«  et  c -f-  BI>=  200‘,  car  les 
points  A et  D appartiennent  à l’intersection  des  deux  plans,  et 
cette  intersection  est  un  diamètre  qui  partage  en  deux  parties 
égales  les  circonférences  auxquelles  il  appartient. 

51.  La  somme  des  3 angles  est  toujours  plus  grande  que  200 
et  plus  petite  que  600*  : en  elTet,  au  moyen  do  la  pyramide  sup- 
plémentaire, l'inégalité  ci-dessus  se  transforme  en  celle-ci 

200  — A' + 200  — C'  + 200  — B'  < 400 
000»  — (A»  -4-  B*  -(-  C')  < 400  el  enfin  A’  + B'-f  C'  > 200. 

Ce  qui  est  démontré  pour  l’une  des  pyramides  l'est  également 
pour  l'autre.  Comme  il  est  évident  que  chaque  angle  est  plus  pe- 
tit que  200*,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  3 est  moindre  que  000*. 

52.  Examinons  actuellement  les  différents  cas  d’égalité  des 
triangles.  De  mémo  quo  les  rectilignes,  les  triangles  sphériques 
sont  égaux  entre  eux,  étant  tracés  sur  une  môme  sphère  ou  sur 
des  sphères  de  rayons  égaux,  lorsqu'ils  ont  : 

1°  Les  côtés  homologues  adjacents  à 2 angles  égaux,  égaux-, 

2°  Un  «angle  égal  compris  entre  des  côtés  égaux; 

3°  Les  3 côtés  égaux  ; 

4°  Mais  de  plus,  ils  le  sont  encore,  quand  ils  ont  les  trois  an- 
gles respectivement  égaux  chacun  à chacun,  en  supposant  tou- 
jours qu’ils  sont  tracés  sur  des  sphères  de  môme  dimension,  si- 
non ils  seraient  seulement  semblables. 

1*  A=D,  C = F,  b=e.  Les  côtés  b,  c (/ig.  9)  étant  égaux  en 
longueur  et  de  même  courbure,  peuvent  se  superposer  de  ma- 
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ni  lire  que  leurs  extrémités  coïncident  ; de  plus,  f s'appliquera  sur 
c puisque  A=  D;  d sc  placera  de  même  sur  a , parce  queC=F  : 
ils  se  couperont  donc  en  un  môme  point  et  par  suite  tous  les  côtés 
et  les  angles  seront  égaux . 

2°  A=D,  b = e,  c=f.  L’angle  D étant  égal  b l’angle  A,  les 
côlés  adjacents  pourront  se  superposer  et  leurs  extrémités  coïn- 
cideront, parce  qu’ils  sont  de  même  longueur.  E tombera  donc 
en  B et  F en  C.  Les  côtés  a et  d qui  joignent  ces  points  se  confon- 
dront, et  dans  ce  cas  encore,  l’égalité  des  triangles  est  évi- 
dente. 

3’  Démontrons  que  les  triangles  sont  égaux  lorsque  les  3 côtés 
le  sont,  c’est-à-dire  qu’alors  les  angles  le  sont  aussi  ; et  pour  cela 
envisageons  les  pyramides  qui  ont  les  triangles  pour  bases  et 
leurs  sommets  aux  centres  des  sphères. 

Des  points  A etD  (fig.  10)  abaissons  deux  perpendiculaires  sur 
les  faces  opposées  et  par  ces  lignes  faisons  passer  des  plans  per- 
pendiculaires aux  deux  arêtes  qui  aboutissent  aux  deux  autres 
angles  des  triangles.  Ils  couperont  les  faces  des  pyramides  suivant  . 
des  lignes  dont  l’inclinaison  entre  elles  mesurera  les  angles  diè- 
dres. Le  problème  est  ainsi  ramené  à démontrer  que 

AGM  = DIN  Pt  A1IM  = DKN. 

Les  points  A et  D étant  deux  sommets  homologues  des  trian- 
gles, AP  = DO  comme  rayons  de  deux  sphères  égales.  Les  angles 
plans  APG,  DOI  sont  égaux  puisqu’ils  sont  mesurés  par  des  côtés 
do  triangles  donnés  égaux  : donc  les  triangles  rectangles  AGP, 

DOI  sont  égaux  et  fournissent  AG  =DI , GP=OI. 

On  trouverait  de  même,  au  moyen  des  triangles  APH,  DCK, 
que  AB  = 1)K,  PH=OK. 

Les  quadrilatères  PGMH,  OINK  seront  égaux  par  la  raison 
qu’ils  ont  les  angles  en  P et  en  O égaux  compris  entre  côlés  égaux, 
et  les  angles  G,II,L,K  droits  : nous  aurons  donc  GM  = IN, 
MH=NK.  Si  maintenant  nous  considérons  les  triangles  AGM, 
DIN,  nous  voyons  qu'ils  sont  rectangles  en  M et  N puisque  AM 
et  1)N  normales  aux  deux  faces  opposées  à D et  A sont  perpendi- 
culaires à toutes  les  droites  passant  par  leurs  pieds  dans  ces  plans  : 
ces  triangles  ont  en  outre  les  côtés  AG=ID,  GM  = IN,  donc  ils 
sont  égaux,  donc  AGM  = D1N  : et  enfin  les  angles  dièdres  des 
pyramides  ou  les  angles  correspondants  des  triangles, sphériques 
sont  égaux  aussi. 

4*  De  là,  et  au  moyen  de  la  pyramide  supplémentaire,  on  lire 
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cetie  conséquence,  que  deux  triangles  sphériques  sont  égaux  lors- 
que leurs  angles  le  sont.  Supposons  en  effet  que  l'on  ait 

A = D,  B=E,  C = F 

Substituons  les  valeurs  de  ces  angles  déduites  des  relations  des 
pyramides  directe  et  supplémentaire  : il  viendra 

200  — a'  = 200  - (f,  200—  b>  =200  — 200  — e>.  = 200  — f 

et  par  suite  a^d',  b'=e',  c'=f‘  : donc  les  côtés  des  triangles 
qui  servent  de  bases  aux  pyramides  supplémentaires  sont  égaux, 
quand  les  angles  des  triangles  donnés  le  sont.  Par  suite,  tes  angles 
A;,  B',  C'  sont  égaux  à I)',  E',  F'  et  enfin,  en  substituant  à ces 
angles  leurs  équivalents 

200  — a = 200  — d,  etc.  ou  plus  simplement  a = d,  b = e.  e<=  f. 

53.  Deux  triangles  symétriques  sont  équivalents  en  surface.  On 
dit  que  des  triangles  sont  symétriques  lorsqu’ils  ont  leurs  côtés 
égaux,  mais  placés  les  uns  par  rapport  aux  autres,  de  telle  sorte 
qu’ils  ne  peuvent  pas  se  superposer.  D'abord  la  démonstration 
précédente  pouvant  s'appliquer  également  à la  circonstance  par- 
ticulière que  nous  considérons,  il  en  résulte  que  ces  triangles  ont 
aussi  les  angles  égaux.  Celte  conséquence  se  tirerait  encore  de  ce 
qui  suit.  Pour  mettre  en  évidence  l'égalité  de  leurs  surfaces,  fai- 
sons passer  un  petit  cercle  par  les  3 points  A, B,  O de  l’un  ( fig . 11) 
et  opérons  de  même  par  rapport  au  second  triangle  A'B'C'.  Si, 
par  les  centres  de  ces  petits  cercles,  on  élève  des  perpendiculaires 
à leurs  plans,  elles  perceront  les  sphères  en  des  points  P, P qui 
seront  les  pôles  de  ces  petits  cercles  et  conséquemment  à égale 
distance  des  sommets  de  triangles.  Imaginons  les  arcs  de  grands 
cercles  PA, PB, PC  d’une  part,  et  P' A',  P'B',P'C'  de  l’autre,  tous 
égaux  entre  eux.  Ils  divisent  les  triangles  donnés,  chacun  en 
3 triangles  partiels,  qui  sont  égaux  et  superposables  : en  effet, 
les  triangles  ABP,  B’A'P'  sont  égaux  comme  ayant  les  3 côtés 
égaux  chacun  h chacun  : ils  sont  isocèles , donc  les  angles 
BAP,ABP,B'A'P',A'B'P'  sont  égaux.  Dès  lors  nous  pouvons 
placer  ces  deux  triangles  l’un  sur  l’autre;  l'angle  A’B'P'  cou- 
vrant BAP.  De  la  môme  manière,  les  triangles  APC,  A'P  t : donc 
enfin  deux  triangles  symétriques  sont  égaux  en  surface.  Ajoutons 
que  les  deux  angles  en  lesquels  ont  été  décomposés  chacun  de 
ceux  des  triangles  proposés,  étant  égaux,  les  angles  homologues 
A et  A',  B et  B',  C et  C'  le  sont  aussi. 
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54.  Un  fuseau  sphérique  so  compose  do  la  portion  de  la  sphère 
comprise  entre  les  plans  de  deux  grands  cercles.  Considérons  le 
fuseau  PMNQ  {pg.  12),  l'arc  PQ  mesuro  l'angle  des  deux  demi- 
grands  cercles  qui  embrassent  le  fuseau.  Cet  arc  PQ  peut  être 
commensurablo  ou  non  avec  la  circonférence.  Voyons  d’abord  ce 
qui  se  passe  dans  le  premier  cas.  Supposons  que  l’on  ait  PQ  : 
^circ.  PL  ; : rn  : n.  Divisons  la  demi-circonférence  en  n parties, 
dont  m seront  comprises  dans  PQ,  et  imaginons  des  arcs  de  grands  ~ 
cercles  passant  par  tous  les  points  de  division  et  dont  l'intersection 
commune  serait  le  diamètre  MN  : la  demi-sphère  se  trouvera 
ainsi  décomposée  en  n fuseaux  égaux  entre  eux. 

Puisque  \ S — nf  et  F=«i f,  on  pourra  écrire  F nf, 

en  désignant  par  S et  F,  les  surfaces  de  la  sphère  et  du  fuseau. 
Supprimons  f facteur  commun  du  second  rapport,  et  nous  aurons 

f : 4 s : : m : n ;;  pq  «rc. 

Substituons  à i S et  J-  C,  leurs  valeurs  en  fonction  du  rayon  r. 

(I)  F : ÎTtri  ::  PQ  :«r  d'où  F=ï.r.  PQ. 

co  qui  exprime  que  la  surface  d’un  fuseau  sphérique  est  égale  au 
doublo  de  l'arc  qui  le  mesure,  multiplié  par  le  rayon  de  la  sphère. 

Supposons  actuellement,  pour  généraliser  cette  expression, 
que  le  rapport  de  la  circonférence  à l'arc  soit  incommensurable, 
cl  faisons  voir  que  la  surface  du  fuseau  est  exprimée  de  la  même 
manière.  S’il  n’en  était  pas  ainsi,  la  proportion  (I)  devrait  être 
modifiée  : le  3e  terme  serait  plus  grand  ou  plus  petit  et  supposons 
quelle  devienne  F : 2 »r’  ::  PR  : » r. 

On  pourra  toujours  diviser,  ne  fût-ce  que  par  la  pensée,  la 
demi-circonférence  en  parties  assez  petites  pour  que  l’une  d'ellesS, 
tombe  entre  Q et  R.  Dans  co  cas  on  aurait,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir  plus  haut,  F'  : 2 »/•’::  PS  : * r. 

Or,  ces  deux  proportions  ne  peuvent  subsister  ensemble,  puis- 
que le  premier  antécédent  do  celle-ci  étant  plus  grand  que  le  pre- 
mier de  l’autre,  le  second  antécédent  est  au  contraire  plus  petit. 

De  même,  on  démontrerait  que  le  3'  terme  ne  peut  être  plus  petit 
que  PQ  ; donc  la  proposition  est  démontrée  dans  tous  les  cas. 

55.  Quelquefois  on  dit  que  la  surface  d'un  fuseau  est  égale  au 
double  de  l'arc  qui  le  mesure;  mais  alors  on  sous-entend  le  rayon 
que  l'on  suppose  égal  h l'unité;  car  pour  que  la  formule  soit  ho- 
mogène et  n’amène  pas  h un  résultat  absurde,  il  faut  que  le  se- 
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cond  rnombro  soit  du  deuxième  degré , puisque  le  premier  qui 
représente  une  surface  est  aussi  du  deuxième  degré. 

Le  plus  généralement  un  arc  est  donné  en  parties  de  la  circon- 
férence, en  grades,  minutes  et  secondes.  L’expression  de  la  sur- 
face ne  peut  contenir  un  facteur  de  cette  nature  : il  y a donc,  dans 
ce  cas,  une  modification  h apporter.  On  peut  multiplier  les  deux 
termes  d'un  rapport  par  tel  facteur  commun  que  l'on  veut,  sans 

l’altérer.  Si  donc  le  rapport  abstrait  ^ de  l'arc  au  rayon  est  mul- 
tiplié par  la  longueur  de  l’arc  d’une  seconde,  par  le  mètre  ou  par 
toute  autre  quantité  prise  pour  unité  de  mesure,  il  en  résultera 

que  -p-  = p.  De  là,  \"  = \m  ^ etA*=^-.  On  emploiera 

ta  première  ou  la  seconde  suivant  que  l'on  voudra  transformer  en . 
un  arc  gradué,  son  équivalent  connu  en  mesure  linéaire,  ou  rem- 
placer un  arc  gradué  par  une  ligne  do  môme  développement.  C’est 
la  seconde  qu’il  faut  employer  dans  l’expression  do  la  surface  du 
fuseau.  On  pourra  facilement  obtenir  r"  en  remarquant  que  la  de- 
mi-circonférence  dont  la  longueur  en  fonction  du  rayon  est  re- 
présentée parier,  contient  2000000  ' et  qu’ainsi 


itr  : ÎOOOOOO" 


ÎOOOOOO 
3,14-1865  elc 


On  peut  encore  trouver  ce  que  représente  -L  en  remarquant 

que  r'1  étant  un  nombre  abstrait  qui  exprime  combien  de  fois 
Tare  de  la  longueur  d’une  seconde  est  contenu  dans  le  rayon, 
on  a 

r = r"  arc  1"  OU  — <==  arc.  I». 


D’ailleurs,  nous  savons  que  l’arc  d’une  seconde  est  très-sensi- 
blement égal  à son  sinus,  donc,  puisque  les  tables  nous  donnent 
les  logarithmes  des  sinus  et  non  ceux  des  arcs,  on  peut  écrire 


Tels  sont,  en  définitive,  les  facteurs  qu'il  faudra  employer,  quand 
on  voudra  faire  l’une  des  deux  transformations  signalées  plus 
haut. 


56.  Pour  trouver  l'expression  de  la  surface  du  triangle  ABC 
fig.  13),  remarquons  que  celle  dcThémisphèrc  est  égale  à celles 

7 
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des  trois  fuseaux  mesurés  par  les  trois  côtés  AB,  AC,  BC,  moins 
deux  fois  la  surface  du  trianglo.  Le  premier  fuseau  est  BCC' A dont 
l’amplitude  est  BA.  Le  second,  qui  comprend  aussi  le  triangle 
ABC,  est  ABB  C mesuré  par  le  côté  AC  : Enfin,  le  troisième  est 
C AA'B'  dans  lequel  le  triangle  A'C'B' =ACB  parce  qu’ils  ont 
les  côtés  égaux  chacun  à chacun  et  qu’ils  sont  symétriques. 

Désignant  par  F, F-, F",  les  3 fuseaux,  nous  aurons 
JS  = F + F'  + F"  -2T=2r{A  + B + C)  — ÎT 
et  enfin  T = r(A4-B  + C)  — icr*  = rtA  + B + C — 1 cire.) 

Pour  abréger,  on  dit,  en  supposant  le  rayon  égal  à l’unité,  que 
la  surface  du  triangle  est  exprimée  par  l’excès  de  la  somme  de 
ses  trois  angles  sur  deux  droits.  Si  l’on  voulait  calculer  la  surface 
d’un  triangle  au  moyen  de  la  formule  ci-dessus,  il  faudrait  com- 
mencer par  réduire  les  arcs  A,B,C  en  longueurs,  d’après  ce  que 
nous  avons  indiqué  plus  haut.  Il  viendrait  alors  T = sin.l''  (A"  -}- 

pi  * ,-2  formule  homogène,  puisque  le  second  terme  du 

second  membre  contenant  le  carré  de  r multiplié  par  * qui  ne  re- 
présente qu’un  rapport  est  de  la  deuxième  puissance,  comme  le 
premier  terme,  aussi  bien  que  le  premier  membre  qui  représente 
une  surface. 

Répétons  ici,  et  pour  la  dernière  fois,  que  lorsqu’on  arrive  à 
une  formule  en  apparence  absurde,  cette  prétendue  absurdité, 
si  l’on  a opéré  juste,  tient  à ce  que  l’on  a considéré  quelque  ligne 
comme  l'unité  ; et  dans  les  opérations  trigonométriques,  c’est 
toujours  le  rayon.  Si,  par  exemple,  on  obtient  une  équation  de 
la  forme. 

S=A+BC  + DEF. 

S,  représentant  une  surface  et  A,B,C,  etc.,  des  lignes,  il  faut  la 
rendre  homogèno  en  transformant  chacun  des  termes  du  second 
membre  en  expression  de  seconde  puissance,  co  qui  donne 
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CHAPITRE  H. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 

57.  Nous  avons  vu  quo  trois  des  six  éléments  d’un  triangle  sphé- 
rique étant  connus,  on  pouvait  déterminer  les  trois  autres.  Cher- 
chons donc  les  formules  qui,  établissant  des  relations  entre  quatre 
éléments  d’un  triangle,  permettent  do  déterminer  l’un  d’eux  en 
fonction  des  autres.  Il  faut  trouver  les  relations  essentiellement 
distinctes  qui  existent  entre  les  six  éléments  combinés  quatre  h 
quatre.  Ces  combinaisons,  qui  sont  au  nombre  de  15,  se  réduisent 
h 4 cas  différents.  (Nous  verrons  plus  tard,  à l’occasion  du  binôme 
de  Newton  que  le  nombre  de  produits  de  m,  quantités  prises 

quatre  U quatre,  est  égal  à — ■■  f,”.  — -.  Ici  m = 6,  ce 

2.0.4 

qui  donne  ^ = 15.) 

1°  Deux  angles  et  les  deux  côtés  opposés 

A.  B.  a.  b...  A.  C.  a.  «...  B. C.  b.  e. 

2°  Trois  côtés  et  un  angle 

a.  b.  0.  A....  a b c.  B...  a b.e.C 

3“  Trois  angles  et  un  côté 

A.  B.  C.  O....  A.  B.  C.  4....  A B.  C.c. 

4“  Deux  angles  et  deux  côtés 

A.B.a.c....A.B.4.c.  ..  A.C.o.  b. 

A.C.  ».  4....  B.  C.  o.  6....  B.  C.  «.«. 

58.  Pour  trouver  la  formule  qui  lie  entre  eux  deux  ongles  et 
les  côtés  opposés,  nous  allons  employer  la  pyramide  directe  et  sup- 
poser ses  trois  faces  rabattues  sur  le  plan  de  l’une  d'elles  KOK.' 
(fig.  14).  Mettons  en  évidence  tous  les  éléments  développés  dans 
ce  plan.  Considérons  un  point  de  l'aréte  dans  l’espace,  dont  la 
projection  sera  M.  La  distance  de  ce  point  que  nous  supposons 
l'un  des  sommets  du  triangle,  au  centre  O de  la  sphère,  sera  R ou 
l’unité.  Par  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  sommet  et  aboutis- 
sant en  M,  imaginons  deux  plans  respectivement  perpendiculaires 
aux  arêtes  OK  et  0K\  Les  traces  MKG,  MK'G'  seront  en  môme 
•emps  les  rabattements  des  intersections  des  faces  de  la  pyramide 
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par  ces  plans  ; si  actuellement  nous  opérons  un  nouveau  rabatte- 
ment, celui  des  deux  plans  autour  do  leurs  traces  MG  et  MG',  le 
sommet  opposé  à la  face  KOK  viendra  en  C et  en  C'  : les  droites 
CK,  C'K'  seront  égales  à GK,  G'K  et  les  angles  A et  B seront  la 
mesure  des  deux  angles  dièdres  ou  des  angles  correspondants  du 
triangle  : CM  sera  de  même  longueur  que  C'M,  puisque  tous  deux 
représentent  la  perpendiculaire  abaissée  d’abord  sur  la  face  KOK'. 

Dans  les  triangles  CMK,  C'MK',  on  a 

CM  «=*  CK  sin. A cl  C'M  = C'K'  «o.B. 

Mais 

CK  = GK  *=  GO  un. 6 «=  H sio.fc,  C'K'  — G'K'  t=  G'O  siü.o  = R sin  n 

donc  enfin  R sm.A  sio. fi  = Bsin.R  pin.n 

ou  simplement  sin.A*in.i  = siü.Bjin.o  (I) 

ce  qui  nous  apprend  que,  dans  un  triangle  sphérique,  les  sinus  des 
angles  sont  proportionnels  aux  sinus  des  côtés  opposés.  Celte  re- 
lation analogue  k celle  qui  existe  dans  un  triangle  rectiligne,  est 
toute  préparée  pour  l’emploi  des  logarithmes. 

59.  Pour  trouver  la  relation  entre  trois  côtés  et  un  angle, 
nous  nous  servirons  de  la  môme  figure,  en  y ajoutant  les  deux 
droites  ML,  KT  parallèles  k OK,  MK'.  Nous  allons,  pour  simpli- 
fier et  comme  nous  ferons  à l’avenir,  supposer  queOGetOG' 
rayons  do  la  sphère  sur  laquelle  est  tracé  le  triangle,  sont  égaux 
k l’unité.  Nous  avons,  dans  la  démonstration  précédente,  négligé 
cette  convention  pour  faire  voir  que  la  formule  a lieu,  quel  que 
soit  le  rayon.  Dans  ce  cas,  OK  = cos.a. 

Décomposant  cette  ligne  en  ses  deux  parties  OT  et  TK',  nous 
trouverons  dans  le  triangle  OTK  rectangle  en  T,  que  OT  = OK 
cos.c,  mais  OK  = cos.6,  donc  OT  = cos. 6 cos  c.  Ensuite,  puis- 
que TK  = LM  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles,  nous 
pouvons  écrire,  en  remarquant  encore  que  les  angles  MKLKOT, 
sont  égaux,  comme  compris  entre  des  lignes  respectivement  per- 
pendiculaires 

TK  =KM  sin.r,-'  mais  KM  = KC  cûs.A  = GK  cos.  A = sin. S cos.  A 
donc  TK'  =.sio.6  sin.c  tos.A 

et  enfin  ros  a=.cos.icos.e4-sin  tsm.ecos.A (2) 

CO.  3"  Celte  formule  donnera  de  suite  la  relation  entre  trois 
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angles  et  en  côté  au  moyen  de  la  pyramide  supplémentaire  : cor 
en  substituant  b A,  a,  6,  c leurs  valeurs,  il  viendra 

cos.  (200  — A')=cos.  (200  — B')  cos.  (200  — C')+  sin. 

( 200  — B')  sin . (200  — C1)  cos.  (200  — o') 

Les  cosinus  des  angles  supplémentaires  sont  égaux  et  de  signes 
contraires,  tandis  que  les  sinus,  égaux  aussi,  sont  de  même  signe  : 
donc  en  supprimant  les  accents, 

— cos.  A = cos.Bcos.C  — sin. B sin.C  cos  o..  ...  (3) 

61.  4°  11  reste  b résoudre  le  4*  cas , dans  lequel  il  faut  combiner 
deux  angles  et  deux  côtés,  l’un  opposé,  l'autre  adjacent:  A,B,i,c, 
par  exemple. 

" C’est  encore  au  moyen  de  la  figure  14  que  nous  allons  trouver 
la  formule.  . 

Pour  cela,  considérons  le  triangle  OKT,  dans  lequel 

KT*=OK  sin.c  ou  KT«=eos.A  sin.e 

puisque  OG  représentant  le  rayon  de  la  sphère,  le  triangle  OKG 
fournit  bien  OK  = cos. b. 

Décomposons  actuellement  KT  en  ses  deux  parties  KL  et  LT, 
que  nous  allons  apprécier  en  fonction  des  quantités  qui  doivent 
être  mises  en  évidence  et  combinées  entre  elles  pour  résoudre  le 
problème. 

KL  = KM.  cos.e=  KC.  cos.  A cos.c==  sin. 6.  cos  .c.  cos  A 
LT  = MK'  * C'K'.  cos.B  <=»  sin.o.  cos.B 
donc  KT  ou  cos. 6 sin.e  = sin. 6.  cos.c.  cos.A-f-  sin. A.  cos.B 
ou,  en  divisant  le  tout  par  sin. b, 

, . . , sin.o  „ 

-eot.o  sin  e = cos.c.  cos. A H ; cos.B 

sin  b 

Ne  devant  laisser  en  évidence  que  6,  c,  A,  B,  il  faut  éliminer 
• , . sin. A 

sin. a au  moyen  de  sa  valeur  sin.o  ce  qui  donne  pour  rela- 
tion finale  entre  les  données 

col. S.  sin  c=  cos.c.  cos. A -J-  sin. A cos.B  . ....  (4) 

Cela  peut  encore  se  déduire  do  la  formule  (2)  ou  plutôt  do  eos.b= 
cos.a.  cos.c  -f-  sin. a.  sin.e  cos.B,  dans  laquelle  on  introduit  A et 
l’on  élimine  a ; substituons-v,  pour  cos  .a,  sa  valeur 

cos. A.  cos.c -f-  sin.&siu.c.  cos. A 
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et  pour  sin.a,  son  équivalent  sin. 6 il  viendra  successivement 

cos.fr  = cos.fr. cos.c  + sin.fr.  sin.c.  cos.c.  cos  A -f- sin.a.  sin.c.  cos  B 
cos.isin*c  = sia. A sin.c.  cos.c.  cos.  A + sin.a.  sin.c.  cos  B 
divisant  tout  par  sin.c, 

cos.fr.  sin. c = sin.i.  cos.c.  cos. A -f-  sin.a.  cos. II 
OU  cos.fr.  sin.c  >=  sin.fr  . cos.c.  cos. A -f  sin.fr.  stn.A  col  B 

et  CnDli  cot.fr  sin.e=  cos.e.  cos.A  + sin. A.  cot.B  . . . . . (4) 

Telles  sont  les  quatre  formules  générales  propres  à la  résolution 
des  triangles  sphériques.  La  première  seule  n’a  pas  à subir  de 
transformation  pour  être  résolue  par  logarithmes.  Les  autres  doi- 
vent, dans  la  pratique,  être  modifiées  ou  remplacées  par  de  nou- 
velles, suivant  les  circonstances  particulières  qui  se  présentent. 

6*2.  Modifions  les  formules  générales  pour  le  cas  où  le  triangle 
à résoudre  est  rectangle. 

Puisque  la  somme  des  trois  angles  d’un  triangle  sphérique  est 
comprise  entre  200*  et  600‘,  il  s'ensuit  qu’un  triangle  peut  avoir 
un,  deux  et  même  trois  angles  droits  ; mais  nous  n'aurons  à nous 
„ occuper  que  du  premier  cas.  En  effet,  s’il  est  bi-rectangle,  les 
côtés  opposés  aux  angles  droits  sont  égaux  entre  eux  et  au  quart 
de  la  circonférence  : sa  surface  est  la  moitié  de  celle  du  fuseau 
dont  l’angle  dièdre  est  mesuré  par  le  troisième  côté,  puisque 

S„r(A+  B+Q—  «T»  SC  modifie  en  S=r(A  + *«rr-f  i Itr)- *r«  = Ar 

Si,  parmi  les  éléments  connus  d’un  tel  triangle,  il  n'entre  pas 
l’angle  A ou  le  côté  a qui  en  est  la  mesure,  le  problème  est  indé- 
terminé, c’est-à-diro  qu’une  foule  de  solutions  satisferont  à la 
condition  des  deux  angles  droits  auxquels  sont  opposés  deux 
quarts  de  circonférence. 

Si  le  triangle  est  tri-rectangle,  les  trois  côtés  sont  égaux  au 
quart  de  la  circonférence.  Quant  h sa  surface,  elle  devient 

S=sr(ljtr-pl»r-f-Jnr)  — «•  r*  ou  S = J,r*; 

mais  4»  r'  exprime  la  surface  de  la  sphère  entière,  donc  celle  du 
triangle  en  est  le  huitième. 

En  supposant  A =100‘  on  a sin.  A = 1,  cos.  A = 0 , 
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la  première  formule  devient 

. _ . , sin.6 

SIO.OSin.B=5SID.O  ou  S10.O  = — - 

sm.B 


c’est-à-dire  que  le  sinus  de  l’hypothénuse  est  égal  au  rapport  de 
ceux  de  l’un  des  côtés  de  l’angle  droit  et  de  l’angle  opposé. 

La  deuxième  se  réduit  à cos.o  = cos.6cos.c. 

Elle  indique  que  le  cosinus  de  l’hypothénuse  égale  le  produit  de 
ceux  des  deux  autres  côtés. 

La  troisième  devient  cos. a =cotang.B  cotaog.C. 

La  quatrième  enfin  cotang.o  = cosin.Bcotang.c. 

Ces  quatre  formules  ne  sont  pas  les  seules  que  l’on  puisse  dé- 
duire des  quatre  ou  du  moins  des  troisième  et  quatrième.  Il  est 
indifférent  que,  dans  la  première,  ce  soit  A ou  B qui  vaille  100*, 
puisqu’elle  est  symétrique  par  rapport  à ces  deux  angles.  La  se- 
conde ne  renfermant  que  A,  n'éprouvera  aucune  modification 
dans  l'hypothèse  de  B ou  C droits. 

Supposons  actuellement  B=  100',  l’équation  (3)  deviendra 

cos. A =a  sin.C coa.o  et  1 équation  (k)  cotang.o  siu.  c=,cotang,  A. 

Pour  les  pouvoir  comprendre  dans  les  mômes  notations  que  les 
précédentes  où  a représente  l’hypolhèuuse  et  A l'angle  droit, 
changeons  dans  les  deux  dernières  A en  B,  a en  b,  et  écrivons 

cos. B *•  sin.C  cos. & et  cotang.6  sin.c  = cotang.B.' 

Il  est  inutile  de  supposer  C=  100*,  puisque  la  troisième  équa- 
tion fondamentale  est  symétrique  par  rapport  à B et  C,  et  que  C 
neutre  pas  dans  la  quatrième. 

Rapprochant  ces  formules,  nous  avons  donc  pour  la  résolution 
des  triangles  rectangles  : 

i sin  <iXsin.B==sin  6 ç cotaog.a  = cos.B  X colang.r. 

? eos.o=cos.4  Xcos.e.  s cos.B  = sio.C  X cos.6. 

J cos.a=col.B  x cot.C  ® cotang.6  sin.c  = cotang. B. 

Nous  remarquons  que,  composées  de  facteurs  seulement,  elles 
sont  favorables  à l’emploi  des  logarithmes.  C’est  par  ce  motif  que 
nous  nous  en  servirons  bientôt  pour  trouver  de  nouvelles  formules 
relatives  à la  résolution  des  triangles  obliquangles. 
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CHAPITHE  III. 


RECUERCUB  DES  FORMULES  PROPRES  A LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES 
A L’AIDE  DES  LOGARITnMES. 

63.  Les  formules  générales  réduisent  à quatre  cas  distincts  les 
quinze  combinaisons  que  produisent  quatre  à quatre  les  six  élé- 
ments d’un  triangle.  La  question  n'est  plus  aussi  restreinte,  lors- 
qu’il s'agit  do  la  résolution  réelle  et  pratique  : quand  on  veut 
faire  usage  des  logarithmes  qui,  comme  on  le  sait,  abrègent  et 
facilitent  beaucoup  les  calculs, 

1°  La  formule  (1)  résout  indistinctement  le  problème,  quelle 
que  soit  l'inconnue  a,  b,  A ou  B. 

2°  Le  second  cas  (a,b,c  et  A)  donne  naissanco  b quatre  pro- 
blèmes : l'angle  en  fonction  des  trois  côtés  ; le  côté  opposé  à 
l'angle  en  fonction  de  cet  angle  et  des  deux  autres  côtés  ; enfin 
l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  côtés  en  fonction  des  trois  autres 
quantités. 

Résolvons  le  premier  et  pour  cela  reprenons  la  formule  (2)  de 
laquelle  nous  tirons 

cos.a  — cos.A  Xcos.c 

cos.A  = . — r . (7) 

sis. A X sin.c 

11  s’agit  de  réduire  le  numérateur  du  second  membre  à n’étre 
composé  que  do  facteurs.  L’artifice  de  calcul  que  l’on  emploie 
consiste  h ajouter  l'unité  aux  deux  membres  de  l'équation,  ce  qui 
donne,  en  réduisant  au  même  dénominateur 


I cos. A 


sin.A  sin.c-)-  cos.a  — cos.  6 cos.  c 
sin.A  sin  e 


cos.  n — cos.  (A  -|-  c) 
sin.A  sin.c 


la  trigonométrie  rectiligne  nous  a donné 

\ -)~  cos.A  «=  îcos.s  J A et  cos.ç — cos.p  = 2sin.l  (/» -J- 9) sin.}  (p  — q) 
donc  en  comparant  gàactpàô-fc 

sin.l  (a  -f  A -|-  c)  sin  J (A  -f  c — a) 

COS.  *1  A = ; — , — : — - — — 

. SHl.fr  sin.c 


Cette  formulo  résout  le  problème.  On  trouve  de  même  en  retran- 
chant de  l’unité  les  deux  membres  de  (7) 


1 — cos.A  = î sin.»  J A 


cos.  (A  — c)  — cos.a 
sin.A  sin  c 


î sin.$  (a  + A — c)  sin. J (»-f  c-l) 
sin.A  x sin  c 
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En  divisant  sin.*i  A par  cos.‘  ’ A et  extrayant  la  racine  carrée, 
on  trouve 


tSDg.  j A 


\/ Sln-Ka 

’ sin.J(o 


-f -4  — e)sin.f(a-f  c — 4) 


-|-4-J-c)sin  l(4-|-e— u) 


Il  semblerait  qu'il  y a surabondance  dans  la  recherche  de  trois 
formules  qui  amènent  à un  même  résultat,  la  détermination  de  A, 
si  l’on  ne  remarquait  qu'il  faut  passer  par  les  deux  premières 
pour  arriver  h la  troisième,  et  que  celle-ci  est  préférable  aux 
autres,  parce  qu’elle  convient,  quelle  que  soit  l'amplitude 
de  l'angle.  Si  l'on  se  reporte  à la  marche  quo  suivent  les  sinus  et 
cosinus  des  arcs,  on  observe  que  ces  derniers' étant  très  petits,  les 
sinus  varient  rapidement,  tandis  que  les  cosinus  successifs  sont 
sensiblement  les  mêmes  : c'est  le  contraire  pour  les  arcs  voisins 
de  100*.  Dans  le  premier  cas,  on  ne  saurait  employer  les  cosinus 
dont  la  différence  n'est  sensible  à la  septième  décimale  du  loga- 
rithme que  pour  une  variation  assez  notable  de  l’arc.  Dans  le  se- 
cond cas,  c'est  l'emploi  du  sinus  qu’il  faut  rejeter,  tandis  que  les 
tangentes  croissant  de  plus  en  plus  rapidement  de  0 à 100*  con- 
viennent toujours. 

On  pourrait  encore  alléguer,  comme  motif  de  la  préférence  ac- 
cordée h la  formule  qui  détermine  ùn  angle  par  sa  tangente,  que 
les  logarithmes  des  quatre  sinus  qui  entrent  sous  le  radical  servi- 
ront également,  si  l'on  veut,  h trouver  chacun  des  trois  angles  du 
triangle,  en  permutant  ensemble  trois  d’entre  eux,  c’est-à-dire 
en  les  faisant  passer  alternativement  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur. 

64.  Malgré  la  préférence  que  nous  accordons  à la  formule  qui 
détermine  un  angle  par  sa  tangente,  il  nous  parait  convenable, 
pour  compléter  le  sujet  qui  nous  occupe  en  ce  moment,  d’indi- 
quer la  formule  qui  donnerait  l'angle  A lui-même  par  son  sinus, 

Pour  y arriver,  nous  trouvons  successivement 

— ».  , — ».  . /cos. « — cos. 6 X cos  c\* 

SU). A «=  1 — cos  A = I — ; = 

V sin.4  X sio.e  ) 

coin  — cos  .b  y cos  c\  / ^ cos.a  — cos. 4 X c.n».c\ 

* sm. 4 Xliu.c  J \ $i».4Xsin.c  J 

8 
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(sin.Axsin.c-j-cos.Ax cos  f — cos. a)  (sin.AXsin.c— cos.Axcos  f+c0so 
sin  t X sin*c 


[cos. (A  — e)  — cos. a) (cos  a — cos.(A-f-c)] 

Bin.Axsin.c 

4 sin.  ) (o  -f  A — c)  sin  J (a  -f-  c — A)  sin.  i (A  + e - a)  sin.  $ (o+  A 4-c} 

_ * 3 

sin. b X sm.c 


et  enfin 


sin.  A 


i 

sin. A X sin.e 


X 


\Zs;n.)  (a  q-  A — c)  sin.)  (o-f-c  — A)  sin.  J (A  -f-  e — a)  sin  .J  (a  -|-  A -f-e) 


Celte  formule  aurait  pu  également  se  trouver  en  fonction  des 
valeurs  de  sin.  JA  et  cosin.  J A , et  d’après  ce  que  l’on  sait  que 

sin. A = î sin.J  A cosin.)  A 


Si  l'on  divisait  de  part  et  d’autre  par  sin.  a,  le  second  membre 
devenant  symétrique  par  rapport  à a,b,c , il  en  résulterait  que  le 
rapport  entre  les  sinus  d'un  angle  et  du  côté  opposé  étant  constant, 

sin.  A sin. B sin.C  . ...  , ,,  ... 

on  aurait  —;  = ^ ce  qui  a été  précédemment  dé- 

montré. 


65.  Passons  à la  détermination  de  a en  fonction  de  b,  cet  A, 
et  pour  cela,  imaginons  par  le  sommet  B [fig.  15)  un  arc  BD  per- 
pendiculaire au  côté  b : désignons-le  par  x et  par  y la  partie  AD 
de  b.  Le  triangle  proposé  se  trouve  ainsi  partagé  en  deux  autres 
rectangles  qui  vont  nous  permettre  l'emploi  des  formules  qui  leur 
sont  relatives.  La  formule  2 nous  donne  ici 

cos  n=  cos  * cos.  (A  — y)  et  cos.e  = cos.ar  X cos.y 

tirant  la  valeur  de  cos.  x de  la  seconde  pour  la  substituer  dans  la 
première,  celle-ci  se  change  en 


COS.O 


cos.c 


cos.  (A  — y) 
cos.  y 


Pour  déterminer  y,  nous  avons,  en  vertu  de  la  formule  4 
cotang.e  = coUng  y cos.A  ou  long  y lang.c  cosin.A 

c et  A faisant  partie  des  données  du  problème,  y se  trouve  déter- 
miné par  sa  tangente,  et  peut  être  introduit  dans  l'autre  équation, 
qui  donne  ainsi  a en  fonction  de  b,  c et  A. 
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L’ensemble  de  ces  deux  équations  fournira  de  mémo  b en  fonc- 
tion de  a,c,  A-,  puisque  la  seconde  donnant  toujours  y,  la  première 
peut  s’écrire  sous  la  forme  • 


C09.(fc  — y) 


cos. a cos. y 
cos.c 


Enfin,  on  pourra  encore  les  employer  pour  obtenir  c,  en  per- 
mutant b et  c : ce  qui  revient  à supposer  que  la  perpendiculaire 
a été  abaissée  du  sommet  C au  lieu  de  B. 


66.  Vient  ensuite  la  combinaison  de  a,  b,  A et  C qui  donne 
aussi  naissance  à quatro  problèmes  différents 


A en  fonction  de  a,6,C  6. <?,A,C 

C. a, b, A a.' 6,A,C 


La  formule  6 des  triangles  rectangles  donne  dans  BDA  (fig.  15) 

cotang.A  = cotang.at  sin.y  etdansBDC,  cotaug.C  = cotang.x  sin.  (h—  y) 

La  valeur  de  cotang.a:  tirée  de  cette  dernière  et  introduite 
dans  la  précédente  la  ramène  à 

„ sin.y 

cotang.A  = cotaog.C  — — : 

sin.(6— y) 

Nous  avons  d'ailleurs  dans  BDC,  en  vertu  de  l’équation  4 

cotang.o  = cos.C  cotang.  (6  — y). 

De  celle-ci  on  tire  b — y et  conséquemment  y,  on  a donc  ainsi  A. 

Ces  deux  équations  servent  également  à trouver  A,  connaissant 
a,A,C , car  do  la  seconde  on  tire  b — y en  fonction  de  quantités 
connues  : on  substitue  cette  valeur  dans  la  première  et  l'on 
trouve  b,  puisque  l'on  a y et  b — y. 

Pour  les  troisième  et  quatrième  combinaisons,  abaissons  de 
l'angle  C la  perpendiculaire  CD7  ou  x'  sur  le  côté  c,  et  désignons 
par  y1  l’angle  BCD'.  Nous  aurons,  en  vertu  de  4,  dans  BCD', 

cotang.o  ~ cotang.x*  cos. y'  et  dans  ACD'  rotang. 6 =»  cotang. x*  cos. (c  -f  y1) 

j,  , ; , eosy' 

d OU  cotang.o  = colang. fc  — - 

cos.(C-j-y’) 

Le  triangle  ACD'  fournit  encore  en  vertu  de  3, 
cos.6  = cotang.A  cotang.  (C  -f-  y1) 

Si  c’est  a que  l’on  cherche,  on  tire  de  cette  formule  C ■+■  y'  et 
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puisque  C est  une  des  données  du  problème,  on  connaît  y1,  puis 
on  substitue  y'  et  C -j-  y'  dans  la  première  formule. ‘Si  enfin  C est 
l'inconnue,  la  seconde  donne  C 4-y'«lU0  l'on  introduit  dans  la 
première.  Celle-ci  résolue  par  rapport  à y'  permet  d'en  retran- 
cher la  valeur  de  C-f-y'  et  donne  C. 

67.  Il  ne  nous  reste  enfin,  pour  avoir  passé  tout  en  revue,  qu  à 
nous  occuper  des  quatre  combinaisons  d’un  côté  a et  des  trois  an- 
gles A,  B,  C.  Nous  allons,  pour  cela,  reprendre  les  formules  qui 
lient  entre  eux  trois  côtés  et  un  angle, et  les  transformer  au  moyen 
de  la  pyramide  supplémentaire.  Ces  formules  qui  lui  6ont  appli- 
cables, aussi  bien  qu’à  la  pyramide  directe,  sont  dans  ce  cas  = 


, cos. (A1  — »)  . , 

cos.o' =cos.c' — ■ , col.c'  tang.y=cos..v) 

cos. y 

, %/ sin-H a'4-A'  — c'isin  \[n'  + c'  — Af) 

**  ' sin.Ka’+A’-f-cqsin  KA'-f-e* — »') 

Nous  savons  que 

A'  = iOO  — a ; o*  = 200  — A ; A'  = Î00  — B ; c'  = 200  — C, 


il  s’ensuit  que 

long.}  A'-=  tang. 1(400  — o)  = tang.  (100—  *=  c,,tau8  1 0 

sin.J  [a'  -f-A*  — c*)  = sin.J  [Î00 — (A  -pB  — C)]  = 
sin.  ^tOO  — — — j— — j =*■  cosin.J  (A-fB-C) 

de  même  sid.} — A'^cosKA-f-C — B) 

sin.i(A'-)-c'  — a')=cos.J(B-|-C  — A) 

et  sm.l;o'  + A»+e')=sin.  ^300- A ) = -f  cos.  { (A-h  D + C) 

Ici  nous  devons  faire  une  observation  relative  au  signe  + que 
nous  plaçons  devant  cos.  \ (A  -f  B -f  Cj.  Les  sinus  des  angles  qui 
dépassent  200"  sont  négatifs  ; mais  A-t-B+C> 200  d’où  il  ré- 
sulte que  300  — î (A  + B + C)  < 200*  et  qu’ainsi  le  sinus  doit 
être  positif. 

Effectuons  actuellement  les  substitutions,  et  il  viendra 


rotang  | a 


■ / CO...} (A -f- B — C)cos  l(A-f  C — B) 
* côs7jlA  + B-l-C)cos  KB  + C-A) 
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Quant  aux  deux  autres  formules , elles  deviennent 

cos.  (200  — B — y) 


61 


et 


cos.  (200  - A)  = eos.  (200  — C) 

cos.y 

col.  (200  — C)  = col. y cos.  (200  — o) 


,,  , . cos.  (B  4-  y) 

d ou  — cos.A  = cos. Ç - cl  col. C = col.y  cos.a 

cos.y 


68.  Il  existe  encore  quatre  formules  remarquables  par  leur 
élégance  et  leur  symétrie,  qui  sont  aussi  employées  dans  certaines 
circonstances  que  nous  allons  énoncer.  Ce  sont  les  analogies  de 
Neper.  Elles  servent  : 1°  dans  les  cas  où  connaissant  deux  côtés 
a b et  l'angle  compris  C,  on  veut  déterminer  A et  B ; 2°  lorsque 
l’on  connait  A,B.c  et  que  l’on  cherche  a et  6. 

Dans  le  premier  cas,  pour  trouver  les  trois  éléments  inconnus 
du  triangle,  on  chercherait  d’abord  A au  moyen  de  deux  formules 
de  la  première  combinaison  de  la  troisième  série  : puis,  au  moyen 
de  A,  a, b,  on  trouverait  B -,  et  enfin  c en  fonction  de  C,A,a  par  la 
proportion  des  quatre  sinus.  Les  formules  dont  nous  allons  nous 
occuper  déterminent  à la  fois  A et  B par  leur  demi-somme  et  leur 
demi-différence.  Reprenons 

(2)  cos.a  = cos.S  X cos.c-f-  sin. A X sin.c  X cos.A 

et  ses  homologues 

cos.A=cos.a  Xcos.c-f-sin,a  Xsin  eXcos.B 
cos  c— cos.a  x cos.A-f-sin.n  X sin.A  X coo.C 

On  trouve  successivement,  en  substituant  dans  la  première  la 
valeur  de  cos.  c fournie  par  la  troisième  et  effectuant  les  réduc- 
tions 

8 

cos.a  = cos.a  X cos.A  -f  sin  a X cos.A  X sin.A  cos.C  -f- sin. A sin.c  cos.A 
cos.a  (1  — cos.  A)= cos.a  sio.*6  =sin.a  cos.A  sin.A  cos. C + sin.A  sin.c  cos.A 


(a).  . . . cos.A  sin  e = cos.asin.A  — sin. a cos.A  cos.C 

En  combinant  la  seconde  cl  la  troisième,  on  trouve  de  même 
(3).  . . . cos. B sin.c  = cos.A  sin. a — cos.A  sin. a cos.C 

et  en  ajoutant 

(*)  ^ (fi)  sin.c  (eos  A -f- cos. B)  =» cos.a  sin.A-f- sin.a  cos  A — 
cos.C  (cos.a  sin. A -f- cos.Asin.a) 
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co  qui  revient  h 

(Y).  ■ • - sin.c  (cos.A +cos.B!=(t  — cos.C)sin.  (a  + 4) 

sin.c  sin. A = sin.a  sin.C.  et  sin.c  sin.B  — sin. 4 siu.C 
on  lire  en  les  ajoutant  et  les  retranchant 


sin.e(sin.A+sin.B)=sin.C(sin.a+sin.4). 
sin.e(sin.A— sin.B)  = sin.C(sin.a  — sin.c) . 


(» 

M 


Divisons  (<f)  par  (Y),  puis  («)  par  (Y),  et  nous  aurons 

sin.A  + sin.B  _ sin.C  (sin.a  + sin.4) 
cos. A -f  cos. B (1—  cos.C)(sin.(a+4) 

sin.A  — sin.B  sin.C  (sin  a — sin.4) 


cos.A+cos.B  (|  — cos.C)  sio.  (a  -|-  4) 

Les  formules  (16)  et  (18)  do  la  trigonométrie  rectiligne  trans- 
forment les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  en 
tang.;(A-t-B)  et  tang.£(A — B).  D'autre  part,  nous  pouvons,  pour 
simplifier  les  seconds  membres,  remarquer  que 

sin.C  = 2 sin.)  C cos.J  C cl  t — cos.C  = 2 sin.*)  C, 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  en  mémo  temps,  les  somme  «ou 
différence  de  sinus  de  a et  b qui  entrent  aux  numérateurs 

t.nC  ip-|  P)_“5ln  ICcos.j  Cx  2 sin.)  (a  + 4)  cos.j‘(q  — 4) 

2 sin.^C  X sio.  (a -f- 4) 

tang  K»  pj j C co» )C  X 2 sin.)  (a  - 4)  cos.j  (a  + 4) 

2 sin*)  C X sin.  (a  -f  4) 

Mais  sin.  [a+b)  peut  aussi  être  remplacé  par 

2 sin.)  (a+4)  cos  J (a  + 4) 

donc,  en  faisant  cette  substitution  et  toutes  les  réductions 

cos.)  (a  — 4) 


long.)  (A+B)  =cot.)  C 
long.)  (A  — B)  cot  ) C 


cos.)  (a + 4) 

sin.)  (a  — 6) 
sin.)  (a  + 4) 


L emploi  de  la  pyramide  supplémentaire  donne  les  deux  autres 
formules  analogues 
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tang.J(A+B)=laDg.;  [400-  (a»+60]=ling.[200-}  (a'+4')]  — - lang^a'-f  4') 
colaug.»  C = col.} (200  — e')  = col.  (400  - }c')  = tang.J c' 
cos.J  (o  — 4)  = eos.J  (B'  — A')  = cos.}  [—(A'  — B')]  = cos.}  (A'  — B')  * 
cos.}  (o  + 4)  = eos.  [200  - } (A'-j-B')]  <=  - cos.}  (A'+  B') 

Substituant  dans  la  formule  tang.i(A-4-B)  = etc.,  et  supprimant 
les  accents 

(ang.}(a  -(-  6)  tang  } e fos-è(A  B) 


On  trouverait  de  même 


cos.J  (.A  — (-  B) 


lang.}  (o  — 4)=  ung.}e^|-^-  ^ 
sin.}(A  + B) 

Telles  sont  les  quatre  formules  connues  sous  le  nom  d’analo- 
gies de  Neper. 

69.  TABLEAU  DES  FORMULES  PROPRES  A LA  RÉSOLUTION  UES 
TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 


A.  B.  a.  b 
a.  fc  c A 
AB.C.a 
A.  B.  a c 


Formula  générales. 

(<) s in. A sin.4  = sin.B  sin.o. 

C09-a  “* C05  * X cosx  -(-  sin.4  X sm.eX cos. A. 

(3).  . - cos.A=cos.BX  cos.C- sin.B  X sin.C Xcos.a. 

(*) cot.a  sin.c  = cos.e  X cos.B -f- sin.B  XcoLA. 

Formules  relatives  aux  triangles  rectangles. 

• sio.d  X siii.B=sin.4 
3 cos.a=cos.4X  cos.e 
3 eos.o=col.BXcot.C 


f cot.a  = cos.B  X cot.c 
s cos.B  = sin.C  X cos. 4 
£ cot.4  x sin.c  = col. B 


o,  4,  A.  B 


a,  b,  e.  A I 


[ a.. 

4.A.B 

14.. 

.o.  A B 

JA.. 

..«.4. B 

[b  . 

..  o.  4. A 

' a. . 

• fc.c.  A 

14.. 

■ a.e.  A 

c.  . 

■ a 4.  A 

A.. 

. a b.  e 

sphériques. 


sin.A  x sin  4 = sin.B  sin  a 


cos.ÿ 


colang  c = cotang.y  cos.A 


sin.}(fl-f  4-(-c)sin  }(4-fc  — n) 
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a,  b , A,  C 


a,  A,  B.  C 


A cl  B ...a.6.C 


a cl  b.,..  c.A.B.  < 


TRIGONOMÉTRIE  SPIIÉRIQUB. 

IA....a  t.C)  in  (4  , 

, . } laug.A  = Ung.C  — : tang.  (4  — y)  = tang  «XwL 

b. ...a,  A.L  I sm.y 

{ cos.  (C+«f) 

a ...  b.  A.C  J tang  A =tang.B  X — 

J cos. y' 

C....0.6.A  j tang.  (C  -fy’)  = tang. A cos.6. 

A....O.B.C  cos.  (B  -f-  y) 

i — cos.  A = cos.  I. 

cos. y 

colaug.C  = colang.y  cos.a 

.B.C  cotang.io»  l/cos-itA  + B-Ocs-UA+C-B) 
r cos.i(A  + B-t-C)cos.}(B+C-A) 

Analogies  de  Neper.  . 

_ COS.^fû — à) 

tang  l(A  + B)=coiang.}C  ______ 

,ang.}(A-B)=cotang.iC^j^|  . 

[ta„gl(-  + t)=un*.ie^ii^i) 


cos.}(A-}-B) 

) , ..  . sin.l(A  — B) 

fung.î.o-A^Uog.lc^-j^ 


CHAPITRE  IV. 

DÉMONSTRATIONS  DE  DEUX  FORMULES  NÉCESSAIRES  A L INTELLIGENCE 
DU  COURS  DE  GÉODÉSIE. 

70.  Binôme  de  Newton.  — Los  quantités  binômes  sont  les  plus 
simples  après  les  monômes  : cependant,  si  l'on  voulait  former  leurs 
diverses  puissances  par  des  multiplications  successives,  on  ne 
parviendrait  qu'à  des  résultats  particuliers  pour  chaque  puis- 
sance, et  l’on  no  saisirait  pas  facilement  la  loi  des  coefficients 
numériques  do  ces  résultats.  En  réfléchissant  aux  procédés  de  la 
multiplication,  on  reconnaîtra  que  les  coefficients  numériques 
naissent  des  réductions  qu’entraîne  l'égalité  des  facteurs,  et  qu’en 
empêchant  ces  réductions  d'avoir  lieu,  on  rendra  la  composition 
des  produits  plus  évidente. 

Pour  obtenir  co  résultat,  il  suffit  de  donner  d'abord  a tous  les 
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binômes,  des  seconds  termes  différents  : Prenons  x-4-a,  #-t -b, 
x+c,  x-h  d,  etc.,  et  opérons  les  multiplications  successives. 

* X-f-a 

x-j -b 

x*4°  x 4" 

+ * 


x*-f-a 

4 b 
. +C 
x-f -d 


iT*-f -ab  x-\-abc 

4 ne 
4-  le 


-f  6 
+ * 
+'t 


a,  4* 


x*4  a 
+ b 
4-  c 

4-  *t 


x*4a&| 
4 ae  I 
-f  bc 
4”  fl» 
4-M 
4”  frf 

x44"®^ 

4<*r 

4-  bc 
4-a<i 
4-M 
4“  cd 

f ae 

4 bc 
4-  ce 
4~  de 


x«4  abc 

4 abd 

4-  acd 
4*  bcd 


x 4-  a bcd 


xz-\-abc 
-f-  abd 
4 -acd 
4*  bcd 
. . 4 ahe 
4 bce 

- ts! 

4 bde 
4 cdc 


x*4  obed  ix  4 nbcde 
4 a bce 

4 «Me*  J 

4 acde 

4 bcde 


En  s'arrêtant  ici,  on  peut'  déjà  remarquer  que 

1°  Le  nombre  des  termes  du  produit  est  plus  grand  d’une  unité 
que  celui  des  facteurs; 

2°  L’exposant  de#  va  en  diminuant  successivement  d’une  unité 
depuis  le  nombre  des  facteurs  jusqu’à  zéro  ; 

3°  Les  coefficients  de  x dans  chaque  terme  suivent  une  marcho 
inverse,  c’est-à-dire  que  les  produits,  qui  les  composent,  augmen- 
tent depuis  la  puissance  zéro  dans  le  premier  terme,  de  manièro 
que  tous  sont  de  môme  puissance  ; 

4°  Les  coefficients  des  termes  également  distants  des  extrêmes, 
sont  composés  d’un  môme  nombre  de  termes  ; 

5°  Enfin,  le  coefficient  du  premier  terme  est  l’unité  : celui  du 
second,  la  somme  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes  ; celui 
du  troisième,  la  somme  de  leurs  différents  produits,  deux  à deux; 
celui  du  quatrième,  la  somme  de  leurs  produits  trois  à trois,  etc., 
et  enfin  le  dernier  terme  du  développement  est  le  produit  de  tous. 

La  forme  de  ce  développement  obtenu  ici  pat  voie  de  multi- 
plication jusqu'à  la  cinquième  puissance  de  x est  là  mémo  pour  un 
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degré  quelconque  ; on  pourrait  le  déduire  par  analogie  de  ce  qui 
précède,  mais  il  est  très-simple  de  démontrer  qu'ayant  lieu  pour 
un  nombre  m de  facteurs,  il  est  vrai  encore  pour  m 4-  /.  » 

Pour  abréger,  écrivons  le  développement  sous  la  forme 

m m — t m— 2 m — 3 

x -|-  Ax  -f-  Rr  -f  O -f- “I"  -f“  Y 


et  multiplions-le  par  x + 1,  nous  aurons 


* 4- A 

4-  l 


ilx  4-  B x 

+ CI. 

■1  +A/ 

4-B'l 

R-I 


.+  Xlx*  4-  ïlx  4-  Y/. 
+ VJ|  -4-x/l 


1“  Si  A est  la  somme  de  m lettres,  A-f-i  représente  évidem- 
ment celle  de  m + /,  et  par  conséquent  la  forme  assignée  au  coef- 
ficient du  second  terme  est  vérifiée.  * 

2°  Si  B indique  la  somrqe  des  produits  deux  b deux  de  m se- 
conds termes  a, b, c,  etc.,  B-+-fA  exprime  aussi  celle  des  pro- 
duits deux  h deux  des  m-f  1 termes. 

3“  Il  en  est  do  môme  pour  tous  les  autres  coefficients  des  di- 
verses puissances  de"  x,  et  enfin  IY  est  le  produit  de  'tous  les  se- 
conds termes  de  »»  4-  / facteurs. 

En  généralisant,  on  peut  dire  que  le  coefficient  N d’un  terme 
dont  le  rang  est  n -J-  /,  est  le  produit  des  seconds  termes  n à n. 
Pour  passer  actuellement  au  développement  de  la  puissance  d'un 
binôme,  il  suffit  de  faire  a=b=zc  =d=  etc.,  et  les  résultats 
obtenus  plus  haut  par  la  multiplication  de  2, 3, 4,  5 binômes  entre 
eux,  se  transformeront  en  puissances  2e,  3*,  etc.,  de  x -f-  a et 
seront 

(x  -f  n)’  = x*  -f-  îax  4-  «* 

(x  -f-  «i*  = x»  4-  3ax*  4-  3n*x  -} -a* 

(x  -f-  «)*  — x*  4“  Aux*  4”  Gfl*x*  4-  4asx  -f-  0 1 
(x  4-  “)5  =x5  4*  ’oax*  -)-  IOfl*xJ  4-  10o5x*  + 5a‘x-{-fl5. 

71.  Les  coefficients  numériques  représentent  le  nombre  de  pro- 
duits différents  deux  à deux,  trois  à trois,  etc.,  que  l’on  peut  faire 
avec  un  nombre  do  lettres  marqué  par  la  puissance  du  binôme, 
avec  m lettres,  si  l'exposant  de  la  puissance  est  ni.  Pour  trouver 
ces  coefficients,  indépendamment  des  multiplications  partielles 
que  nous  avons  effectuées,  prenons  une  des  m lettres  pour  la  placer 
a côté  des  m — / autres  ; elle  aura  fourni  m — / produits  de  deux 
lettres  : on  peut  en  faire  autant  pour  chacune,  et  l'on  aura  ainsi 
m (m — /)  produits  ou  plutôt  arrangements  de  deux  lettres.  Pour 
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avoir  le  nombre  des  arrangements  trois  à trois,  on  prend  un  de 
ceux  de  deux  lejytres,  puis  on  le  porte  à côté  des  m — 2 restantes  ; 
le  nombre  des  arrangements  trois  à trois  est  donc  m (m — 1 ) (m — 2). 
Pour  savoir  combien  m lettres  en  peuvent  fournir  p à p,  on  prend 
chacun  des  arrangements  p — 1 à p— 1,  et  on  l'écrit  à côté  do 
chacune  des  (m — p-f-  1)  autres  lettres.  D'après  ce  que  nous  ve- 
nous  de  voir,  lo  nombre  des  arrangements  p — i à p — 1 est  ex- 
primé par  m(m — 1)  (m — 2).  . . . (ro— p-+-2).  Donc  celui  des 
arrangements  p à p est 

m‘(m  — 1)  m — 2) (m  — p -f-  2)  (m  — p + J) 

Mais  il  s’agissait  d’avoir  le  nombre  des  produits  différents  ; il 
faut  donc  diviser  par  le  nombre  d’arrangements  que  l’on  peut  faire 
aveep  lettres  combinées  toutes  ensemble,  car  lo  produit  est  tou- 
jours le  même,  quel  que  soit  l’ordre  des  facteurs. 

Pour  le  trouver,  il  suffit  de  faire  p=m  dans  l’expression  géné- 
rale trouvée  plus  haut,  ce  qui  donne 

P (p  — O (p  — 2J.  . . • (p  — p + 2)  (p  — p + •) 


ou,  ce  qui  revient  au  môme 

1 X 2 X 3 (p-î(p-i)p. 

Le  nombre  des  produits  différents  que  l'on  peut  obtei^ir  avec  m 
lettres  est  donc 

m (m  — J)  (m  — 2) (m  — p -)-  2)  (m  — p -f- 1 ) 

(P  — 2)  (p  — l)p 

Rien  de  plus  facile  que  d’écrire  actuellement  le  développement 
d’une  puissance  m d'un  binôme,  en  donnant  successivement  h p 
différentes  valeurs  dans  le  coefficient  du  terme  général. 

Pour  avoir  le  coefficient  du  troisième  terme,  faisons  p = 2,  il 

vient  — Yi — 

Pour  le  quatrième  terme 

P=3  d’oïi 

r 1.2.3 


Donc 


m »*—l  m — I 

{x  + a)  =J-(-  m.a.x  -f-  m — - — 


,,-a  (m  — I ) (m — 2) 

+m  Ï3 


m-3 

+etc.  (i) 
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Pour  en  retenir  plus  facilement  la  forme,  il  est  bon  d’observer 
que  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  se  compose  du  coefficient 
du  terme  précédent  multiplié  par  l’exposant  de  x dans  ce  terme, 
et  divisé  par  le  chiffre  qui  indique  son  rang  dans  la  série.  Ainsi, 
en  se  rappelant  seulement  que  le  développement  (œ-t-oj’  com- 
mence par  xm,  tout  le  reste  s’en  déduit. 


72.  La  marche  que  nous  venons  de  suivre  fait  assez  voir  que  la 
démonstration  ne  se  rapporte  encore  qu'au  cas  où  l'exposant  est 
entier  et  positif.  Il  s’agit  actuellement  de  généraliser  et  de  démon- 
trer que  l’exposant  étant  fractionnaire  ou  négatif,  le  développe- 
ment affecte  toujours  la  mémo  forme.  En  divisant  par  xm  les 
deux  membres  do  la  formule  (1),  ello  devient 


— i n»  (» 

— + m- 


— t ) (m  — 2}  «5 


2.3 


-j-clc. 


et  en  représentant  - par  s 


•«* 


(t  + s)  =3  t + ms  -p  m — — -!  s«  -)-  m — — «3  -f-'elC.  . (2) 

2 z.<i 


Si  nous  vérifions  la  formule  (2)  pour  tous  les  cas,  (1)  le  sera 
aussi. 

Dans  la  série  qui  forme  le  second  membre  do  (2),  s no  change 
pas,  c'est  tn  que  nous  rendons  variable;  nous  pouvons  donc  dire 
qu’ello  est  fonction  de  m,  et  écrire 

„ , . * . m (m  — -4) 

f ( m ) = t + m:  -| **  + etc. 


Quand  m est  entier  et  positif,  nous  savons  déjà  de  quelle  forme  • 
est  cette  fonction  ; c’est  +5)™.  Observons’actuellement 

que  quels  que  soient  m et  n,  le  produit  de  f {m)  par  f[n)  sera  tou- 
jours f[tn-\-n).  Effectuant,  on  trouve  en  effet. 

m — J m 

(3) A"0  =»  t -f  mï  -f  m ï»  4. -f  s 

W ' /»  = t -f  «s  + n — -(-  s 


/■("J  f (*)*=»  ■ 4-  "<l  . »—  1 

**+•  . . . +! 

w — i 

-f-  n — — — 

mu 
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Le  coefficient  du  troisième  terme  peut  s'écrire  sous  la  forme 


m (m  — I ) imn  4-  n (n  — t ) 


i (m  -J-  n — I ) -(-  n (m  4*  " — I ) 


(m  4-  *0  (m  + n — ■ M 


Le  coefficient  du  4e  terme  en  z3  do  f (m  + «)  est 

(m  -f-  n)  [m  r»  — 4 ) (m  + n — 2) 


2.3 


Celui  du  4'  terme,  en  z3  aussi,  dans  le  produit  de  f(m)  par  f (n> 
est 


t)(m — 2)  ! mil  (m  — f) 

1 ~i  “ » 


; V 


n(n— <)—  « (n-.<)(n  — 2) 
2 + 2.3 


ou,  co  qui  revient  au  même, 

» . 

m (m  — t)  (m — 2)  , 3.m»  (m  + n — 2)  ( n(n — 1)(n-*-2) 
îâ  ■*  1 Ï3  . 

Si  l'on  fait  les  multiplications  et  réductions  convenables  dans  ces 
deux  quatrièmes  termes,  on  arrive  au  même  résultat 

-îK 


donc 


tt 

m3  + "*  +3  ("•-!*•)  —a  (m*  -f-  n*)  — Onro  + 2 (m  + ») 


(m+nH  <) 


Et  l’on  voit  que  le  second  membre  se  peut  déduire  do  (3)  en 
changeant  m en  in-\-n.  Donc  enfin  f (m)/‘(n)=/‘(m-f-n).  Si  l'on 
remplace  « par  n p , on  aura  de  même  f(m)f(n)f(j>)  = 
/■(»»  + n + p)  et  ainsi  de  suite.  Supposons  quo  l'on  répète  cetto 
opération  pour  un  nombre  a de  fonctions  semblables,  et  que  de 
plus  n»=n=p=ctc.,  on  aura  [f{m)  ]*  = /‘(ma). 

a est  essentiellement  entier  et  positif,  mais  m est  toujours  quel- 
conque : on  peut  faire  m ==  -,  il  viendra  alors  £ f 
(l+z)‘:  car  b est  entier  et  positif.  Extrayant  la  racine  a des  doux 
membres,  f M = (1  + s)ï. 

’ Nous  avons  d’aillours  posé  comme  point  de  départ 

b /b**  ' \ 

/■(m'  ou  / (^)  ^ 1 4^  - + «_V« ^jW-fete. 
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Donc  enfin  * 

‘ 4 V-6-0 

(I  + s)“  = I -f-  - : -f-  ° / **  + etc» 

0 2 

Supposons  maintenant  que  m soit  négatif  et  égal  à — n , on  aura 
/•(m-t-n)  = /■(«)/»  transformé  en  f(-n)  /•(»  — »)=/•  (O) 

or  de  la  formule 

f(m')  = \ +m'i+.  . . +iml,  on  tire /■(•<)  = i en  faisant  m'=  o. 
donc 

/■(—*)  /■(*)—»  * OU  n-n,  =7^.  = —_„=(!+  z) 

Il  n’est  peut-être  pas  inutile  de  signaler  ici  une  contradiction 
apparente,  dans  ce  que  nous  venons  do  dire  que  f[ 0)==1  : eu  effet, 
si  c’est  dans  la  formule  (3)  que  l’on  fait  m=  0,  tous  les  termes 
hors  le  premier  et  le  dernier  deviennent  nuis,  et  celui-ci  ne  con- 
tenant que  la  puissance  zéro  dune  quantité  userait  égal  à 1 unité, 
d’où  il  résulterait  que  /’(0)  = l-*-l  =2;  mais  pour  détruire  cette 
fausse  conséquence,  reprenons  la  formule  (2)  qui  suppose  que 
l’exposant  n’est  ni  fractionnaire  ni  négatif,  et  examinons  la 
composition  du  second  membre.  Il  contient  un  nombre  de  termes 
plus  grand  d’une  unité  que  l’exposant,  et  le  dernier  termo  con- 
tient z à la  puissance  même  h laquelle  on  élève  le  binôme  : l’ex- 
posant est  zéro  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons 
donc  le  nombre  des  termes  se  réduit  au  premier.  Il  est  d’ailleurs 
égal  à l’unité,  ou  en  d’autres  termes  à z élevé  à la  puissance  zéro  : 
donc  enfin  le  développement  se  réduit  h l’unité  et  /’(O)  à li  • 

73.  Nous  aurons  souvent  bésoin  du  développement  en  séries 
du  sinus  et  du  cosinus  en  fonction  do  l’arc.  Pour  en  trouver  la 
forme,  il  est  nécessaire  de  faire  voir  d’abord  que 

(cos.A-f-V'  — I sin.A/n  = cos.»iA 1 sin.mA. 

* Pour  cela  effectuons  le  produit  de 

cos.A  -f-  V — t sin.A  ' ’ 

par  cos.B  -f-  i/  — i sin.B 

cos.A  cos. B -f- v — • (sin.A  cos. B + mn.B  cos.A)  — sin.A  s*. B ■= 
cos.  (A  -f  B)  + V -1  [sin.  (A  + B)) 
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Si  A=B , alors 

(cos. A4-  V —1  sin.A)*  =<ÿjs  JA  -j-  V —I  sin.SA 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  propriété  continue  à se  vérifier 
pour  les  autres  puissances.  En  effet,  faisons  2A=  P et  multiplions 

cos. P + V~sin.P  par  co»jjj|4-  1 sin.C. 

Il  viendra,  comme  plus  haut 

cos.  (P  4- C)  + v'^î  Sin.  (P  + C) 

puis  en  faisant  A = C et  rétablissant  2A  au  lieu  de  P 

« 

(cos.A  + V sin.A)3  = cos.3  A 4-  V— I sin.3  A.  * 

Démontré  pour  le  carré  et  le  cube,  on  peut,  en  généralisant, 
écrire 

(cos.A 4-  \/—\  sio.4ff=cos.mA  4-  V—  I sin.mA. 

Telle  est  la  formule  do  Moîvrc,  de  laquelle  nous  allons  déduire 
les  séries  que  nous  nous  sommes  proposé  de  trouver.  Si  nous  dé- 
veloppons la  puissance  m du  premier  membre  suivant  la  formule 
du  binôme  de  Newton,  il  s’ensuivra  que 

cos.m  A 4-  \/  — 1 sm.in  A = cos.  A4»  V — 4 sin.A cos"-'a  — 


m !m  — 1)  -—2 

r sin.  * A cos.  A ■ 


(m  — I)  (m  — 2)  , i-3 

— 1 — ^ ,j -V — I sin.5A  cos.  A 4- 


nt{m— <)(m  — î)(m— 3)  »-♦ 

H TÏTi sio.<Acos.  A-fetc. 


Toute  équation  telle  que  celle-ci,  renfermant  des  quantités 
réelles  et  des  quantités  imaginaires,  ne  peut  exister  qu’aulant  que 
les  quantités  réelles  sont  égales  entre  elles,  et  qu'il  en  est  de 
même  des  quantités  imaginaires. 

Ainsi,  pour  que- »n4-»iv/^î=p4-?V/~i  soit  vrai,  il  faut 
que  m=p  et  n = q,  puisque  l’on  en  tire  m—p=(q — n)y/— 7 
ou  en  élevant  au  carré  (m — p)’  = — ( q — «)\  Des  carrés  sont 
toujours  positifs  : cette  équation  dernière  renfermera  donc  une 
absurdité  toutes  les  fois  que  l'on  n’aura  pas  m = p , n=q. 

I)  après  ce  principe  , cos.mA  doit  égaler  tous  les  termes  réels 
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du  second  membre,  et  sin.roA  tous  ceux  qui  sont  affectés  du  signe 
V^TT.  Cela  nous  donne  donc 

4L  "1  . •_  , « , 

cos.wA=cos.  A s s,n'  '' 


m— 2 

l cos.  A + 


ni  (m  — 1 ) ("i  — 2)  (m  ~ 3)  sin  *1  cos . * A — etc. 

1.2. 3.4, 

„_l  (m  - I)  (m  — 2)  t krn,m^\  4- 
sin.m  A = m sm.A  cos.  A — 4.3.3 

. m (m  — I)  (rn  — *)  (*"  — 3)  (w  — 4)  >m  5 A cos  m \ _ cic. 

1.2.3.4.5 

Nous  pouvons  ici  remplacer  sin.  A par  son  équivalent  cos.  A , 
tang.  A.  La  raison  qui  nous  conduit  à celle  transformation,  est 
que  la  somme  des  exposants  du  sinus  et  du  cosinus  étant  la  même 
pour  tous  les  termes,  tous  ensuite  contiendront  cos.“A  qui  pourra 
être  mis  en  facteur  commun. 


cos.m A «cos.  A -5 tsng.*A-f  — — ,534  8 

m (m  — 1 ) (m  — 2)  (m  — 3)  (w  — 4)  («  — !i)  „nï  044.  de.') 

Tî.3.4.56  . 

. >»  (m—  l)(m  — 2)  j A t 

sin.m  A = cos.  A (m  Ung.A 7^3  la"B  ^ 

m {m  - <)(m  - 2)  (m  -3)  (m  - 4)  ^ , t _ etc.  ) 

<72.3.4.8  - ' 

Or,  n'ayant  pas  jusqu’ici  assigné  de  valeur  particulière  é A , 
nous  pouvons  faire  t»A  =*  ou  m = \ : substituant  dans  les  for- 
mules, elles  deviennent 

.co,.i-eo.  ; A (l  -Â  (a-‘  ) !>.«  'A+ 

'l.  2.3.4 


sin.i=cos 


*'A  f - lang.A  — Â (à  4)  (a  _*)  long.»  A + 
V A 1 2.3 
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Réduisons  les  facteurs  des  coefficients  de  tous  les  termes  au 
même  dénominateur  et  nous  aurons 


! = eos.à  A ^t  — 


x (x  — A)  tang.s  A 


+ 


X [x  — A ) (x  — 2A)  (x — 3A)  lang.<A 
2.3.4 


ng.<A  \ 


sin.x=cos.»A  [ x 


»ng-A  _ x [x  — A)  (x  — 2A  tang.»A 


2.3 


A» 


+ 


x(x  — A)(Jr— 2A)(x— 3A)ix  — 4A)  lang.s.4  . \ 

2 8.4  S ~s  ele- ) 

• • 

Ces  deux  formules  doivent  avoir  lieu  quel  que  soit  A ; nous 
pouvons  ainsi  lui  donner  une  valeur  particulière,  sans  ôter  à x 
sa  généralité  : supposons  donc  A=0  et  voyons  ce  que  devient  le 
rapport  de  la  tangente  h l’arc. 

On  a vu,  dans  la  trigonométrie  rectiligne  (37)  que^  > 1 et 
— <1.  Celte  dernière  inégalité  peut,  en  remplaçant  sinus  par 
son  équivalent  cosinus  x tangente,  se  mettre  soüs  la  forme 
arc  > cosinus  X tangente  ou  — < _J — , Cela  a lieu  quelle 

arc  cosinus  ^ 

que  soit  la  valeur  de  1 arc  : au  moment  où  il  devient  nul,  le 
cosinus  est  égal  à l’unité  ; les  deux  limites  se  confondent,  et  pour 
que  ce  que  nous  venons  de  trouver  ait  encore  lieu,  il  faut  que 

tang-0*  , 

arc  0*  “ 

Cela  posé,  les  formules  qui  développent  sinus  et  cosinus  de- 
viennent 


x1  xi 

sin.^  clc. 


et 


cosinus  = « - ^ + jJj  - OXiÎG  + «e. 


74.  Nous  plaçons  ici  une  démonstration  des  mêmes  formules 
par  le  calcul  différentiel,  afin  que  l’on  puisse  comparer  les  mé- 
thodes. 

Remarquons  que  le  développement  d’un  sinus  ne  peut  contenir 
de  terme  indépendant  de  l'are,  puisque  celui-ci  étant  nul,  son 
sinus  l'est  aussi,  et  qu’il  entre  un  terme  qui  est  l'unité  dans  le 

10 
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n 

développement  du  cosinus  par  la  raison  quo  l'arc  étant  égal  à 
zéro,  le  cosinus  est  l’unité.  Nous  pourrons  donc  écriro 

n b r 

(1)  sin.x  = Ax  + R*  -f-  Cx  + elc. , 

«i  * 6 1 r' 

(2)  cosinusx  = t -)- A'x -f  B’x  + C'x  -fdc. 
différenciant  cos  deux  équations,  il  vient 

a — 1 4—1  e — I 

cos.x dx  = a Ax  dx-\-  4Bx  dx  -f-  rCx  dx  + elc. 

n I 4—1  r'— I 

— sin.x  tZx  = n'A’x  <ix-t-4'B’x  rfr-f-f'C'x  <lx-\-clc. 

et  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  dx 

»— I 4—1  r— I 

(3)  cos.x  = <iAx  + Mix  -f-  eCx  + elc. 

„i_|  4'— I <■’— I 

(4)  _ — sln.x  = o'A'x  + 4'B'x  + c’C'x  -felc. 

Nous  pouvons  égaler  les  valeurs  de  x fournies  par  (1)  et  (4)  de 
môme  que  celles  de  cosinus  déduites  de  (2)  et  (3),  ce  qui  donno 

abc  u'— I A' — I <■’— I 

Ax  + Bx  + Cx  + ctc.  ==  — o'A'x  — 4'B'x  — c'C'x  —etc. 

„•  4>  r'  «—I  / — I r— I 

1 -f- A'x -f  B'x +C'x  + de.  = oAx  + 4Bx  -f  eCx  -f-  etc. 

Pour  satisfaire  à la  condition  d’égalité  qu’indiquent  ces  équa- 
tions, il  faut  exprimer  que  les  coefficients  et  exposants  de  x dans 
les  termes  de  môme  rang  sont  égaux  entre  eux.  Il  faut  donc,  en 
nous  occupant  d'abord  des  exposants,  que 

n = a'  — 1 , h — h1  — I,  e = e’  — I,  a — 1=0,  4—1  = o',  fc  — 1 = 4', 

d’où  o=1,  4=3, c = 5,  a' = 2,  4' = 4,  c'  = G. elc. 

Egalons  actuellement  les  coefficients,  nous  aurons  successive- 
ment 


A = — o'A',B=  — 4'B',  f.  = — c'C’,  de.,  1=oA,  A'=4B,  B'=eC,C'=dü,  de-, 
d'où  il  suit  que 

u-  A _ _ 1 _ 1 P[  B ,1 

A 1 ; A'  ï — i;B==j  2.3:B“  4'  ’ 2.3.4  ’ 

* B1  1 c = 1 

L==<-  + 2.3.f.5'  L r>  i 3. 4-5.fi 
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et  enfin  en  substituant  dans  (i)  et  (2) 


sin.  x—x 


rî  apS 

2.3tÎ.3  4.5 


— etc. 


. x*  x* 

co»m.r=l-ï  + — -JJÎJÔ 


-fête. 


75.  Après  avoir  indiqué  la  méthode  précédente,  pour  donner 
une  idée  des  ressources  qu'offre  le  calcul  différentiel,  nous  don- 
nons encoro  une  démonstration  par  celle  des  coefficients  indéter- 
minés, comme  exemple  d’un  procédé  usité  en  beaucoup  de  cir- 
constances, et  que  nous  avons  déjii  employé  dans  la  construction 
des  tables  de  logarithmes. 

Pour  développer  sinus  x , observons  d’abord  comme  plus  haut, 
qu’il  ne  doit  pas  y avoir  dans  la  série  de  terme  indépendant  de 
l’arc,  puisque  le  sinus  devient  nul  en  mémo  temps  que  l'arc.  Dans 
le  cosinus  au  contraire,  le  premier  termo  est  l’unité,  puisque 
x=0  donne  cosin.  =1.  Do  plus,  le  développement  du  sinus  no 
doit  contenir  que  deâ  puissances  impaires  do  x,  et  celui  du  cosi- 
nus que  des  puissances  paires,  par  la  raison  que  pour  des  arcs 
égaux  et  de  signes  contraires,  les  sinus  sont  aussi  égaux  et  de 
signes  contraires  et  les  cosinus  égaux  et  de  même  signe. 

Les  développements  seront  donc  de  la  forme 
(I)  sin.x  =»  Ax  + Cx’-f-  Ex*  + etc.  (î)  cos.*  «■=  1 -f  Bx*  +-  Dx<  + clc. 

Ils  formeraient  réunis,  la  série  complète 


\ -j-  Ajp  •+■  Bx*  Cx5  4-  Dx*  -f*  Ex5«4"  etc. 

En  cherchant  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  leurs  si- 
gnes seront  en  mémo  temps  déterminés,  et  nous  serons  assurés 
que  toutes  les  puissances  de  x entreront  days  les  deux  développe- 
ments , si  nous  ne  trouvons  aucun  de  ces  coefficients  égal  à zéro. 
Prenons  les  deux  formules 

sin  (x+  A)  = sin.x  cos.A  4-  sin  .A  cosîn.x. 
cos.(*4-  A)  = cos.xcos.A  — sin.x  sin.A 

• t 

et  substituons  les  valeurs  de  sin. a:  et  cos.  a;  fournies  par  les  for- 
mules (1)  et  (2),  ainsi  que  celles  de  sin.A  et  cos.A,  que  donnent  les 
mêmes  formules  en  y mettant  A au  lieu  do  a;  t il  vient  alors 

(3)  sin.(xf-A)—  (Ax+C*«  + E*5+  clc.)(l  +BA»+  DA»  + «te.)  + 

(AA  + CAs  + EA'  + elrO  (I  + B*2  -1-DH  + cic  ) 


ized  by  Google 


76 


DÉVELOPPEMENT  DES  SINUS  ET  COSINUS. 


(4)  co«.(x  4 A)  = (1  4 Bxî  + Dx*  4-  etc.)  (t  4.  BA»  4-  D h*  4-  etc .)  — 

( Ax  4 Cx»  4 Ex*  4 etc.  ) ( AA  4 CA»  4-  EAS  4 etc.) 

Si  dans  (1)  et  (2)  on  remplace  x par  x-t -A,  on  trouve 

(5)  sin.fx  4 A)  =,  A (x  4 A)  4 C (x  4 A)»  4 E (x  4 A)5  4-  etc. 

(6)  cos.(x  4 A)  = 1 4 B (x  4A)«  4 D (x4  A)«  4 F (x  4 A)6  4 etc. 

Les  équations  (3)  et  (5)  fournissent  deux  expressions  différentes 
de  la  môme  quantité  sin.(a;  -f-  A)  : nous  pouvons  donc  égaler  entre' 
eux  les  seconds  membres  et  en  faire  autant  de  (V)  et  (6)  : il  vient 
alors  en  développant  les  différentes  puissances  du  binôme  x 4-  h , • 
et  ordonnant  par  rapport  à A 


Ax  4-  A | 
4-Cx»  4-3Cx» 
4-  ExS  4-  5 Ex* 

4-  de.  + et*-. 


A + etc. 


t 4-  >Bx 
4-  Bx*  -j-  4Dx* 
4-  Dx*  4 ' 6Fx* 
+ etc.  ■+•  clc. 


A 4-  etc 


Ax  4-  A 
4-  Cx»  ABx* 
4-  Ex5  4-  ADx* 
4-  etc.  + etc. 


A 4*  clc. 


.1  • — A»x 

4-  Bx»  — ACx3 

ÎDx*  — AExS 
etc.  — etc.  , 


A4  etc. 


Lorsque  deux  polynômes  contiennent  les  mêmes  puissances 
d'une  quantité,  il  est  nécessaire  que  les  coefficients  correspon- 
dants soient  égaux  entre  eux  : en  effet,  prenons  une  équation  de 
la  forme 

A'  4 B'y  4 C'y»  4 etc.  = A"  + B"y  4-  C'y»  4-  etc. 

m 

dans  laquelle  y seul  est  variable  : quand  y=0,  on  a A'=  A' . 
Retranchons  ces  deux  quantités  égales  des  deux  membres  et  di  - 
visons  le  tout  par  y,  il  en  résulte 

B' 4^C'y  4-  etc.  = B»  4. C'y  4-  etc.  • 


ce  qui  exige  encore  que  B'=B".  11  en  est  do  même  pour  C'  et  G", 
ainsi  que  pour  tous  Tes  coefficients  qui  suivent.  11  en  résulte  donc, 
en  égalant  les  coefficients  de  la  première  puissance  de  A,  que 

A43Cx*  4SEx<  4 etc.  = A4  ABx*  4 ADx*  4-  etc. 

et  îBx  4 4Dx»  4 tlFxS  4 clc.  = — (A»x  4 ACx»  4 AExS  4 etc.) 

et,  par  la  même  raison 

2B  = — A»;  3C  = AB;  ID  = — AC  ; 3E  ==  AD  de 
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d'où  enfin 


B 


-A»  AB  -A»  -AC  + A»  AD 

2 ' 3 “ 2.3  ’ 4 13.4’  5 


+ AV 
t.3.4.’o  ’ 


elc. 


Substituons  ces  expressions  dans  les  séries  qui  représentent 
sin.x  et  cos.  a- 


• . A®  A^ 

,m.x  = Ax—  -**  + _;x*-«!e. 

, A*  A» 

cos.x  + tj-4  x»  — elc. 

Pour  déterminer  A,  divisons  les  deux  mcînbres  de  la  première 
formule  par  x , ce  qui  donnera 

sin.x  , As 
-_=  A_  -x.  + elc. 

et  comme  elle  doit  être  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  dc.r\  elle 
doit  être  satisfaite  encore  lorsque  xt=0,  et,  dans  ce  cas,  elle  se 

réduit  à"  = A.  Nous  avons  trouvé,  à la  fin  du  paragraphe  73, 

que  1,  donc  A = i et  les  formules  se  réduisent  à 


X*  x5 
= X—  Z-X  + 


2 3 23.4.5  2.3. 4.5.6. 7 


+clc. 


x>  x* 

cos.x  ~ l — ■ — 4-  etc 

2 2.3.4  13.4.5.6 r 1 
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LIVRE  III. 

TOPOtiRAPUIK. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  GÉNÉRALES. 

7G.  La  topographie  étant  la  description  d’une  portion  de  la  sur- 
face de  la  terre,  doit  se  composer  de  problèmes  graphiques  dont 
la  géométrie  descriptive  donne  la  solution  au  moyen  de  deux 
projections.  C’est  ainsi,  à quelques  modifications  près,  que  l'on 
procède  en  topographie.  On  sait  qu’en  général,  pour  décrire  un 
corps,  on  projette  ses  différents  points  et  arêtes  sur  un  plan  ver- 
tical et  sur  un  plan  horizontal  : puis  qu’ensuile,  si  l'on  veut  re- 
produire ce  corps  ou  en  construire  un  semblable,  on  emploie  les 
ordonnées  déterminées  par  ces  projections,  ou  des  lignes  qui  leur 
sont  proportionnelles.  Telle  est  la  méthode  usitée  pour  la  con- 
struction des  plans  en  relief.  Sur  le  polygone  formé  par  la  projec- 
tion horizontale  et  à chacun  de  ses  points  principaux,  on  élève 
des  verticales  égales  en  hauteur  aux  distances  respectives  des 
projections  verticales  de  ces  points  à la  ligne  de  terre,  et  l’on 
réunit  ensuite  tous  les  sommets  de  ces  ordonnées  par  une  matière 
solide.  Nous  n'entendons  parler  ici  que  des  reliefs  d’une  petite 
étendue,  tels  que  ceux  en  plâtre  qui  sont  employés  pour  modèles. 
Ceux  en  grand,  qui  autrefois  étaient  construits  en  carton,  le  sont 
aujourd’hui  en  bois.  Les  procédés  très-ingénieux  que  l'on  em- 
ploie, sont  des  opérations  pratiques  étrangères  à notre  sujet. 

Quand  On  ne  construit  pas  do  relief,  quand  on  s’en  tient  aux 
plans,  on  veut  qu'ils  parlent  clairement  aux  yeux,  pour  que  ceux- 
ci  puissent  instantanément  saisir  l'ensemble  du  terrain  et  de 
toutes  ses  formes.  Les  deux  projections  dans  ce  cas,  ne  con- 
viennent pas.  Pour  parer  ù cet  inconvénient,  on  est  conduit  h 
supprimer  la  projection  verticale,  en  indiquant  par  des  chiffres 
inscrits  sur  le  plan  les  hauteurs  relatives  des  points  principaux. 
Ce  moyen,  déjà  préférable  aux  deux  projections,  ne  répond  pas 
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encore  d'une  manière  assez  satisfaisante  au  but  que  l’on  veut 
atteindre,  puisque  la  réunion  do  ces  cotes  ne  ferait  pas  saisir  au 
premier  coup  d'œil  les  accidents  divers  du  terrain.  Le  seul  moyen 
est  d'imaginer  tracé  sur  la  terre  un  système  de  lignes  dont  les  in- 
flexions projetées  horizontalement,  indiquent  celles  du  sol. 

Cette  manière  de  procéder  appartient  h une  théorie  particu- 
lière, très  en  usage  pour  le  tracé  des  plans  de  fortification.  Nous 
lui  consacrerons  plus  loin  un  chapitre  spécial. 

Toute  surface  peut  être  engendrée  de  plusieurs  manières  : ainsi, 
un  cône  peut  l'être  par  une  génératrice  passant  par  le  sommet  et 
s’appuyant  constamment  sur  la  courbe  qui  lui  sert  de  base,  ou 
par  cette  courbe  s’élevant  et  décroissant  sans  cesse,  jusqu’à  ce 
qu’arrivée  au  sommet,  elle  se  réduise  à un  point.  Dans  celte  der- 
nière hypothèse,  on  peut  n'avoir  égard  qu’ii  celles  de  ces  courbes 
qui  sont  à égales  distances,  et  qui  peuvent  être  considérées 
comme  des  sections  du  cône  par  des  plans  équidistants.  Une 
demi-sphère  sera  engendréo  par  un  quart  de  cercle  s’appuyant 
sur  une  circonférenco,  et  passant  par  son  'pôle,  ou  par  cette  cir- 
conférence s’élevant  parallèlement  à elle-même  et  décroissant  de 
rayon  jusqu'à  ce  que,  réduite  à un  point,  elle  se  confonde  avec  co 
pôle.  De  là  naît  l'idée  des  deux  moyens  adoptés  pour  rendre  les 
formes  du  terrain,  et  dont  l’un  emploie  les  lignes  de  plus  grande 
pente  et  l'autre  les  courbes  horizontales.  Parmi  tous  les  systèmes 
que  l’on  pourrait  imaginer,  ces  deux  offrent  une  assez  grande 
simplicité. 

77.  La  ligne  de  plus  grande  pente  est  caractérisée  par  les  pro- 
priétés suivantes  : 

1"  De  toutes  les  lignes  partant  du  même  point  et  (racées  sur  le 
terrain,  c’est  elle  qui  fait  le  plus  grand  anglo  avec  l'horizon  : ceci 
résulte  de  sa  définition; 

2°  Elle  est  perpendiculaire  aux  intersections  do  la  surface  par 
les  plans  horizontaux  passant  par  ses  extrémités; 

3°  Sa  projection  est  perpendiculaire  à celles  des  intersections 
et  par  conséquent  est  la  plus  courte  distance  entre  ces  lignes. 

Pour  le  démontrer,  soit  AB,  fig.  17,  une  ligne  de  plus  grande 
pente  terminée  aux  courbes  que  produisent  les  sections  faites  par 
deux  plans  horizontaux  : P est  la  projection  de  A sur  le  plan  in- 
férieur et  PB  celle  de  AB.  Prenons  sur  la  tangente  à l’élément  de 
la  courbe  passant  par  B,  deux  points  M et  N voisins  et  également 
distants  de  B ; puis  joignons  M et  N avec  P.  En  comparant  les 
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triangles  AMP,  ANP  et  APB,  on  voit  qu’ils  sont  tous  trois  rect- 
angles en  P,  et  ont  un  côté  commun  AP.  Les  deux  premiers 
AP  AP 

donnent  tang.  AMP  —j^y  lang.  ANP  = — : le  troisième  four- 
AP 

nit  tang.ABP  = pg.  Les  numérateurs  étant  les  mêmes,  il  faut, 

puisque  l'angle  ABP  est  plus  grand  que  les  autres,  que  le  déno- 
minateur PB  soit  plus  petit  que  les  dénominateurs  MP,  NP,  et 
qu’ainsi  PB  étant  la  plus  courte  distance  du  point  P U la  ligne  MN, 
lui  soit  perpendiculaire.  De  là  résulte  que  les  triangles  rectangles 
MPB,  NPB  sontégaux  ; car  PB  est  commun  et  MB,  NB  sont  égaux 
par  construction  : doncMP=NP.  De  même  les  triangles  rectangles 
AMP,  ANP  sont  égaux,  et  par  suite  leurs  hypoténuses  AM  et  AN 
sont  égales.  Il  s'ensuit  que  les  triangles  AMB,  ANB  sontégaux, 
puisqu’ils  ont  un  côté  commun  et  lés  autres  égaux  : donc  les 
angles  homologues  et  par  conséquent  ceux  en  B sont  égaux  ; donc 
enfin  ces  derniers  sont  droits.  Ces  lignes  sont  des  obliques  éga- 
lement écartées  de  AB  qui,  par  suite,  est  perpendiculaire  à MN: 
donc  enfin,  les  différentes  propriétés  énoncées  se  trouvent  démon- 
trées. Si  l’on  employuit  des  lignes  de  plus  grande  pente  continues 
depuis  le  sommet  jusqu’en  bas,  elles  seraient  le  plus  généralement 
des  courbes  à double  courbure,  tandis  que  les  sections  horizon- 
tales sont  des  courbes  planes.  De  plus,  si  l’on  était  parvenu  à dé- 
terminer sur  le  terrain  un  assez  grand  nombre  do  ces  lignes  de 
plus  grande  pente  ou  normales,  on  ne  serait  encore  pas  dispensé 
de  tracer  des  courbel  horizontales,  quand  on  voudrait  avoir  les 
cotes  de  certains  points  déterminés.  Il  faudrait  d’abord  qu’une  de 
ces  lignes  de  plus  grande  pente  AB,  A,B/,  f>g.  18,  fût  cotée  dans 
toute  sa  longueur,  et  si  M est  le  point  dont  on  voudrait  connaître 
la  hauteur  au-dessus  du  plan  de  repère,  il  serait  nécessaire  de 
faire  passer  par  ce  point  une  courbe  horizontale  ME  jusqu’à  la 
ligne  A’B',  et  CD  serait  la  cote  de  M. 

78.  Le  système  des  courbes  n’offre  pas  le  même  inconvénient  : 
tous  les  points  appartenant  à chacune  d’elles  auront  même  cote, 
et  si  l'on  adopte  un  écartement  constant  entre  tous  les  plans  cou- 
pants, les  courbes  n'auront  pas  besoin  d’être  cotées.  De  plus,  leur 
rapprochement  ou  écartement  en  projection,  annoncera  que  la 
pente  est  plus  ou  moins  rapide.  Supposons  qu’un  plan  vertical 
coupe  cet  ensemble  de  courbes,  on  construira  facilement  le  profil 
résultant  do  cette  intersection,  en  marquant  au-dessus  de  la  ligne 
de  terre  MN,  fig.  19,  les  traces  de  tous  les  plans  horizontaux  équi- 
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distants,  et  y projetant  les  points  des  courbes  correspondantes. 
Le  proCI  du  terrain  sera  la  ligne  qui  unira  ces  points.  Si  l'équi- 
distance est  assez  petite  pour  que  l’on  puisse  considérer  les  élé- 
ments du  profil  comme  des  lignes  droites,  on  aura  une  suite  de 
petits  triangles  rectangles  dans  lesquels  les  côtés  verticaux  de 
l'angle  droit  seront  tous  égaux,  les  hypoténuses  représenteront 
les  lignes  du  terrain,  les  côtés  horizontaux  on  seront  les  projec- 
tions, et  dans  lesquels  la  pente  du  terrain,  étant  proportionnelle 
au  rapport  des  deux  côtés  de  l'angle  droit,  sera  en  raison  inverse 
de  la  base,  puisque  la  hauteur  est  constante. 

Si  l'on  a besoin  de  connaître  la  cote  d’un  point  M,  fig.  20  , 
placé  entre  deux  courbes  auxquelles  appartiennent  A et  B,  on 
l'obtiendra  au  moyen  des  deux  triangles  semblables  ABC,  AMN. 
La  quantité  MN  ainsi  obtenue  sera  ajoutée  h la  cote  du  point  A 
ou  de  la  courbo  inférieure. 

Plus  tard  (chap.  II,  § 202),  en  nous  occupant  de  la  manièro  de 
figurer  le  terrain,  nous  verrons  comment  on  a combiné  ces  deux 
systèmes  : ce  que  nous  venons  d’exposer  suffit  on  ce  moment  pour 
donner  une  première  idée  do  ces  méthodes. 

79.  Le  problème  de  la  topographie  se  compose,  comme  nous 
venons  de  le  voir,  de  deux  parties  distinctes  -.  1°  la  projection  de 
tous  les  points  de  la  surface  constitue  ce  que  l’on  nomme  la  levée 
du  plan;  2°  la  connaissance  des  ordonnées  de  tous  ces  points. 
C’est  ce  qui  se  désigne  sous  le  nom  do  figuré  du  terrain. 

Le  plan  de  repère  que  l’on  choisit  pour  y établir  la  projection 
orthogonale  est  le  plan  tangent  h la  surface  de  la  sphère  au  point 
milieu  de  la  portion  que  l’on  veut  décrire.  Il  faut  entendre  par 
surface  de  la  terre  celle  des  eaux  de  la  mer  prise  entre  leurs  plus 1 
grande  et  plus  petite  élévations. 

Nous  avons  dit  quo  nous  projetions  tous  les  points  de  la  surface 
h représenter  sur  le  plan  horizontal  : ainsi  BTB',  fig.  21,  étant 
cette  surface,  elle  se  projettera  en  ATA',  et  la  calotte  sphérique 
sera  représentée  sur  le  plan  de  projection  par  la  surface  du  cercle 
dont  AT=AT'  est  le  rayon:  c’est-à-dire  que  la  projection  allè- 
rerâ  les  dimensions  de  la  surface  projetée.  C’est  d’ailleurs  ce  qui 
arrive  toujours  lorsque  la  projection  et  la  surface  no  sont  pas 
parallèles. 

80.  D’un  autre  côté,  la  surface  de  la  sphère  n’étant  pas  déve- 
loppable ne  pourra  jamais  être  représentée  sur  un  plan  d’une 
manière  exacte.  Il  faut  donc  voir  jusqu’à  quel  point,  dans  la  pra- 
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tique,  on  peut  prendre  la  projection  pour  la  surface  projetée  : ce 
qui  fixera  la  limite  des  levées  topographiques.  En  d’autres  termes, 
ce  quo  nous  cherchons,  c'est  dans  quelles  limites  le  plan  tangent 
en  un  point  du  globo  peut,  sans  erreur  sensible,  être  considéré, 
comme  se  confondant  avec  la  surface.  Soit  O le  centre  du  globe, 
T le  point  de  tangence  : la  différence  entre  TA  et  SB,  ou  entre 
la  tangente  et  le  sinus,  sera  plus  grande  que  celle  qui  existe  entre 
l'arc  et  la  tangente.  Si  nous  supposons  l’arc  BTB'  égal  à 1*,  le  lo- 
garithme de  la  tangente  de  sa  moitié  BT  ou0\50'  sera  7,8950988 
et  celui  du  sinus  correspondant,  7.8950854.  Les  deux  nombres 
auxquels  appartiennent  ces  logarithmes,  sont  0,00785414  et 
0,00785390  dont  la  différence  est  21  cent  millionièmes  du  rayon 
pris  pour  unité.  Pour  ramener  celle  différence  au  rayon  du  globe, 
qui  a six  millions  de  mètres  environ,  il  faut  multiplier  24  par 
ce  qui  donne  = La  différence  outre  la  double  tangente 

AA'  et  le  double  sinus  sera  ainsi  2“ ,88,  et  par  conséquent  celle 
de  l’arc  à la  tangente  sera  plus  petite  que  ce  nombre.  Il  s'ensuit 
qu’en  prenant  le  cercle  dont  AT  est  le  rayon,  pour  la  projection 
de  la  calotte  sphérique  dont  la  corde  est  BB'  et  qui  a 1‘  ou  10  my- 
riamètres  de  diamètre,  on  ne  commet  pas  une  erreur  de  3“  sur  la 
dimension  totale.  Cette  quantité  est  bien  au-dessous  des  erreurs 
inévitables  dans  les  opérationsde  la  levée  d'un  terrain  d'une  aussi 
vaste  étendue.  L'arc  BTB'  étant  de  1"  ou  100000  mètres  repré- 
sente en  effet  20  lieues  moyennes  et  la  surface  correspondante 
est  de  314. 

81.  La  projection  que  nous  nous  proposons  de  construire  sera 
une  figure  semblable  k celle  qui  serait  projetée  sur  le  plan  tangent 
à la  surface  de  la  sphère.  Elle  sera  le  résultat  de  la  rencontre  de 
tous  les  rayons  qui  aboutissent  aux  points  remarquables  du  ter- 
rain, par  un  plan  aa'  parallèle  à AA',  ou  tangent  à une  sphère 
concentrique  h la  terre.  Le  rapport  entre  OT  et  O t qui  sera  aussi 
celui  des  côtés  homologues  sur  le  globe  et  sur  la  projection  aa' 
sera  l’échelle  du  plan.  Il  est  évident  que  l’on  pourra  obtenir  une 
infinité  de  projections  semblables,  mais  différentes  de  dimensions, 
en  faisant  varier  la  longueur  de  Of. 

Si  l’on  mesure  un  côté  du  terrain,  et  son  homologue  sur  le  pa- 
pier, avec  la  même  unité  de  mesure , on  trouve  deux  nombres 
dont  le  rapport  fournit  une  fraction  qui  indique  l’échelle  du  plan. 
Toutes  les  fois  qu’il  est  possible  de  la  réduire  à n'avoir  que  l'unité 
pour  numérateur,  on  le  fait  pourlasimplifier.Si,  par  exemple,  ,-j; 
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est  cette  fraction  réduite,  on  en  conclura  qu'un  côté  du  plan  est 
la  centième  partie  de  son  homologue  sur  le  terrain,  et  l'on  dira 
que  le  plan  est  au  centième  ou  à l’échelle  do  La  surface  du 
plan  sera  10000  fois  moindre  que  celle  quelle  représente. 

82.  Par  extension,  on  a donné  le  nom  d'échelles  aux  figures 
géométriques  qui  font  connaître  les  longueurs  des  lignes  du  ter- 
rain au  moyen  do  leurs  homologues  sur  lo  plan  ou  réciproque- 
ment. Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  donner  les  moyens  de 
construire  l’échelle  graphique  d’une  carte,  quel  que  soit  lo  rap- 
port que  l’on  assigne  entre  la  levée  et  le  terrain,  et  quelle  que 
soit  aussi  l'unité  de  mesure  employéo. 

Nous  prendrons  de  suite  un  exemple  numérique  pour  que  la 
méthode  paraisse  plus  claire.  Supposons  que  l'unité  de  mesure 
soit  lo  mètre,  et  que  l'échelle  proposée  soit  Il  serait  trop  in- 
exact de  chercher  la  longueur  du  mètre  sur  la  carte,  et  de  la 
porter  10  fois,  100  fois,  etc.,  de  suite,  pour  avoir  les  dizaines, 
centaines,  etc.,  de  mètres. 

Cherchons  donc  directement  les  longueurs  qui  représentent  ces 
groupes.  I)u  rapport  — nous  concluons  que  1”  sur  le  papier 
équivaut  à 2000"  sur  le  terrain,  et  qu'ainsi,  0“,00i  vaut  2"; 
0°*,005  vaut  10"  et  0™,05  vaut  100  mètres. 

Telles  sont  donc  les  dimensions  des  dizaines  et  centaines  de 
mètres.  > 

Traçons  onze  lignes  parallèles,  horizontales  et  équidistantes 
(leur  écartement  est  arbitraire  pourvu  qu'il  soit  uniforme).  Por- 
tons 10  fois,  0",005  de  A en  E,  fig.  22,  puis  0,05  autant  de  fois 
vcrsB  que  nous  voulons  que  l’échellccontienne  de  centaines.  Elo- 
vons  par  les  points  A,E,B,  et  toutes  les  centaines,  des  perpendi- 
culaires jusqu’à  la  rencontre  de  CD  : unissons  enfin  par  des  trans- 
versales, les  dizaines  de  la  ligno  supérieure  à celles  de  la  ligne 
inférieure,  les  ltr,2e,3',  etc.,  9'  du  haut,  avec  les  2%  3*.  ...  10'du 
bas.  L’échelle  alors  est  terminée.  Les  transversales  complètent 
une  suite  de  triangles  rectangles  semblables,  dans  lesquels  les  côtés 
homologues  horizontaux  représentent  1,2,3, etc.,  mètres,  comme 
il  est  facilo  de  s’en  assurer  au  moyen  d une  porportion.  On  pourra 
donc  évaluer  une  longueur  prise  sur  la  carte  avec  le  compas  : car.* 
supposons  qu’elle  excède  un  peu  la  centaine  do  mètres , on  posera 
l’une  des  pointes  du  compas  sur  la  verticale  100,  puis  on  la  fera 
glisser  dessus  jusqu’à  ce  que  l’autre  tombe  sur  une  division  exacte 
on  h,  par  exemple  : alors  on  aura  hk  = 100m-p 20-+- 5=  125"’. 
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On  peut  réduire  facilement  toutes  les  échelles  anciennes  à la 
forme  d’une  fraction  ayant  l’unité  pour  numérateur.  Celle  de  Cas- 
sini  est  de  1 ligne  pour  100  toises  : en  réduisant  100  t.  on  trouve 
86400  lignes,  et  l’on  peut  l’écrire  sous  la  forme  —, 

S’il  s’agissait  de  6 lignes  pour  100  toises,  ce  sérail  ou  — -t. 

. Si  l'échelle  était  de  1 pouce  pour  100  toises,  on  écrirait 

83.  La  différence  d’échelles  des  plans  les  a fait  classer  en  topo- 
graphie, corographio  et  géographie. 

Les  cartes  topographiques  construites  à de  grandes  échelles 
donnent  beaucoup  de  détails.  Les  cartes  géographiques  sont  celles 
qui  indiquent  seulement  les  points  principaux  de  la  surface  du 
globe.  Les  cartes  corographiques  forment  l'intermédiaire  entre 
les  deux  genres  précédents. 

"Une  ancienne  locution  les  classe  encore  en  caries  h grand  point 
et  à petit  point,  suivant  qu’elles  renferment  beapcoup  ou  peu  de 
détails. 

A cette  classification  il  faut  ajouter  les  cartes  hydrographiques 
ou  marines  qui  représentent  des  portions  de  la  mer  et  des  côtes 
avec  des  sondes  indiquant  la  profondeur  des  eaux. 

84.  Les  échelles  décimales  sont  les  seules  usitées  maintenant. 
On  peut,  sans  prétendre  le  faire  d’une  manière  absolue,  les  ranger 
ainsi  qu’il  suit  : 

ou  pour  les  levées  de  places  fortes,  villes,  routes,  ca- 
naux, fortifications  de  campagne  et,  en  général,  pour  tous  les 
plans  spéciaux  ; 

principalement,  pour  réduire  et  réunir  les  matériaux  levés 
h la  précédente  échelle,  ou  pour  tracer  des  projets; 

pour  les  levées  de  la  topographie  complète  d'un  pays  de 
médiocre  étendue,  des  campements,  des  marches  des  armées,  et 
pour  servir  de  base  aux  reliefs  construits  pour  l'étude  du  terrain; 

_l_  pour  les  levées  de  très-grande  surface,  les  reconnaissances, 
levées  de  champ  de  bataille  et  pour  les  réductions  de  la  précé- 
dente; 

— Cette  échelle  est  employée  dans  les  travaux  de  la  nouvelle 
carte  de  France,  pour  y ajouter,  aux  réductions  du  cadastre,  les 
détails  modifiés  ou  omis  et  pour  y figurer  le  relief  du  terrain. 

»ïs«ô.  Celle-ci  est  adoptée  pour  la  gravure  de  la  carte  de  France. 

Le  200000%  le  500000%  le  millionième  et  le  deux  millionième 
sont  affectés  aux  cartes  corographiques  et  géographiques. 
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CHAPITRE  II. 

CANEVAS  TOPOGRAPniQlB. 

85.  Reprenons  la  construction  de  la  projection  horizontale  de 
tous  les  points  du  terrain.  On  peut  les  imaginer  liés  entre  eux  par 
des  droites,  de  manière  à former  une  suite  de  triangles,  et  l’on 
conçoit  que  l'un  de  ces  triangles  étant  donné,  on  pourra  con- 
struire les  autre^de  proche  en  proche. 

Cette  division  complète  du  terrain  en  triangles,  nécessitant  une 
trop  grande  quantité  d'angles,  et  des  côtés  trop  petits  parfois,  la 
détermination  do  ces  éléments  deviendrait  très-pénible  et  souvent 
impraticable.  On  se  contente  d’en  concevoir  un  certain  nombre 
dont  la  forme  et  les  dimensions  soient  favorables  à leur  calcul  et 
à leur  tracé,  et  aux  côtés  desquels  viennent  se  rattacher,  par  des 
ordonnées  perpendiculaires  h ces  côtés,  tous  les  points  do  détail 
qui  n’ont  pas  servi  de  sommets.  Ces  triangles  formés  par  des  li- 
gnes fictives,  composant  un  canevas  dont  l’exécution  doit  être  la 
première  opération  d’une  levée  topographique,  et  qui  est  achevé 
lorsqu’on  a multiplié  les  côtés  de  manière  à pouvoir  y rattacher 
tous  les  détails  sans  erreur  sensible  bu  compas,  ce  qui  dépend  de 
l'échelle. 

86.  Le  côté  duquel  on  part,  et  que  l’on  nomme  la  bâte,  doit 
être  pris  d’une  longueur  convenable  relativement  h la  grandeur 
des  triangles  que  l’on  veut  construire,  et  doit  être  mesuré  avec 
soin.  On  choisit  pour  cela,  sur  un  terrain  uni,  une  ligne  des  ex- 
trémités de  laquelle  on  découvre  un  grand  nombre  de  points.  On 
la  mesure  avec  une  cliaîno  tendue  horizontalement,  ou  mieux 
avec  des  règles  placées  bout  à bout,  établies  horizontalement  h 
l’aide  d'un  niveau  d’eau  ou  à perpendicule,  et  dont  on  connaît 
exactement  la  longueur.  Si  l’on  n’a  pas  de  niveau,  ou  que  l'incli- 
naison du  terrain  l'exige,  on  mesure  la  base  inclinée  et  l’on  cal- 
cule de  combien  elle  diffère  de  sa  projection. 

Si  AB,  fig.  23,  représente  la  base  mesurée  et  AC  sa  projection, 
avec  laquelle  elle  fait  un  angles,  on  aAC=ABcos.  <*  ou  AB — AC 
= AB(I  - -cos.  a.)  — 2ABsin.2  J a (§2V).  (Voir  au  livre  V,  où  ion 
traite  de  la  maure  des  bases  gêodêsiqucs,  les  avantages  attachés  à 
cette  dernière  transformation.) 

87.  La  base  étant  mesurée,  on  procède  à l’observation  des  an- 
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gles  ; mais  on  voit  ici  quo  la  forme  des  triangles  n’esl  pas  une 
chose  indilTéren le  : car  s'il  y a dans  un  triangle  un  angle  très-aigu, 
tel  que  C,  fig.  24,  une  légère  erreur  sur  la  mesure  do  l'angle  B , 
produira  une  différence  CC'  très-sensible  sur  le  côté  opposé  AC. 

Il  suit  delà  quo  la  forme  équilatérale  est  préférable  à toute  autre,  * 
car  la  meilleure  intersection’ est  celle  de  deux  lignes  qui  forment 
un  angle  droit,  et  l'un  des  angles  d’un  triangle  ne  peut  satisfaire 
à cette  condition  qu’au  détriment  des  deux  autres. 


88.  Quant  à la  longueur  des  côtés,  elle  dépend  de  l'étendue  du 
plan,  de  l’échelle  adoptée  et  de  la  précision  de  Pinstrument  avec 
lequel  on  mesure  les  angles.  Cette  dernière  considération  est  trés- 
importanle,  et  mérite  que  nous  nous  y arrêtions  quelques  instants. 
Soit  CC'=  E,  fig.  24,  l’erreur  produito  sur  le  côté  AC  par  l’er- 
reur angulaire  £ commise  dans  l’estimation  de  l’angle  B,  et  dési- 
gnons par  K le  côté  BC.  Il  est  évident  quo  E est  fonction  de  g et 
de  K. 


Pour  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  ces  trois  quan- 
tités, abaissons  CI)  perpendiculaire  sur  BC’  prolongé,  et  nous  au- 
rons  CD=K  lang.Æ  5 mais  CC' oblique  par  rapport  à CD  est  plus 

E 

grand  que  cotte  ligne,  donc  E;>  K tang.  e ou  K < — Si  E re- 
présente la  limite  des  erreurs  qui,  eu  égard  à l’échelle,  ne  sont 
d’aucune  influence  sur  la  projection.  On  voit,  par  la  seconde  iné- 

E 

galité  ci-dessus,  que  K doit  toujours  rester  plus  petit  quo  — 

Il  est  à remarquer  quo,  conformément  à l’usago  adopté  en  tri- 
gonométrie, nous  n’avons  pas  fait  mention  du  rayon  quo  nous 
avons  supposé  égal  à l’unité.  Quand  on  veut  passer  à la  pratique 
et  calculer  au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  il  faut  le  remettre 
en  évidence,  et  écrire 


E> 


K tang./î . 

"n  ’ 


K< 


n.E 

tang./î  ’ 


l.tng.,9<  ■ 


n.E 


Cela  revient  h retrancher  10  de  la  caractéristique  du  résultat 
dans  le  premier  cas,  ou  à l’ajouter  dans  le  deuxième  et  le  troi- 
sième, car  10,OCOOOOO  est  en  effet  le  logarithme  du  rayon  des 
tables  = 1010. 

Si  la  nature  des  opérations  exigeait  que  la  dimension  des  côtés 
restât  dans  de  certaines  limites;  qu’ils  fussent  d’une  longueur 
moyenne  K donnée,  on  déterminerait  P au  moyen  de  la  troisième 
inégalité:  on  saurait  par  là  au-dessous  de  quelle  quantité  angu- 
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lairo  doit  rester  l’erreur  p,  et  par  suite,  quel  instrument  on  doit 
employer  pour  atteindre  ce  but. 

Si  enfin,  la  longueur  moyenne  K étant  obligatoire,  on  n'avait 
pas  le  choix  de  l’instrument;  si  l'on  n’en  avait  qu’un  seul  h sa 
disposition  et  dont  on  connût  le  degré  do  précision  JJ,  la  première 
inégalité  indiquerait  que  les  côtés  de  triangles,  par  suite  des  cir- 
constances particulières  que  nous  supposons,  seront  affectés 

d’une  erreur  au  moins  égale  à Kl,™8’g.  On  saurait  ainsi  quel  de- 
gré de  confiance  on  pourrait  accorder  au  résultat,  ou  si  l'on  veut 
encore,  quelle  échelle  il  faudrait  employer  pour  que  l’erreur  E 
devint  insensible. 

• 

89.  Pour  bien  nous  rendre  compte  de  ce  que  nous  représentons 
par  E et  pour  sentir  de  quelle  influence  est  l’échelle  du  plan,  ob- 
servons d'abord  que  la  cinquième  partie  d’un  millimètre  pouvant 
être  considérée  comme  la  limite  des  longueurs  appréciables  sur  le 
papier,  nous  devons  faire  en  sorte  que  l’erreur  E réduite  à l’échelle 

ne  soit  pas  plus  grande  que  g^ou  O™ ,0002  : c’est  ce  qui  arrivera 

Mra 

lorsque  nous  aurons  faitE=zg^,  M représentant  le  dénomina- 
tcur  de  la  fraction  dont  le  numérateur  est  l’unité,  et  qui  exprime 
l’échelle.  En  effet,  pour  réduire  l’erreur  E ou à celle  échelle, 
nous  devôns  multiplier  par— , ce  qui  nous  donne  précisément 

4 m # 

gjjjjjj  puisque  RI  est  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  frac- 
tion. Voyons  quelles  valeurs  prendront  E et  K en  raison  des 
échelles.  Supposons  celle  de  ~ : alors 

„ 4000m  4”  , 

= 5000  “ 5 Ct 

Pour  l’échelle  do 


K< 

5tang.0 


F a 9m 

5000 

Si  l’on  opère  à ^ 

E s=  8“ 


K< 


ï.  R 
UDg./3 


K< 


8.R 

t»ug./3 


S’il  s'agissait  de  continuer  une  levée  faite  h une  ancienno 
échelle,  h celle  de  6 lignes  pour  100  toises  qui  correspond  à 77^, 
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ou  aurait  E = ,-^^  = 2'",880  et  l'on  conclurait  encore  le  maxi- 
bOOU  , 

muni  correspondant  de  K.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 

l’instrument  dont  on  doit  faire  usage  ne  donne  les  angles  qu'à  25’ 

prés,  on  aura  : 


2™, 88  > 


K long.  Ou.  23 
R- 


ou  K ■< 


R.2m,88 
long  (Kl, 25' 


log.  R =t  <0.0000000 
log.  2“  ,88  = 0.4479329 
Cl.  log . 0*, 28' = 2.4059379 
<2.8538708 


Ce  logarithme,  après  avoir  supprimé  10  à la  caractéristique, 
correspond  à 71V”.  Telle  est  donc  la  plus  grande  dimension  que 
puissent  avoir  les  côtés  pour  que  l’erreur  angulaire  no  produise 
pas  d’effet  sensible  sur  le  tracé  des  projections  des  côtés.  Nous 
aurions  pu,  dans  le  calcul  précédent,  ne  pas  mettre  en  évidence 
le  logarithme  du  rayon  des  tables,  puisqu’on  l’ajoulc  par  le  fait 
môme  de  l’emploi  du  complément  d’un  logarithme,  ce  qui  a 
nécessité  la  suppression  de  10  à la  caractéristique  du  résultat. 

90.  Les  triangles  étant  disposés  en  vertu  de  ces  différentes  con- 
sidérations, et  d’après  une  reconnaissance  préalable  du  terrain, 
on  mesure  les  angles,  les  instruments  le  plus  en  usage  se  divisent 
en  deux  classes  : les  premiers  sont  la  planchette  et  l’alidade 
dont  l’emploi  combiné  donne  le  moyen  de  tracer  les  angles  im- 
médiatement et  sans  en  connaître  la  gradation  : on  les  nomme 
goniographes  ; dans  cette  première  classe  on  doit  ranger  encore 
le  sexlant  graphique  dont  nous  donnerons  la  description  en  par- 
lant des  instruments  à réflexion.  Dans  la  secondo  catégorie  sont 
rangés  les  goniomètres,  c’est-à-dire  les  instruments  qui  expri- 
ment l’amplitude  des  angles  : ce  sont  le  graphomètre,  la  bous- 
sole elle  sextant  gradué;  ne  nous  occupant  ici  que  des  opérations 
graphiques,  nous  ne  devons  employer  que  les  instruments  qui 
donnent  les  angles  réduits  à l’horizon. 

On  se  transporte  successivement  aux  sommets  de  chacun  des 
triangles  désignés  et  l’on  y recueille  tous  les  angles  qui  y abou- 
tissent; ces  angles  construits  immédiatement  donnent  le  tracé 
complet  du  canevas.  Il  ne  faut  pas  oublier  de  déterminer  en  môme 
temps  autant  de  points  que  possible  de  ceux  qui  ne  doivent  pas  • 
servir  de  station,  en  dirigeant  sur  chacun  d’eux  des  rayons  do 
trois  points  au  moins  (afin  qu’il  y ait  vérification);  de  manière 
qu’ensuitc  tous  l^s  détails  se  rattachent  à des  points  assez  rappro- 
chés pour  que  les  erreurs,  s’il  y en  a,  deviennent  insensibles. 
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9t.  Nous  avons  dit  qu'après  avoir  mesuré  exactement  la  base, 
nous  parlions  de  ses  extrémités  pour  construire  le  canevas  des 
triangles  : mais  AB  étant  cette  base  représentée  sur  le'papier  et 
à l’échelle  par  ab,  nous  ne  pourrons  construire,  h l'aide  d'un  go- 
niographe.  sur  cette  ligne  un  triangle  abc semblablo  h ABC,  qu'au- 
lant  que  nous  ferons  coïncider  successivement  a avec  la  verticale 
de  A ,b  avec  celle  de  B et  que  ab  sera  dans  le  plan  vertical  de  AB. 
C’est  en  cela  que  consiste  l’ orientation  du  plan.  Il  est  nécessaire 
que  a coïncide  avec  A,  lorsque  de  ce  point  on  veut  tracer  l’angle 
immédiatement.  Sans  cela,  il  suffit  pour  l’orientation  que  ab  soit 
parallèle  au  plan  vertical  de  AB  et  que  a et  b soient  disposés 
semblablement  h A et  B.  On  dira  donc  qu'une  levée  est  orientée 
lorsque  la  ligne  qui  unit  les  deux  projections  est  parallèle  au  plan 
vertical  passant  par  les  deux  points  homologues  du  terrain  : ces 
points  étant  d'ailleurs  disposés  de  la  même  manière. 

La  première  chose  à faire,  en  arrivant  aux  sommets  A,  B,  C,  etc., 
sera  d’orienter  le  plan.  On  pourrait  aussi  satisfaire  à cette 
condition,  quand  bien  mémo  les  points  donnés  seraient  inacces- 
sibles. Dans  ce  cas,  on  prendrait  un  point  J,  fuj.  25,  à peu  près 
dans  la  direction  AB  ; on  ferait  placer  un  jalon  J'sorl'alignement 
JB;  on  irait  en  J'  et  l’on  verrait  si  J,  J',  A sont  en  ligne  droite  : 
sinon  on  changerait  J,  puis  par  suite  J'  de  position,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  les  quatre  points  fussent  en  ligne  droite  : 
après  quoi  l’on  pourrait  stationner  en  J ou  en  J'  et  orienter  son 
papier.  On  parvient  au  même  résultat  à l’aide  de  l’alidade.  Plus 
lard,  après  avoir  décrit  cet  instrument  et  la  planchette,  nous  ver- 
rons comment  on  s’y  prend. 

92.  On  est  généralement  dans  l’usage  d'orienter  par  rapport  à 
la  méridienne,  et  par  conséquent  de  tracer  cette  ligne  sur  les  le- 
vées topographiques.  Nous  allons  indiquer  plusieurs  manières 
d’atteindre  ce  but. 

On  peut  tracer  la  méridienne  au  moyen  des  hauteurs  corres- 
pondantes du  soleil,  et  le  problème  se  réduit  à avoir  l’angle  que 
fait  un  côté  du  canevas  avec  la  méridienne. 

Soient  AB  un  côté  sur  lo  terrain,  et  ab,  fig.  26,  sa  projection 
provisoire  : on  orientera  la  feuille  do  papier  suivant  ces  lignes  ; 
on  élèvera  sur  le  plan  disposé  horizontalement,  un  style  vertical 
terminé  par  une  plaque  de  fer  noircie,  percée  d’un  petit  trou  à 
son  centre  m et  disposée  de  manière  à recevoir  à peu  près  per- 
pendiculairement le  rayon  du  midi  : on  projettera  le  centre  m 

12 
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en  m'  au  moyen  d’on  fil  à plomb;  du  point  m'  comme  centre,  on 
décrira  plusieurs  circonférences  no'n',  pop ' , etc.;  on  observera 
la  marche  du  soleil  un  peu  avant  et  un  peu  après  midi; on  divi- 
sera en  deux  parties  égales  chacune  des  portions  de  circonférences 
interceptées  par  la  courbe  produite  par  lo  spectre  solaire;  les 
points  milieux  o,o',o",  etc.,  et  m'  appartiendront  à la  méri- 
dienne. Si  l’opération  a été  faite  avec  soin,  ils  seront  exacte- 
ment en  ligne  droite;  sinon,  il  faudra  prendre  pour  trace  du  mé- 
ridien la  droite  qui  passera  le  mieux  possible  par  ces  points. 

Ceci  est  fondé  sur  ce  que  le  soleil  décrit  sensiblement  un  paral- 
lèle h l’équateur,  surtout  pendant  le  temps  que  dure  l’observa- 
tion. Soit  donc  m',  fig.  27,  le  point  de  station,  SjS^S’.S'",  les  po- 
sitions correspondantes  du  soleil  avant  et  après  midi.  Les  rayons 
Sp,S//p'.S'n,S",n/  feront  des  angles  respectivement  égaux  avec 
le  méridien;  par  conséquent  les  arcs  no' ,n'o'  seront  égaux  ainsi 
que  po" ,p'o".  Ce  genre  d’opération  est  plus  exact  vers  les  sol- 
stices qu’à  toute  autre  époque  de  l’année,  parce  qu’alors  la  dé- 
clinaison est  la  plus  petite. 

93.  S’il  était  nécessaire,  pour  avoir  plus  de  précision,  de  tenir 
compte  de  la  déclinaison  diurne  du  soleil,  on  opérerait  ainsi  qu’il 
suit  : soit  R,  fig.  28,  le  point  de  station,  on  s'oriente  sur  RP  dont 
la  trace  rp  sur  le  papier  doit  servir  do  ligne  de  repère. 

On  observe  avec  la  lunette  d'une  alidade,  garnie  d’un  verre 
noirci,  le  lover  L et  le  coucher  C du  soleil  le  môme  jour  et  l’on 
marque  les  projections  de  ces  directions  sur  le  papier. 

Par  la  raison  indiquée  au  paragraphe  précédent,  et  abstraction 
faite  delà  déclinaison,  le  méridien  devrait  partager  l'angle  LRC 
en  deux  parties  égales.  Soit  donc  Rtn  la  ligne  qui  satisfait  à cette 
condition.  Pour  la  durée  d’un  jour,  la  déclinaison  est  assez  sen- 
sible : en  sorte  que  réellement,  l’angle  que  fait  la  vraie  méri- 
dienne avec  RC  est  plus  petit  que  celle  quelle  fait  avec  RL. 
(Nous  supposons  que  le  soleil  se  dirige  du  solstice  d’été  à celui 
d’hiver.) 

La  ligne  Rm  est  donc  un  peu  trop  orientale  ; mais,  si  l’on  com- 
bine le  coucher  C avec  le  lever  L'  du  lendemain  plus  tardif  que 
celui  de  la  veille,  la  ligne  Rm  qui  partagera  en  deux  parties 
égales  l’angle  CRL'  sera,  par  une  raison  contraire,  trop  occiden- 
tale. Donc,  en  prenant  une  direction  moyenne  RM,  elle  sera  très- 
sensiblement  la  méridienne. 

Quand,  par  l’une  ou  l’autre  de  ces  méthodes,  on  a obtenu  la 
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projection  de  la  méridienne  sur  le  papier,  il  faut  mesurèr  l'angle 
qu’elle  fait  avec  l'un  des  côtés  du  cadre;  faire  sur  rp,  fig.  29,  un 
angle  égal,  cl  quand  ensuite  on  aura  tourné  le  plan  de  manière 
que  cette  nouvelle  direction  soit  dans  le  plan  vertical  de  RP, 
alors  le  côté  du  cadre  dont  il  vient  d’être  mention  sera  dirigé 
suivant  le  méridien  du  lieu. 


CHAPITRE  III. 

DIFFÉRENTS  MODES  DE  LEVER. 

9'».  Un  triangle,  dans  lequel  on  connaît  d’avance  un  côté,  peu 
être  construit  de  trois  manières  : 

1“  En  observant  les  angles  adjacents  au  côté  connu,  ou  mieux 
les  trois  pour  qu'il  y ait  vérification  ; 

2°  En  observant  un  angle  et  mesurant  un  côté  ; 

3°  Enfin  en  mesurant  les  deux  autres  côtés. 

Ces  trois  manières  de  procéder  donnent  naissance  à trois  mé- 
thodes distinctes  : 

1 ’ Levées  au  goniomètre  ou  au  goniographe  seulement  ; 

2°  Levées  dans  lesquelles,  à l’emploi  de  cet  instrument,  on 
ajoute  celui  de  la  chaîne  ; 

3"  Levées  pour  lesquelles  on  se  sert  de  la  chaîne  seule. 

Nous  allons  passer  en  revue  ces  trois  méthodes,  et  donner  en 
mémo  temps  la  description  et  indiquer  l’usage  des  instruments 
dont  on  se  sert. 

95.  Planchette  et  alidade.  Nous  no  séparerons  pas  ces  deux  in- 
struments qui  ne  peuvent  servir  que  simultanément,  et  nous  n'en- 
trerons pas  dans  de  longs  détails  descriptifs  de  construction,  per- 
suadés qu'ils  fatiguent  le  lecteur  et  lui  apprennent  beaucoup 
moins  que  la  simple  vue  de  l'instrument. 

Relativement  à la  planchette,  nous  nous  bornerous  à dire  qu'elle 
se  compose  de  trois  parties  distinctes  : la  table  sur  laquelle  on 
colle  le  papier  ; le  genou,  dont  le  mécanisme  permet  de  mettre  la 
table  dans  un  plan  horizontal,  puis  de  la  faire  mouvoir  dans  ce 
plan  -,  enfin  le  trépied,  qui  est  la  réunion  de  trois  pieds  fixés  par 
des  charnières  à une  tige  solide  qui  supporte  le  genou. 

Cet  instrument  n'est  soumis  à aucune  vérification  : il  sera  d'au- 


Digitized  by  Google 


TOPOdOAI’IIIE. 


92 

laul  plus  parfait  qu'il  réunira  la  légèreté  à la  solidité.  Il  ne  faut 
pourtant  pas  balancer  sacrifier  la  première  condition  à la  se- 
conde, car  les  désorientations  produites  par  le  peu  de  stabilité 
do  la  planchette  jettent  dans  de  grands  embarras  et  occasionnent 
parfois  une  perte  de  temps  considérable. 

L'alidade  est  un  instrument  au  moyen  duquel  on  trouve,  sur 
un  plan,  la  trace  d’un  autre  plan  perpendiculaire  au  premier. 
Elle  se  compose  d’une  règle  de  cuivre  AB  {fig.  30)  de  trois  ou 
quatre  décimètres  de  longueur,  d’une  lunette  CD  pouvant  pivo- 
ter autour  d'un  axe  E parallèle  au  plan  de  la  règle,  perpendicu- 
laire b sa  longueur  et  qui  lui  est  attachée  par  une  tige  EF. 

La  lunette  est  composée  d’un  objectif  D,  d’un  oculaire  C avec 
son  tirage,  et  d’un  réticule  rr1  garni  aussi  de  son  tirage;  de  telle 
sorte  qu’on  peut  amener  d’abord  le  réticule  un  peu  en  deçà 
du  foyer  do  l’oculaire,  puis  tirer  ou  rentrer  ensemble  l’oculaire  et 
le  réticule  jusqu’à  ce  que  celui-ci  soit  précisément  au  foyer  de 
l'objectif.  (Livre  IV,  § 280). 

Pour  opérer  exactement  avec  l'alidade,  il  faut  que  la  ligue 
tracée  au  crayon  1e  long  de  la  règlo  sur  le  papier  tendu  sur  la 
planchette,  soit  la  trace  du  plan  vertical  passant  par  le  rayon  vi- 
suel déterminé  par  l'axe  optique.  Il  est  donc  nécessaire,  avant 
d'en  faire  usage,  de  s’assurer  : 1°  que  l'axe  optique  de  la  lunette 
est  perpendiculaire  à l'axe  de  rotation,  pour  pouvoir  décrire, 
dans  le  mouvement  qu’on  lui  imprime,  un  plan  et  non  une  sur- 
face conique  ; 2°  que  ce  plan  (dit  do  collimation)  passe  par  celui 
des  deux  côtés  de  la  règle  que  l'on  nomme  ligne  de  foi.  Ces  diffé- 
rentes conditions  exigent  que  l’axe  de  rotation  soit  parallèle  au 
plan  de  la  règle  et  perpendiculaire  à la  ligne  de  foi. 

Pour  s’assurer  qu'il  en  est  ainsi,  on  vise  un  point  éloigné  V, 
fig.  31.  On  trace  au  crayon,  sur  le  papier,  la  ligne  déterminée 
par  la  règle  AB;  on  fait  tourner  la  lunette  de  200*  autour  de 
son  axe  optique  CD,  après  toutefois  avoir  démonté  la  vis  qui  la 
retenait;  puis,  dans  celte  nouvelle  position,  les  extrémités  E,E' 
do  la  douille  traversée  par  l’axe  de  rotation  ont  pris  la  position 
l’une  de  l’autre  : l’angle  I)OE  vient  en  E'OD',  et  alors  si  l’on  ne 
trouve  plus  V à la  croisée  des  fils,  l’angle  DOD'  est  le  double  de 
la  correction  qui  se  fait  au  moyen  du  réticule.  Deux  petites  vis, 
placées  à droite  et  à gauche,  permettent,  en  serrant  l’une  et  en 
desserrant  l’autre,  de  lui  donner  un  mouvement  de  translation 
du  côté  qui  convient  pour  détruire  l’erreur.  On  s’assure  en  môme 
temps  de  la  verticalité  de  l’un  des  fils,  en  examinant  si  la  lunette 
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levée  ou  abaissée,  l'objet  V est  toujours  masqué  par  le  fil,  ou 
bien  en  le  dirigant  sur  l’aréle  d'un  bâtiment.  C’est  encore  au 
moyen  du  réticule,  et  en  le  tournant  autour  do  Taxe  optique, 
que  l’on  effectue  cette  seconde  correction. 

Si  la  construction  delïnstrument  le  permet,  ce  qu’il  y a de  plus 
simple  à faire  est  de  retourner , après  la  première  ligne  tracée, 
l'alidade  bout  pour  bout,  puis  de  ramener  vers  soi  l’oculaire  qui, 
dans  ce  mouvement,  aurait  été  transporté  à la  place  qu’occupait 
l’objectif  : le  reste  de  l'opération  comme  ci-dessus. 

Quant  à ce  que  la  ligne  de  foi  soit  située  dans  le  plan  vertical 
décrit  par  l’axe  optique  de  la  lunette,  il  faut,  pour  s’en  assurer, 
avoir  d’avance  la  projection  sur  la  planchette  d’une  ligne  du  ter- 
rain, ce  qui  revient  à connaître  son  azimulh  ou  l’angle  qu’elle 
fait  avec  le  méridien.  Orienter  par  tout  autre  moyen  que  l’em- 
ploi de  l’alidade  : par  exemple,  avec  le  déclinatoire  dont  nous 
parlerons  bientôt,  ou  en  traçant  une  méridienne;  placer  la  ligne 
de  foi  sur  la  projection  donnée  et  voir  si  la  croisée  des  fils  couvre 
le  point  situé  à l’extrémité  de  la  ligne,  ou  plutôt  viser  ce  point 
et  s'assurer  que  la  ligne  do  foi  coïncide  avec  la  projection,  ou 
reconnaître  de  combien  elle  en  diffère. 

On  conçoit  au  surplus  que  cette  condition  ne  soit  pas  indispen- 
sable : et  en  effet,  lorsqu’à  chaque  station  l’on  aura  décliné  la 
planchette  en  dirigeant  la  lunette  sur  un  point  du  terrain,  la  ligne 
qui,  sur  le  papier,  est  la  projection  de  cette  direction,  formera 
toujours  le  môme  angle  avec  la  Irace  du  plan  vertical  passant  par 
l’axe  optique.  Par  conséquent,  toutes  les  lignes  tracées  sur  le  pa- 
pier seront  respectivement  inclinées  entre  elles,  comme  leurs 
homologues  du  terrain,  fig.  32. 

L'alidade  que  nous  venons  de  décrire  est  la  plus  parfaite  : on  en 
construit  do  plus  simples,  composées  d’une  règle  aux  extrémités 
de  laquelle  s’élèvent,  à angle  droit,  deux  pinules  de  la  forme  N, N’ , 
fa.  34  (*). 


(*)  Ce  «oui  des  plaques  en  cuivre  évidées.  Dans  l’une,  une  fente  très  étroite  sur- 
monte un  vide  rectangulaire  divisé  par  un  crin  filé  sur  le  prolongement  de  la  fente 
supérieure.  L’aulrc  pinnle  présente  les  mêmes  ouvertures  placées  différemment,  c'est 
i-dirc  que  la  fenlc  étroite  est  au-dessous  du  châssis  partagé  par  le  crin. 

Quelle  que  soit  la  pinule  auprès  de  laquelle  on  place  l'œil,  il  faut  qu'il  regarde  par 
la  tente  étroite  ; c'est  en  quelque  sorte  l'oculaire,  et  le  crin  placé  dans  l'autre  pinule 
détermine  le  plan  vertical  qui  passe  par  l’œil  et  par  l'objet  visé,  et  doul  la  trace  doit 
se  confondre  avec  l’un  des  côtés  de  la  règle  do  l’alidade  Ce  côté  AB  se  désigne  sous  le 
uom  de  ligne  de  foi.  « 
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On  fait  aussi  des  alidades  en  bois,  dans  lesquelles  la  lunette 
est  remplacée  par  un  parallèlipipède  percé  d’un  trou  longitudinal. 
Une  visière  tient  lieu  d’oculairo  et,  à la  place  de  l'objectif,  se 
trouvent  des  fils  croisés. 

96.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  construction  et 
le  mouvement  de  la  planchette  et  de  l’alidade,  rien  n’est  plus  fa- 
cile que  do  relever  un  angle  au  moyen  de  ces  deux  instruments. 

On  se  met  en  station  : on  dispose  la  tablette  horizontalement, 
parce  que  sans  cela  les  traces  que  l'on  obtiendrait  sur  son  plan  in  • 
cliné  ne  mesureraient  pas  l’angle  dièdre  formé  par  les  plans  ver- 
ticaux qui  passent  par  le  point  de  station  et  les  deux  objets  visés. 

On  place  la  ligne  de  foi  sur  la  projection  a de  la  station  A ; on 
la  fait  pivoter  à l'entour,  jusqu’à  ce  qu’elle  couvre  ab,  puis  on 
tourne  la  tablette  jusqu’à  ce  qu'on  aperçoive  B à l’intersection 
des  fils.  Fixant  alors  le  mouvement  horizontal,  la  planchette  sera 
orientée.  On  fera  de  nouveau  pivoter  la  ligne  de  foi  autour  de  a, 
jusqu'à  ce  que  l’on  aperçoive  le  second  point  de  mire  C,  et  l’on 
tracera  ac.  On  aura  déterminé  ainsi  graphiquement  l’angle  formé 
par  les  deux  directions  AB  et  AG. 

Il  est  très-essentipl  de  tracer  ces  lignes  dans  toute  la  longueur 
de  la  règle,  ou  du  moins  d’indiquer  leurs  amorces  sur  les  marges 
en  dehors  du  cadre,  car  ces  lignes  peuvent  servir  plus  tard  à orien- 
ter le  plan,  et  cette  opération  ne  serait  faite  qu’avec  une  approxi- 
mation grossière,  si  elle  n'était  fondée  que  sur  la  coïncidence  de 
la  règle  de  l'alidade  et  d'une  ligne  trop  courte. 

n n’est  pas  nécessaire  que  la  projection  a soit  exactement  sur 
la  verticale  de  A ; s'en  écartât-elle  d’un  décimètre,  il  faudrait  que 
l’on  opérât  à une  bien  grande  échelle,  pour  que  cette  erreur  fût 
appréciable  sur  le  plan. 

91.  Levée»  à la  planchette.  Occupons-nous  actuellement  de  la 
résolution  des  triangles  en  n’employant  que  la  planchette  et  l’ali- 
dade, et  disons  d'abord,  une  fois  pour  toutes,  que  nous  désignons 
par  de  petites  lettres,  les  projections  des  points  du  terrain  aux- 
quels nous  affectons  les  grandes  lettres  correspondantes. 

On  donne  les  deux  points  de  repère  It,r  ; P,p  ; on  demande  d’eu 
déterminer  un  troisième.  Il  se  présente  ici  quatre  cas  distincts. 

1°  On  peut  stationner  en  R et  P.  Ces  doux  points  sont  visibles 
l'un  de  l'autre,  et  de  chacun  d'eux  l'on  voit  X point  cherché. 
Dans  cette  hypothèse,  on  va  stationner  en  R où  l’on  s’oriente  sur  P, 
puis  on  trace  la  projection  de  RX  : on  se  transporte  en  P où  l’on 
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opère  de  la  mémo  manière.  L'intersection  des  deux  droites  rx,px 
ainsi  obtenue,  est  évidemment  la  projection  cherchée  de  X.  Cette 
manière  de  procéder  se  désigne  sous  le  nom  de  méthode  d'inter- 
eection. 

2°  On  peut  aborder  en  II  et  X,  mais  pas  en  P,  et  les  points  sonl 
toujours  supposés  visibles  l’un  de  l’autre.  On  stationne  en  11, 
fig.  35.  On  s'oriente  sur  P et  rayonne  sur  X : On  se  transporte 
en  X dont  on  fait  coïncider  la  verticale  avec  un  point  x'  de  la 
direction  tracée  de  H sur  X el  l’on  se  décline  sur  H : on  trace  i P 
et  par  p on  mène  px  parallèle  à x'P,  le  point#  dfe  rencontre  de 
celte  droite  avec  rx'  est  le  point  cherché.  En  effet,  si  l’on  place  x 
dans  la  verticale  de  X et  si  l'on  s’oriente  toujours  surRX,  la 
ligne  xp  est  dans  le  plan  vertical  de  XP. 

Cette  méthode  est  celle  de  recoupement.  A moins  que  l’échelle 
h laquelle  on  lève  no  soit  extrêmement  grande,  on  peut  abréger 
l'opération  : car,  si  la  verticale  de  X avait  percé  tout  d’abord  en 
x,  on  n’aurait  eu  qu’à  mener  Pp  et  la  rencontre  avec  la  trace  de 
RX,eût  donné  le  point;  mais  la  verticale  deX  ne  peut  s’éloigner 
de  celle  de  x que  d’une  quantité  toujours  beaucoup  plus  petite 
que  ta  demi-diagonale  de  la  planchette,  distance  peu  appréciable 
aux  échelles  que  l’on  emploie  généralement.  Ainsi  donc,  on  se 
borne,  arrivé  enX,  h s’orienter  sur  R et  à faire  pivoter  l’alidade 
autour  de  p jusqu’à  ce  que  l’on  aperçoive  P.  L’intersection  de  la 
droite  que  l’on  trace  alors  avec  la  première  donne  x.  Cette  obser- 
vation pourra  s'appliquer  dorénavant  k tous  les  cas  semblables. 

3°  R et  P sont  supposés  inaccessibles,  mais  on  peut  stationner 
en  un  point  A de  leur  direction  ; X dont  on  veut  trouver  la  pro- 
jection, est  accessible,  et  de  ce  point  sont  visibles  K, P et  A,  fig.  36. 

On  stationne  en  A en  s’y  orientant  sur  RP  et  cherchant  le  point 
n'  ou  la  verticale  de  A rencontre  rp.  De  A a'  on  rayonne  sur  X, 
puis  s’y  transportant,  on  s’oriente  sur  AX,  après  avoir  fait  en  sorte 
que  la  verticale  de  X perce  le  plan  en  un  point  de  a'X.  On  trace 
les  deux  rayons  passant  par  Rr  et  Pp.  Le  point  d’intersection 
sera  la  projection  x cherchée.  Si  l’on  veut  avoir  aussi  celle  de  A, 
on  mène  par#  une  parallèle  ax  k a’X. 

4°  On  donne  les  deux  repères  Rr,  Pp  inaccessibles,  mais  visi- 
bles de  X,  fig.  37,  où  l’on  peut  stationnner.  On  cherche  un  qua- 
trième point  où  l’on  puisse  se  placer  et  duquel  on  voie  les  trois 
autres;  alors  on  construit  sur  la  feuille  un  quadrilatère  semblable 
k celui  du  terrain,  et  l’on  en  construit  un  égal  sur  rp.  Pour  cela, 
on  se  place  en  X dont  on  prend  une  projection  provisoire  et  arbi- 
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traire,  et  l'on  oriente  la  planchette  à peu  près,  car  on  n’a  pas  en- 
core de  moyen  de  le  faire  exactement,  ce  qui  n'est  au  surplus 
pas  nécessaire.  On  vise  It, P et  le  quatrième  point  V,  dont  on 
trace  les  directions  sur  le  papier.  H est  à remarquer  que  les  deux 
premières  ne  passent  pas  par  r et  p ; on  se  transporte  en  Y,  on  se 
décline  suivant  x'y'  et  l’on  vise  encore  K et  P de  y'  pris  à une 
distance  quelconque  de  x',  puisque  l'on  n'cmploio  pas  la  chaîne. 
Les  points  d intersection  déterminent  deux  sommets  r'  et  p’  d’un 
quadrilatère  dont  les  deux  autres  angles  sont  x'  et  y',  semblable 
à celui  que  forment  sur  le  terrain  R,P,X,Y  et  semblable  par  con- 
séquent aussi  h la  projection  cherchée.  Pour  construire  en  véri- 
table grandeur  et  position,  on  fait  en  r les  angles  prx,  pry  égaux 
à p'r'x1  ,p'r' y ',  et  l’on  agit  de  la  même  manière  à l'égard  de  p. 

98.  On  peut  tirer  parti  d’un  point  C ( fig . 37  bit)  dont  la  projec- 
tion serait  située  hors  de  la  marge  ; pour  cela,  avant  d’aller  sur  le 
terrain,  et  au  moyen  de  la  feuille  contiguë  qui  contient  la  projec- 
tion de  C,  on  trace  de  c vers  le  cadre  et  sous  un  angle  quelconque 
une  droite  que  l’on  prolonge  d’une  quantité  Ec'=Ec.  Si  ensuite, 
tandis  que  l’on  s’occupe  delà  levée,  on  veut  déterminer  la  posi- 
tion du  point  S où  l’on  se  trouve,  et  que  l’on  sait  déjà  devoir  être 
sur  une  direction  AB,  on  se  décline  au  moyen  de  cette  ligne,  on 
place  la  ligne  de  foi  de  l’alidade  sur  c’,  autour  duquel  on  la  fait 
pivoter  jusqu'à  ce  que  l’on  aperçoive  C dans  la  lunette,  on  trace 
cette  droite  jusqu’au  cadre  en  I);  on  prend  EF  = I)E;  par  F on 
mène  une  parallèle  à c'D  et  sa  rencontre  avec  AB  détermine  la 
projection  cherchée  * : en  effet,  le  triangle  EFe  que  l’on  peut 
imaginer,  sinon  construire,  est  égal  à EDc’  ; ainsi  la  parallèle  que 
l’on  a menée  passe  bien  par  la  projection  c : de  plus,  elle  passe 
comme  c D par  le  point  C du  terrain  : car  c' G est  sensiblement 
nul,  comparativement  h la  distance  ù laquelle  on  se  trouve  de  C ; 
donc  la  droite  «F  sur  le  papier  est  la  projection  de  son  homo- 
logue SC  sur  le  terrain,  donc  s est  le  point  cherché. 

Si  l’on  avait  plusieurs  points  semblables,  pas  de  ligne  AB,  mais 
un  déclinatoire,  s serait  encore  déterminé  par  l'intersection  des 
différentes  lignes  construites.  On  opérerait  également  à l’aide  de 
la  boussole.  Si  enfin  cE  était  trop  grand  pour  pouvoir  être  reporté 
et  contenu  dans  l'intérieur  du  cadre,  on  pourrait,  au  lieu  deEc', 
ne  prendre  que  Ec’’  qui  en  serait  la  moitié,  le  tiers, le  quart,  etc., 
mais  alors  EF  devrait  être  2,  3,4,  etc.,  fois  plus  grand  que  Erf. 

99.  On  peut  sc  proposer  de  déterminer  au  moyen  de  la  plan- 


Digitized  by  Google 


PLANIMÊTR1E.  — INSTRUMENTS. 


97 

chette,  la  projection  * d’un  point  S,  fig.  38,  connaissant  celles  de 
G,M,D  qui  sont  inaccessibles  ou  auxquels  on  ne  veut  pas  se 
transporter.  On  mesure  en  S les  angles  GSM,  MSD  et  l’on  fait  en 
g et  d deux  angles  agm,  bdm  qui  leur  sont  respectivement  égaux . 
Par  les  milieux  c,  e,  des  droites  gm,  md , on  élève  des  perpendi- 
culaires ; en  g et  d on  élève  aussi  des  perpendiculaires  à ga,  bd. 
Les  points  de  rencontre  O et  O'  sont  les  centres  de  deux  circonfé- 
rences qui  devront  se  couper  en  s : car  si  l’on  mène  sg,  sm,  sd,  les 
angles  gsm,  msd  seront  égaux  à agm,  mbd  comme  ayant  pour 
mesure  chacun  la  moitié  des  arcs  gm,  md.  (Legendre,  livre  II,  pro- 
positions 18  et  tô.) 

100.  Il  pourrait  arriver  que  les  quatre  points  fussent  situés  sur 
la  même  circonférence,  et  alors  le  problème  ne  serait  pas  résolu  ; 
ou  que  les  circonférences  se  coupassent  sous  un  angle  très-aigu. 
Dans  ce  dernier  cas,  il  y aurait  incertitude  dans  le  choix  précis 
de  leur  point  d’intersection,  si  l’on  ne  faisait  attention  que,  dans 
un  cercle,  un  rayon  abaissé  sur  le  milieu  d’une  corde  lui  est  per- 
pendiculaire. Il  résulte  de  cette  observation  que  la  ligne  qui  passe 
par  les  deux  centres  O et  O'  est  perpendiculaire  à la  corde  sm  et 
que  sK  = Km.  Si  donc,  après  avoir  uni  les  centres  trouvés,  on 
mène  par  m la  ligne  Sm  perpendiculairement  à 00'  et  si  l’on 
prend  *K=  Km,  le  point  s sera  bien  la  projection  cherchée.  On 
peut  aussi  calculer  les  longueurs  des  rayons,  au  lieu  d’employer  la 
construction  graphique,  puisque  l’angle  goc  est  égal  U a : or,  dans 
le  triangle  rectangle  goc,  on  a 

go=—sc-  ■ ce  qui  revient  à B=«— gm— 

sin  .goc  n t.  sid.  i 

101.  On  peut  résoudre  le  même  problème  à l’aide  d’une  seule 
circonférence  : mais  cette  solution,  pour  offrir  plus  d’exactitude, 
exige  que  M soit  en  deçà  de  la  ligne  GU  par  rapport  à S,  fig.  39. 
Placé  en  S sur  le  terrain,  on  tourne  la  planchette  de  telle  ma- 
nière que  g étant  dans  la  verticale  de  S,  le  côté  gd  du  plan  soit 
dans  le  plan  vertical  de  SD  du  terrain.  Faisant  ensuite  pivoter 
l’alidade  autour  de  g,  on  la  dirige  vers  M et  l'on  trace  la  ligne  gm'; 
l’angle  m'gd  est  alors  égal  à MSD.  On  tourne  de  nouveau  la  plan- 
chette jusqu'à  ce  que  la  même  droite  dg  prenne  la  direction  SG  ; 
d étant  sur  la  verticale  de  S,  on  vise  le  point  M comme  précé- 
demment, et  l’on  trace  dm' , de  sorte  que  gdm'  = GSM.  Par  les 
trois  points  m',rf,on  fait  passer  une  circonférence  ; parmetm', 

13 


Digitized  by  Google 


TOrOGRAPIIIE. 


96 

une  droite  dont  la  rencontre  avec  la  circonférence  détermine  la' 
projection  s de  S où  l'on  est  placé  sur  le  terrain.  En  effet,  les  an- 
gles dgm' , gdm,  sont  bien  égaux  aux  angles  que  forment  entre 
eux  les  trois  rayons  visuels,  et  puisque  dsm,  gsm  leur  sont  égaux 
comme  inscrits  dans  les  mêmes  segments  de  cercle,  il  s'ensuit  que 
s satisfait  aux  conditions  du  problème  : de  plus,  il  y satisfait  seul, 
car  pour  tout  autre  point,  *'  par  exemple,  l'angle  total  gs'd  est 
bien  toujours  le  même  et  égal  à GSD,  mais  chacune  de  ses  par- 
ties diffère  de  l'angle  partiel  correspondant  du  terrain  GSM  ou 
DSM  : l'un  augmente  quand  l'autre  diminue. 

On  peut  ajouter  qu'en  vertu  de  la  solution  précédente,  la  pro- 
jection du  point  cherché  est  l’une  des  intersections  de  deux  cir- 
fércnces  construites  sur  GM',  DM'  et  que  M'  est  l'autre;  donc 
évidemment,  puisqu'un  seul  point  doit  résoudre  le  problème,  s est 
ce  point. 

Nous  avons  dit  que  cette  méthode  convenait  dans  le  cas  parti- 
culier où  M est  en  deçà  de  DG  par  rapport  à S : s’il  en  était  au- 
trement, les  deux  points  m et  m', situés  tous  deux  du  même  côté  et 
conséquemment  trop  voisins  l’un  de  l’autre,  détermineraientd’uno 
manière  peu  certaine  la  position  de  la  droite  m'ms. 

11  existe  une  solution  de  ce  problème  basée  sur  la  trigonomé- 
trie. Elle  trouvera  sa  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la 
géodésie,  § 410. 

102.  Le  même  problème  peut  so  résoudre  par  un  tâtonnement 
quelquefois  assez  prompt.  Soient  a,b,c  les  projections  6ur  le  plan 
des  trois  points  du  terrain  A,B,C,  fig.  40.  On  veut  déterminer  S 
où  l’on  se  trouve;  on  oriente  à peu  près  la  planchette;  par  A,B,C 
et  leurs  projections,  on  fait  passer  trois  droites  qui  viennent  se 
couper  suivant  un  triangle  a[iy.  Si  le  plan  était  bien  orienté,  les 
trois  lignes  se  couperaient  en  un  mémo  points,  projection  de  S. 

11  faut  donc  faire  un  peu  pivoter  la  planchette  dans  le  sens  con- 
venable, pour  que  les  trois  rayons  forment,  par  leurs  nouvelles 
intersections,  un  triangle  a'P'y'  plus  petit  que  le  premier.  On 
continue  à procéder  de  la  sorte  jusqu'à  ce  qu’on  trouve  un  tri- 
angle a"'j3’'y",  sensiblement  réduit  à un  point.  Il  est  à remar- 
quer que,  dans  les  différentes  positions,  les  angles  a,  a1,  a ", 
formés  parles  directions  prises  sur  A et  C sont  les  mêmes;  ils  ont 
donc  une  mesure  commune  qui  est  la  moitié  de  l'arc  passant  par 
A et  C et  appartenant  à une  circonférence  sur  laquelle  ils  sont 
toussitués.  Le  même  raisonnement  s'applique  à P,  P',  P',  P,;',  d’une 
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part,  et  à y,  y',  y",  y"',  de  l'autre.  Donc  le  point  s,  qui  est  à la  fois 
p’  ' , y'11,  appartient  aux  trois  circonférences,  c’est-à-dire  est 
leur  .point  d'intersection.  Si  l’on  construisait  ces  circonférences, 
on  rentrerait  dans  la  première  méthode  qne  nous  avons  indi- 
quée. C’est  pour  éviter  cetto  construction  que  l’on  opère  par  tâ- 
tonnement. 

103.  Nous  plaçons  ici  une  nouvelle  solution  graphique  qui 
nous  a été  communiquée  par  notre  collègue  lo  chef  d’escadron 
Poudra,  professeur  de  géomélrie  descriptive  à l'Ecole  d'état- 
major.  Nous  avons  cherché  une  explication  du  principe  sur  le- 
quel est  fondée  cette  solution  : c’est  celle  que  nous  donnons  plus 
bas,  non,  que  nous  la  croyons  meilleure  que  la  sienne,  tant  s’en 
faut , mais  parce  que  nous  paraissant  suffisante,  nous  n’avons  pas 
voulu  abuser  de  son  obligeance  en  le  priant  de  nous  communi- 
quer sa  démonstration. 

Lorsqu'après  avoir  orienté  la  planchette  de  deux  manières 
différentes  et  toujours  arbitrairement,  on  a obtenu  deux  trian- 
gles ajîy,  a’p’f 1 ( planche  XIX,  fig.  3).  On  mène  une  parallèle  à la 
droite  mPy  à une  distance  égale  à py.  O11  fait  de  même  par  rap- 
port à P'y'  •,  les  deux  lignes  ainsi  tracées  se  rencontrent  en  un 
point  V.  On  joint  V et  m par  une  droite  qui  doit  passer  par  S. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  «p  et  «'p',  ainsi  que 
pour  et  a'y',  on  obtient  deux  nouveaux  points  V'  et  V"  par  les 
intersections  do  ces  deux  couples  de  ligues.  On  joint  le  premier  à 
d,  le  second  à g,  et  l’on  a ainsi  deux  autres  lieux  géométriques 
de  s,  qui  se  trouve  donc  à la  rencontre  des  trois  droites  mV, 
d\',  gV». 

Il  s'agit  de  prouver  que  c’est  bien  sur  chacune  de  ces  trois 
lignes  que  tombe  la  projection  cherchée  s. 

Pour  cela,  il  faut  faire  voir  d'abord  qu'elles  doivent  partager 
les  angles  que  forment  entre  elles  les  lignes  correspondantes  des 
deux  premières  opérations,  de  telle  sorte  que  les  sinüs  des  deux 
parties  de  l’angle  subdivisé  soient  dans  le  môme  rapport  que  les 
côtés  homologues  des  deux  triangles  semblables  aPy,  a'p'y'.  Ainsi, 
par  exemple,  les  2 lignes  y$m,  P'y'm  se  confondront  évidemment 
lorsque  les  côtés  py,  P 'y'  se  réduiront  à un  6cul  et  même  point  s, 
c’est-à-dire  quand  le  problèrnp  sera  résolu. 

Soit  en  effet  un  angle  ABC  ( planche  XIX,  f\g.  i)  partagé  dans 
un  rapport  quelconque  p : q par  une  droite  BD.  Si,  par  un  point  E, 
F,  G ou  tout  autre  de  celte  ligne,  on  en  mène  deux  respectivc- 
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meut  parallèles  aux  côtés  AB  et  BC  de  l'angle  donné,  leurs  di- 
stances à ces  deux  côtés  seront  entre  elles  comme  les  sinus  des 
sections  p et  q de  l'angle.  Pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  tracer 
de  B comme  centre  et  d’un  rayon  quelconque  BF,  un  arc  de  cercle 
HF1  dont  les  deux  segments  HF,  FI  mesurent  les  angles  ABD, 
CBD  et  d'abaisser  les  perpendiculaires  FK,  FL  sinus  des  angles 
partiels  qui  mesurent  en  môme  temps  les  distances  des  parallèles 
AB,  MF,  CB,  NF. 

Il  résulte  do  là  que  la  droite  BD  est  le  lieu  géométrique  des 
sommets  de  tous  les  angles  égaux  à ABC,  formés  par  des  droites 
respectivement  parallèles  à AB  et  BC,  et  distantes  de  ces  lignes 
dans  le  rapport  des  sinus  des  angles  partiels. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  ce  rapport  est  connu;  car  il  est 
le  même  que  celui  des  deux  lignes  py,  P'y'  puis  dos  deux  au- 
tres afl,  a'p',  et  enfin  de  *y  et  a’y'. 

Cela  posé,  il  devient  évident  que  si  l’on  trouve  un  seul  point 
de  chacune  des  bissextriccs  des  3 angles  dont  les  sommets  sont  en 
d,m  et  g,  elles  seront  déterminées  puisque  chacunes  d’elles  passe 
aussi  par  chacun  des  points  que  nous  venons  de  désigner. 

Or  c’est  ce  que  fournit  précisément  le  procédé  du  comman- 
dant Poudra,  lorsqu’il  construit  les  sommets  V,  V/  et  V"  de  trois 
angles  dont  les  côtés  sont  respectivement  parallèles,  pour  le  pre- 
mier, à py  et  pV;  à «p  et  a<p'  pour  le  second,  et  h »y,  «Y  pour 
l'autre;  et  que  d'ailleurs  ils  en  sont  à des  distances  exactement 
égales  à ces  mêmes  côtés. 

Il  est  presque  superflu  d’ajouter  que  la  construction  serait 
aussi  bonne  si,  au  lieu  de  distances  égales,  on  prenait  des  mul- 
tiples ou  sous-multiples,  puisqu'ils  conserveraient  entre  eux  le 
même  rapport  et  que  par  conséquent  les  intersections  des  nou- 
velles parallèles  appartiendraient  toujours  aux  droites  cher- 
chées. 

Ces  3 ligues  qui,  par  leur  intersection  unique,  déterminent  », 
sont  tangentes  aux  segments  capables  des  angles  dsm,  gsm,  gsd. 
Si  les  positions  arbitraires  que  l'on  a données  à la  planchette  ont 
donné  naissance  aux  triangles  opy,  a'p'y'  très-voisins,  et  par  con- 
séquent fort  petits,  on  peut  considérer  les  tangentes  comme  se 
confondant  avec  les  petits  arcs  «a1  pp'  yy'  et  abréger  encore  1 o- 
péralion,  en  se  bornant  à joindre, *par  des  droites,  les  points  « et 
p et  P',  y et  y'. 

Nous  avions  trouvé  la  démonstration  qu’on  vient  de  lire,  lors- 
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que  le  commandant  Poudra  voulut  bien  nous  indiquer  sur  quels 
principes  est  fondée  la  sienne.  En  la  plaçant  ici  sous  une  forme 
et  dans  des  termes  qui  n’engagent  pas  sa  responsabilité,  puisqu’ils 
nous  sont  tout  personnels,  nous  laissons  subsister  celle  que  nous 
avions  trouvée  et  qui,  moins  rigoureuse,  nous  le  reconnaissons, 
est  peut-être  plus  facile  à retenir. 

La  démonstration  que  nous  allons  donner  repose  sur  plusieurs 
petits  théorèmes  qui  s'enchaînent  assez  naturellement  : 1°  deux 
circonférences  1/5 g.  5,  planche  XIX)  se  coupant  en  «»  et  en  s;  si 
• par  l'un  de  ces  points,  m,  par  exemple,  on  mène  un  nombre 
quelconque  de  sécantes  communesàces  circonférences,  telles  que 
• mA,mA'  : la  première  les  coupant  en  A et  B,  la  seconde  en  A'  et 

B'  : Si  l’on  unit  ensuite  l’autre  extrémité  t de  la  droite  tm  avec  A 
et  B,  puis  avec  A'  et  B',  les  angles  A*B,  A'*B'  seront  égaux,  puis- 
que les  2 triangles  désignés  par  ces  mêmes  lettres  ont  leurs  deux 
autres  angles  respectivement  égaux.  En  effet,  les  angles  «Bm, 
Æ'm  le  sont,  comme  s’appuyant  sur  le  même  segment  de  circon- 
férence : ils  ont  l’un  et  l’autre  pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  tgm 
compris  entre  leurs  côtés.  Par  suite,  leurs  suppléments  SBA,  SB'A' 
sont  égaux  aussi. 

’ _ Par  un  motif  analogue,  «Am  = sA'm.  Donc  les  troisièmes  an- 

gles des  triangles  dont  il  s'agit  sont  égaux. 

Ceci  posé,  remarquons  que  le  point  *,  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion, est  dans  les  mêmes  conditions  que  celui  qui,  sous  cette  dé- 
nomination aussi,  représente,  dans  la  figure  précédente  et  dans 
les  fig.  G et  6 bit,  la  projection  cherchée  de  la  station  où  l’on 
opère.  Quant  aux  lignes  AB  et  A'B',  leur  rôle  est  identique  avec 
celui  des  couples  <*(3  et  a’p' , af  et  a'y',  Py  et  p'ï'.  Ainsi  donc,  il  est 
démontré  que  les  angles  qui,  ayant  leur  sommet  commun  en  t, 
s'appuient  sur  les  côtés  homologues  des  deux  triangles,  sont 
P égaux. 

2°  Si  l'on  joint  le  point  * à p et  Y dans  l’un  des  triangles,  puis 
h P'  et  Y'  dans  l’autre,  on  formera  ainsi  des  quadrilatères  sem- 
blables par  la  raison,  comme  il  est  facile  do  le  voir,  qu’ils  ont 
tous  leurs  angles  égaux  chacun  à chacun.  La  fig.  5,  planche  XIX, 
l’indique  au  moyen  d’arcs  qui,  par  la  manière  dont  ils  sont 
figurés,  évitent  d’en  dire  davantage. 

Les  quadrilatères  étant  semblables,  les  triangles  en  lesquels  on 
peut  les  subdiviser  le  sont  aussi.  Il  y a donc  similitude  entre  s Py 
et  «P7 y',  de  sorte  que  si  l’on  abaisse  du  point  t et  sur  les  côtés  Py 
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et  py  des  perpendiculaires  SD,  SD'  ; elles  représenteront  les 
hauteurs  qui,  dans  ce  cas  et  comme  on  sait,  sont  proportionnelles 
aux  liases. 

Tel  est  le  motif  pour  lequel  on  a tracé  dans  la  solution  gra- 
phique deux  droites  parallèles  aux  bases,  à des  distances  égales 
ou  proportionnelles  à ces  bases.  Le  point  de  rencontre  uni  à m a 
donné  une  droite  qui  jouit,  comme  nous  l avons  précédemment 
énoncé  en  d’autres  termes,  de  cette  propriété  qu’en  abaissant  des 
perpendiculaires  de  l’un  quelconque  de  ses  points,  leurs  longueurs 
sont  proportionnelles  aux  côtés  j3y,  Py . 

Le  même  raisonnement  et  la  même  construction,  appliqués  aux 
deux  autres  couples  de  lignes  homologues,  fournissent  deux  nou- 
velles droites  sur  lesquelles  se  doit  trouver  également  le  point  s. 
Il  est  donc  à leur  commune  intersection. 

104.  Il  est  enfin  une  dernière  méthode,  qui  consiste  h se  ser- 
vir d’un  papier  à calque.  On  l'applique  sur  la  planchette;  on  y 
marque  le  point  » où  le  percerait  la  verticale  du  lieu.  Par  ce 
point,  on  trace  «A,  sB,  sC;  on  fait  ensuite  tourner  le  papier 
transparent  jusqu’à  ce  que  les  trois  directions  qui  y sont  tracées 
passent  respectivement  par  a,b,c,  puis  alors  on  pique  le  point  t 
sur  la  feuille.  Ce  procédé,  quand  il  est  employé  avec  soin,  est 
tout  aussi  rigoureux  et  beaucoup  plus  expéditif  que  les  précé- 
dents. Il  est  nécessaire  cependant  que  les  trois  rayons  ne  forment 
pas  entre  eux  des  angles  trop  aigus. 

105.  Graphomitre.  Nous  allons  commencer  la  description  des 
goniomètres  par  celle  du  graphomètre.  Cet  instrument  se  com- 
pose d’un  demi-cercle  (fig-  41)  gradué  en  180  ou  200‘,  portant  des 
pinnules  aux  extrémités  de  son  diamètre  et  d’une  alidade  mobile 
autour  de  son  centre  et  garnie  aussi  de  deux  pinnules.  L’instru- 
ment roule  sur  un  genou  attaché  à un  pied.  On  place  le  limbe 
dans  le  plan  des  objets;  on  ajuste  les  deux  pinnules  du  diamètre 
sur  l’objet  de  droite  en  supposant  que  les  divisions  soient  mar- 
quées de  gauche  à droite  : on  vise  l’objet  de  gauche  avec  l’alidade 
mobile,  et  l’angle  compris  est  l’angle  cherché. 

Pour  vérifier  cet  instrument,  il  faut  voir  si  le  zéro  de  l’alidade 
mobile  coïhcide  parfaitement  avec  le  zéro  origine  des  gradua- 
tions, lorsque  les  fils  des  quatre  pinnules  sont  dans  le  même  plan 
vertical.  Si  cette  condition  n’a  pas  lieu,  il  faut  ajouter  à chaque 
angle  ou  en  retrancher  l’erreur  de  collimation.  On  pourrait  en- 
core commencer  par  faire  coïncider  les  deux  zéros  et  voir  si  les 
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fils  sont  bien  dans  le  même  plan  Vertical,  mais  la  première  mar- 
che est  préférable,  puisque,  s'il  y a erreur,  on  en  lit  immédiate- 
ment l'expression. 

Si  l'alidade  mobile  pivotait  autour  d'un  point  qui  ne  fût 
pas  le  centre  du  limbe,  cette  imperfection  serait  la  cause  d’une 
erreur  véritable  de  lecture.  Elle  serait  nulle  dans  la  circonstance 
particulière  où  l'axe  de  l'alidade  mobile  passerait  par  le  centre, 
et  la  plus  grande  possible  quand  cet  axe  serait  dans  une  direction 
perpendiculaire  à la  ligne  passant  par  le  centre  et  par  le  pivot  ; 
la  distance  de  ces  deux  points  serait  sensiblement  égale  au  maxi- 
mum d’erreur.  Au  surplus,  on  pourra  toujours,  pour  une  position 
quelconque  de  l’alidade,  apprécier  l’erreur  en  dirigeant  deux  fois 
l'alidade  fixe  sur  le  point  de  départ,  le  limbe  placé  alternative- 
ment à sa  droite  et  à sa  gauche,  puis  visaul  chaque  fois  le  second 
objet  par  l'alidade  mobile.  La  différence  des  deux  lectures  sera 
le  double  de  l'erreur.  (Voir§  113  et  fig.  43,  pour  une  correction 
analogue  de  la  boussole.)  Ordinairement  l'alidade  mobile  est 
munie  d'un  vernier  dont  nous  allons  donner  une  explication  suc- 
cincte. 

106.  On  désigne  sous  le  nom  de  vernier  un  appareil  qui  sert  ù 
estimer  les  fractions  des  plus  petites  divisions  d'un  limbe  ou 
d’une  règle  gradués.  11  est  donc  curviligne  ou  rectiligne  : mais, 
l’explication  étant  la  même  pour  l'un  et  l'autre,  c'est  du  premier 
que  nous  allons  parler,  puisque  tel  est  celui  qui  s'adapte  au  gra- 
phomètre.  D’abord,  nous  dirons  qu’un  vernier,  pour  être  d’un 
usage  commode,  doit  être  susceptible  de  deux  mouvements,  l'un 
prompt  est  imprimé  par  l'impulsion  de  la  main  à laquelle  le  frot- 
tement fait  seul  résistance;  l’autre,  qui  s’opère  aussi  insensible- 
ment qu'on  le  veut,  au  moyen  d’une  vis  de  rappel  dont  le  vernier 
porte  l'écrou.  Celte  vis  fait  corps  avec  le  limbe  du  moment  qu’on 
a serré  la  vis  de  pression  qui  y fait  adhérer  la  pince  dans  laquelle 
elle  roule. 

Le  vcrriier,surune  courbe  concentrique  au  limbe,  est  divisé  en 
un  nombre  de  parties  plus  grand  d’une  unité  que  celui  des  divi- 
sions renfermées  dans  le  même  espace  sur  le  limbe.  De  là,  il  ré- 
sulte, en  désignant  par  D et  d les  graduations  du  limbe  et  du  ver- 
nier, puis  le  nombre  des  dernières  par  n,  que  nd  = (n  — 1)  I), 

d ou  l)  = D et  D— </=- 

n n n 

c’est-à-dire  que  la  différence  entre  D elrf  est  d'autant  moindre 
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que  n est  plus  grand.  Pour  le  graphomèlre  où  D = 50'  et  n =»  10, 
on  a D— d = 5C  Si  l’on  avait  pris  n=25',  on  aurait  2iD  =25  d 
et  D — d = 2'  : si  enfin  le  cercle  gradué  était  d’un  assez  grand 
rayon  pour  comporter  des  divisions  de  J*  ou  25' , on  trouverait 
D — d — V.  D’après  cela,  et  en  raisonnant  sur  l'hypothèse  de 
n = 10 , on  voit  qu'une  division  du  vernier  a une  amplitude  égale 
aux  ~ d une  division  du  limbe.  Cela  posé,  supposons  que  les  deux 
zéros  coïncident,  les  deux  divisions  suivantes  différeront  de  — : 
celles  qui  viennent  après,  de  etc.  Réciproquement,  si  ce  sont 
les  deux  premières  qui  coïncident,  le  zéro  du  vernier  aura  dépassé 
l'autre  de  £ : si  c'est  la  septième  du  vernier  qui  coïncide,  le  zéro 
du  vernier  sera  en  avance  sur  celui  du  limbe  de  ^ de  50',  c’est- 
à-dire  de  35'. 

Puisque  nous  avons  eu  occasion  de  parler  du  vernier,  disons 
qu'il  est  aussi  d'un  grand  secours  dans  le  compas  à verge.  Cet  in- 
strument est  formé  d’une  règle  d'acier  graduée  à laquelle  sont 
adaptées  deux  pointes  maintenues  par  des  coulisseaux.  Généra- 
lement cependant,  c'est  à l'une  des  extrémités  de  la  verge  qu'est 
fixée  l'une  des  pointes,  tandis  que  l'autre  est  maintenue  à volonté 
par  une  vis  de  pression.  C'est  à cette  pointe  mobile  que  s'adapte 
le  vernier  garni  d'une  vis  do  rappel. 

Pour  terminer  ce  que  nous  avons  à dire  du  graphomèlre,  ajou- 
tons que  si  les  objets  que  l'on  vise  et  le  point  de  station  sont  à 
peu  de  chose  près  dans  le  même  plan  horizontal,  la  hauteur  des 
ouvertures  pratiquées  dans  lespinnules  permet  de  les  voir,  quoique 
le  limbe  soit  placé  horizontalement.  Si  la  différence  de  niveau 
est  un  peu  considérable,  il  faut  établir  le  limbe  dans  le  plan  des 
objets,  ce  qui  a l’inconvénient  de  ne  pas  donner  exactement 
l'angle  réduit  à l'horizon.  11  y aurait,  dans  ce  cas,  une  correction 
à faire,  mais  on  s'en  dispense  parce  qu  elle  ne  saurait  être  appré- 
ciée, lorsque  plus  tard  on  trace  l'angle  sur  le  papier  au  moyen  du 
rapporteur.  Quelquefois  d'ailleurs  on  obvie  à cet  inconvénient  en 
substituant  aux  pinnules  des  lunettes  plongeantes  qui  évitent  en- 
core la  perte  de  temps  causée  par  le  tâtonnement  au  moyen  du- 
quel on  arrive  au  plan  des  objets.  Construit  ainsi,  le  graphomèlre 
doit  porter  un  niveau  qui  assure  l'horizontale  du  plan  du  limbe. 

Si,  connaissant  la  projection  d'une  base,  il  s'agit,  au  moyen 
«lu  graphomèlre,  de  déterminer  des  points  remarquables  sans  s'y 
transporter,  on  s’établit  à l'une  des  extrémités  de  la  base  sur  la- 
quelle on  dirige  l'alidade  fixe  ; on  vise  les  points  avec  l'alidade 
mobile  et  l'on  rapporte  les  angles  sur  le  papier.  On  opère  de 
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même  h l'autre  extrémité  et  les  inlerscclions  donnent  les  pro- 
jections cherchées.  S’il  faut  lever  en  cheminant,  on  vise  la  station 
que  l'on  vient  de  quitter,  avec  l'alidado  fixe,  celle  où  l'on  va  sc 
transporter  ensuite  avec  l’alidade  mobile,  et  l'on  rapporte  l'angle. 

107.  Déclinatoire  et  boussole.  Ces  deux  instruments  étant  fondés 
sur  la  propriété  dont  jouit  une  aiguille  aimantée  suspendue  libre- 
ment, de  prendre  une  direction  constante,  nous  allons  dire  quel- 
ques mots  sur  la  manière  d’aimanter  une  aiguille.  Pour  cela,  il 
faut  avoir  deux  barreaux  fortement  aimantés  eux-mêmes.  On 
dispose  exactement  l'aiguille  dans  la  direction  nord-sud  et  l'on 
pose'  les  barreaux  sur  des  points  voisins  de  son  centre,  savoir  : le 
pôle  sud  do  l’un  du  côté  du  pôle  nord  de  l’aiguille,  et  le  pôle  nord 
du  second  vers  le  pôle  sud  de  l'aiguille.  On  les  incline  de  ma- 
nière qu’ils  fassent  avec  celle  dernière  des  angles  aigus  symétri- 
ques; puis,  on  les  conduit  en  appuyant  assez  fortement,  chacun 
jusqu’à  la  pointe  qui  lui  correspond.  On  les  enlève,  on  les  remet 
dans  la  première  position,  et  l’on  recommence.  Il  n’y  a aucun 
inconvénient  à ce  que  l’aiguille  soit  fortement  aimantée.  Pour 
juger  du  degré  d’aimantation  et  s’assurer  qu’elle  n’en  acquiert 
plus,  on  lui  fait  enlever  différents  poids.  11  ne  faut  pas  oublier, 
après  chaque  essai,  de  toucher  de  nouveau  l’aiguille  qui,  dans 
cette  opération, perd  toujours  une  partie  de  sa  vertu  magnétique. 

108.  On  sait  que  l’aiguille  aimantée,  lorsque  rien  ne  l’empêche 
d’obéir  à l'action  magnétique,  se  dirige  vers  le  nord,  non  pas 
exactement,  mais  en  faisant  avec  le  méridien  un  angle  qui  varie 
en  raison  du  temps  et  des  lieux,  suivant  une  loi  inconnue  jusqu'à 
présent.  Cet  angle  se  nomme  la  déclinaison.  Ses  variations  un  peu 
considérables  ne  s’opèrent  pas  d’une  manière  brusque,  en  sorte 
que,  lorsqu’on  a réglé  l’axe  de  l'aiguille,  c’est-à-dire  trouvé  la  di- 
rection du  méridien  magnétique,  on  peut  le  considérer  comme 
constant  pendant  une  campagne  entière.  L'aiguille,  outre  le  mou- 
vement graduel  qui  la  porte  vers  l'ouest,  éprouve  chaque  jour 
des  oscillations  à peu  près  régulières,  mais  dont  nous  n'aurons 
pas  à nous  occuper  parce  qu’elles  sont  toujours  au-dessous  des 
erreurs  d’observation. 

109.  Le  déclinatoire  n'est  autre  chose  qu’une  aiguille  aimantée, 
renfermée  dans  une  boîte  rectangulaire,  dans  le  fond  de  laquelle 
sc  trouve  un  limbe  tourné  de  manière  que  la  ligne  nord-sud  soit 
exactement  parallèle  au  plus  grand  côté  de  la  boîte. 

IV 
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Le  moyen  le  plus  simple  et  le  plus  généralement  en  usage  pour 
trouver  la  déclinaison  de  l’aiguille  aimantée,  suppose  que  l’on 
connaisse  l'azimulh  d'un  côté  de  triangle,  c'est-à-dire  l'angle 
qu’il  fait  avec  le  méridien.  On  trace  la  projection  de  ce  côté  sur 
le  papier,  on  oriente  la  planchette  suivant  celte  ligne,  puis  ayant 
fait  coïncider  l’une  des  deux  grandes  faces  du  déclinatoire  avec 
la  trace  d'un  méridien,  le  chiffre  auquel  correspond  1'extréuiilé 
de  l'aiguille  est  l’expression  de  la  déclinaison.  Elle  est  actuelle- 
ment do  25*  vers  l’ouest.  Une  autre  méthode  plus  longue  et  moins 
exacte  consiste,  lorsqu’on  n’a  pas  la  projection  d'un  côté,  à dé- 
terminer une  méridienne  par  l’une  des  méthodes  connues. 

Réciproquement,  lorsqu'on  connaîtra  la  déclinaison, on  pourra 
orienter,  par  rapport  à la  méridienne,  une  levée  sur  laquelle  se- 
rait tracée  la  projection  d'un  côté , et  non  les  méridiens,  car  en 
posant  le  déclinaloiro  sur  la  planchette  orientée  par  rapport  à ce 
côté,  et  lo  tournant  jusqu’à  ce  qttte  l'extrémité  nord  de  l'aiguille 
soit  dirigée  vers  lo  chiffre  de  déclinaison,  le  côté  de  la  boite  don- 
nera la  direction  du  méridien  et,  par  suite,  fera  connaître  l’azi- 
mnth  du  côté  projeté  d'avance.  Ce  moyen  n'est  qu’approximatif, 
en  raison  du  peu  do  longueur  de  l’aiguille  d’une  part  et  du  côté 
de  la  boîte  de  l’autre. 

On  voit  qu’en  ajoutant  le  déclinatoire  à la  planchette,  on  peut 
abréger  les  operations  par  la  facilité  qu'il  donne  pour  orienter  et 
pour  commencer  la  levée  à un  point  quelconque  dont  la  projection 
n'est  pas  donnée,  pourvu  que,  pour  la  déterminer  d’abord,  on 
aperçoive  des  points  connus.  Si  l’on  ne  connaissait  pas  la  déclinai- 
son d’avance,  on  pourrait  encoro  orienter  lo  plan  d'une  manière 
relative,  c'est-à-dire  suivant  le  méridien  magnétique.  Il  ne  reste- 
rait plus  ensuite  qu  à faire  tourner  tout  le  système  de  l'angle  de 
déclinaison  pour  le  rapporter  au  méridien  du  lieu. 

La  construction  du  canevas  topographique  doit  sc  faire  avec  la 
planchette  et  l'alidade  dont  l'emploi  fournit  des  résultats  très- 
cxacls.  L’addition  du  déclinatoire  ne  convient  qu’à  la  levée  du 
détail  exécutée  le  plus  habituellement  à la  boussole.  Peut-être  le 
premier  mode  de  procéder  est-il  préférable  au  second,  en  ce  qu'on 
évite  par  là  les  erreurs  que  l'on  peut  commettre  en  rapportant 
les  angles,  et  qu’en  même  temps  il  y a économie  de  temps. 

1 10.  La  bouuole  est,  comme  le  déclinatoire,  composée  d’une 
aiguille  aimantée  suspendue  sur  un  pivot  et  renfermée  dans  une 
boîte.  A celle-ci  est  adapté  un  genou  qui  repose  sur  trois  pieds . 
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Au  fond  de  la  boîte  est  un  limbe  divisé  ordinairement  en  grades 
et  demi-grades.  Le  long  de  l’un  des  côtés  est  appliquée  line  ali- 
dade à visière,  ou  mieux  une  lunette  assujettie  à la  boussole  par 
son  milieu  autour  duquel  elle  a la  faculté  de  pivoter.  La  ligue 
nord -sud  ou  0‘ — 200'  du  limbe  est  parallèle  à l'axe  optique  de 
la  lunette  ; le  point  nord  marquant  0".  On  comprend  do  suite  que 
si,  mettant  d’abord  l’extrémité  N de  l'aiguille  en  face  de  0"  du 
limbe,  de  manière  que  la  lunette  soit  dans  la  direction  du  méri- 
dien magnétique,  on  fait  tourner  ensuite  la  boussole  pour  viser 
un  point  de  mire,  la  pointe  de  l’aiguille  parcourra  un  arc 
dont  la  graduation  donnera  celle  de  l’angle  que  fait  le  côté 
observé  avec  le  méridien  magnétique.  En  faisant  la  même 
opération  sur  un  autre  côté,  étant  d’ailleurs  toujours  placé  à la 
même  station,  on  aura  également  l’angle  de  ce  côté  avec  le  mé- 
ridien magnétique,  et  des  deux  on  pourra  conclure  celui  que 
forment  les  rayons  visuels. 

On  pourrait  encore  lever  avec  une  boussole  dans  laquelle  la 
lunette  et  le  diamètre  0 — 200‘  ne  seraient  pas  parallèles  et  dont 
on  ne  connaîtrait  pas  la  déclinaison. 

11  n’en  sera  pas  moins  facile  d’avoir  l’angle  entro  deux  objets 
A et  B (/îj.  42)  : en  effet,  on  trouve  qu'après  avoir  visé  A , le  mé- 
ridien magnétique  et' le  diamètre  0' — 200‘  font  un  angle  de30‘ 
par  exemple.  Pour  diriger  ensuite  la  lunelto  sur  B,  le  mouve- 
ment horizontal  que  l’on  imprime  à la  boussole  fait  décrire  b 
chaque  point  du  système,  et  par  conséquent,  au  point  1),  un  arc 
de  même  amplitude  que  celui  qui  mesure  AOB,  car  le  rayon  CD 
perpendiculaire  à AD  devient  CD'  quand  la  lunette  est  dirigée 
suivant  BD. 

Les  angles  AD 'B,  BCD'  6ont  égaux  puisqu’ils  sont  compris  entro 
des  droites  respectivement  perpendiculaires.  D’ailleurs,  dans  le 
mouvement,  tous  les  points  du  limbe  gradué,  et  par  conséquent 
le  point  N ou0‘  ont  parcouru  des  arcs  égaux  h DI)':  donc  si,  dans 
la  seconde  position,  c’est  le  chiffre  65  qui  correspond  à l’extré- 
mité de  l’aiguille,  la  différence  35  des  deux  leétures  indiquera 
l’angle  compris  entre  les  deux  objets  visés.  De  cette  manière,  les 
triangles  qui  composent  le  canevas  seront  bien  coordonnés  entre 
eux,  quoique  orientés  d’une  manière  arbitraire,  et  pour  en  rap- 
porter l’ensemble  à l’orientation  généralement  adoptée,  il  suffira 
do  connaître  l’azimuth  de  l’un  des  côtés.  Celte  erreur  se  corri- 
gerait en  rapportant  les  angles,  si  l’on  connaissait  d’avance  la 
déclinaison  de  l’azimuth  d’un  côté. 
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111.  Pour  éviter  d'avoir  égard  à la  position  d’un  côté  de  tri- 
angle h droite  ou  h gauche  d'un  méridien,  on  est  convenu  de 
compter  tous  les  angles  à partir  de  ce  méridien  de  0'  à 100*  du 
nord  pour  y revenir  en  passant  par  l'ouest,  le  sud  et  l'est,  de 
sorte  qu'il  suffit  de  lire  la  graduation  qui  correspond  à la  pointe 
nord  do  l'aiguillej  on  voit  qu'en  vertu  de  celte  convention  les 
graduations  de  la  boussole  doivent  aller  du  nord  vers  l'est.  La 
levée  que  l'on  exécutera  ainsi  sera  orientée  par  rapport  au  mé- 
ridien magnétique,  et  il  suffira,  pour  la  rapporter  au  méridien 
vrai,  de  faire  tourner  le  cadre  d'une  quantité  égale  à la  décli- 
naison. 

112.  Si  celte  déclinaison  est  connue  à priori,  et  que  l’on  veuille 
lever  de  suite  suivant  la  véritable  méridienne,  on  fera  tourner 
tout  le  limbe  au  moyen  d'un  mouvement  qui  lui  est  propre,  d'une 
valeur  angulaire  égale  à cette  déclinaison,  c’est-à-dire  qu’on  pla- 
cera le  chiffre  25  (si  telle  est  la  déclinaison)  sous  l’index  qui 
marque  l'extrémité  du  diamètre  NS  parallèle  à la  lunette.  L’in- 
strument ainsi  préparé,  en  visant  un  objet  dans  la  direction  du 
méridien,  le  chiffre  qu’on  lira  b l'extrémité  de  l’aiguille  sera  zéro  : 
si  l'objet  est  situé  dans  la  direction  du  méridien  magnétique,  l'ai- 
guille, le  diamèlro  NS  et  la  lunette  seront  parallèles,  et  de  plus, 
les  deux  premiers  coïncideront,  ce  sera  donc  25‘  qu'on  lira,  etc.  • 
Dohc  enfin,  avec  la  boussole  ainsi  déclinée,  on  obtient  immédia- 
tement les  angles  que  font  les  rayons  visuels  avec  la  méridienne 
du  lieu. 

113.  Les  vérifications  de  cet  instrument  ont  pour  but  de  s'as- 
surer : 1°  qu'il  est  bien  centré,  c’est-à-dire  que  le  pivot  sur  lequel 
pose  l'aiguille  est  bien  au  centre  du  limbe  gradué.  S’il  n'en  est 
pas  ainsi,  de  toutes  les  positions  que  peut  prendre  la  boussole 
relativement  à l’aiguille,  une  seule  fournira  une  lecture  conforme 
à la  vérité.  Soit  C’,  fin.  43,  la  position  du  pivot  et  Ç celle  du 
centre  : quand  l'aiguille  sera  en  AB,  l ’arc  A a mesurera  l’erreur 
de  lecture.  Si  clic  prend  la  position  FG,  l'erreur  C g sera  plus 
petite  puisque  la  distance  des  deux  droites  C G,  C g sera  mesurée 
par  la  perpendiculaire  CT  qui  n'est  qu’un  côté  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  dans  lequel  CC'est  l’hypothénuse.  Si  enfin, 
l’aiguille  est  dirigée  suivant  DE,  l'erreur  est  nulle.  Celle  dernière 
position  donne  donc  le  minimum  d'erreur,  -et  la  première,  le 
maximum. 

On  peut  encore  avoir  l'expression  de  l'erreur,  et  par  suite, 
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1 angle  vrai,  sans  retourner  l'instrument  de  200*,  et  en  prenant 
simplement  la  moyenne  entre  les  chiffres  auxquels  aboutissent  les 
deux  extrémités  de  l'aiguille  : en  ayant  soin  toutefois  de  retran- 
cher 200  de  l'un  d'eux.  Et  en  effet,  on  voit  sur  la  figure  M que  si 
la  pointe  nord  indique  un  chiffre  trop  fort  de  a\,  la  pointe  sud 
donne  un  nombre  trop  faible  de  èB  qui  est  égal  à <i\.  Néanmoins 
l'on  ne  pourrait  pas  faire  usage  de  ce  procédé  et  il  faudrait  avoir 
recours  au  premier,  si,  par  suite  du  vice  de  construction  de  l’ai- 
guille, les  trois  points  A,  B et  C;  n’étaient  pas  en  ligne  droite. 

On  peut,  pour  une  position  quelconque,  connaître  la  correc- 
tion il  faire  à la  lecture  en  retournant  la  boussole  de  200*.  Dans 
ce  mouvement,  le  pivot  C',  fig.  vient  en  G1',  et  la  lunette  qui 
était  en  OP  so  place  en  O'P',  pourvu  que  l'on  ait  l’attention  de 
la  faire  tourner  aussi  autour  de  son  axe  pour  amener  l’oculaire 
vers  l'œil.  L’aiguille  so  trouve  alors  en  C" A'  et  l’arc  AA'  est  le 
double  de  la  correction.  Il  serait  impossible,  dans  la  pratique,  de 
prendre  ainsi  deux  fois  chaque  angle.  Si  la  différence  est  peu 
considérable,  il  faut  la  négliger,  sinon  faire  rectifier  la  position 
du  pivot. 

2°  Le  diamètre  à l’extrémité  duquel  est  l'index,  doit  être  pa- 
rallèle à l'axe  optique  de  la  lunette.  Voici  comment  on  peut 
s’assurer  que  cette  condition,  qui  d’ailleurs  n’est  pas  indispensable, 
est  remplie.  L'inclinaison  d’un  côté  sur  le  méridien  est  toujours 
la  somme  ou  la  différence  de  l’angle  que  fait  ce  côté  avec  le 
méridien  magnétique  et  de  la  déclinaison  suivant  que  ce  côté  est 
situé  vers  l’ouest  ou  vers  l’est  par  rapport  à la  direction  de  l’ai- 
guille. Si  donc  on  connaît  d'avance  l'azimuth  d'un  côté  et  la 
déclinaison,  la  quantité  dont  la  lecture  différera  de  leur  somme 
ou  leur  différence  sera  l'erreur  de  parallélisme  entre  la  lunette  et 
le  diamètre  de  départ.  Il  résulte  encore  de  ceci  que  l’on  peut 
opérer  exactement  avec  une  boussole  affectée  d’une  telle  erreur; 
et  pour  cela  il  suffit  de  connaître  l’azimuth  d'un- côté.  En  effet, 
tournant  l'alidade  dans  la  direction  de  ce  côté,  l’aiguille  mar- 
quera un  certain  nombre  de  grades  dont  la  différence  avec  l’azi- 
muth  sera  la  quantité  dont  il  faudra  décliner  la  boussole.  Cette 
déclinaison  ne  sera  que  relative  à l'instrument  et  différera  de  la 
véritable  de  l'erreur  de  parallélisme  mentionnée  plus  haut. 

3°  La  déclinaison  exactement  déterminée.  Le  moyen  de  satis- 
faire à cette  troisième  condition  a été  indiqué  au  § 103. 

11!>.  On  veut  avoir  l'angle  que  forme  avec  le  méridien,  le  rayon 
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dirigé  suri),  fig.  45.  On  tourne  la  lunette  sur  ce  point;  dès-.lors 
le  diamètre  du  départ,  prenant  une  direction  CD'  parallèle  5 OD, 
ne  passe  pas  par  D et  cependant,  c'est  l'angle  formé  par  ce  dia- 
mètre et  l’aiguille  que  donne  la  lecture.  On  commet  ici  une  erreur 
« qui  est  l’angle  formé  parlesdroitesCD,CD',a'est  égal  à a comme 

CO 

alternes  internos  et  le  triangle  rectangle  COD  donne  sin.  «'=  — . 

L’angle  « ou  a'  est  donc  très-petit  puisque  l’expression  de  son 
sinus  est  la  très-petite  fraction  dont  le  numérateur  est  le  rayon 
de  la  boussole  et  qui  a pour  dénominateur  la  distance  à 1 objet 
visé.  Celte  erreur  angulaire  est  d’autant  plus  grande  qu’on  est 
moins  éloigné  du  point  D,  et  cependant  pour  une  distance  de  50", 
la  correction  est  moindre  de  13',  quantité  bien  au-dessous  de 
l’erreur  que  l’on  commet  dans  la  lecture.  11  est  donc  inutile  d’en 
tenir  compte,  mais  il  était  nécessaire  de  l’apprécier. 

115.  La  plus  petite  division  du  limbe  est  ordinairement  1°;  l’er- 
reur pourra  être  du  quart  de  1'  ou  de  25'.  Le  rayon  du  limbe  ou 
l’aiguille  a généralement  O^OS  de  longueur.  Cherchons  à déduire 
do  ces  dimensions  la  grandeur  moyenne  admissible  des  côtés  du 
triangle,  eu  égard  à l’échelle,  pour  ne  pas  commettre  d’erreur 
sensible.  L’angle  ACB,  fig.  46,  représente  l’erreur  25'  que  l’on 
peut  faire.  Le  rayon  AC,  avons-nous  dit,  a 0m,05  ; considérant  le 
petit  arc  AB  comme  une  ligne  droite,  nous  aurons  en  résolvant 
le  triangle 

log.  AB  = log.  sin.  fô’-f  log.  0“,05  — log.  =6,2930288 
d’où  ab=o, 00019035  ou  plus  simplement  ab=o,ooo2 

On  pouvait  encore  trouver  cette  valeur  en  raisonnant  ainsi 
qu'il  suit  : la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité  est  expri- 
mée par  3,141565.  Elle~le  sera  donc  par  0,3141565,  si  le  dia- 
mètre est  dix  fois  plus  petit.  Pour  connaître  la  dimension  d’un 
arc  de  25  qui  est  la  1600'  partie  de  la  circonférence,  il  faut  donc 
diviser  0,3141565  par  1600  ou  0,003141665  par  16.  Le  quotient 
est  0,0001966  ou  plus  simplement  0,0002  comme  ci-dessus. 

Si  l’aiguille  avait  0m,l,  le  limbe  pourrait  être  divisé  en  demi- 
grades  ; l’approximation  serait  alors  2 fois  plus  grande  que  dans 
l'hypothèse  précédente,  c’est-à-dire  de  0“,I26:  mais  la  dimension 
resterait  encore  0,0002. 

Ce  rapport  do  O™, 05  à O"1, 0002  est  aussi  celui  qui  existe  entre 
la  longueur  d’un  côté  et  l’erreur  causée  sur  un  second  côté  par 
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l'incxaclitudc  de  la  lecture.  En  s'astreignant  à la  condition  que 
les  côtés  réduits  à l'échelle  du  plan  ne  dépassent  pas  0<D  05,  il  en 
résultera  que  l'incertitude  de  lecture  ne  peut  causer  d’erreur  sen- 
sible sur  le  côté  opposé. 

Si  l’on  veut  opérer  à l’échelle  de  0m,05  correspondent  à 
250"  sur  le  terrain  et  0”,0002  à 1“.  Donc,  pour  cette  échelle,  on 
opérera  exactement  en  ne  prenant  pas  des  côtés  plus  grands  que 
250".  S'il  s’agit  de  lever  à 0,05  représentent  1000“  et  0,0002 
en  représentent  4.  11  faudra,  pour  celte  échelle,  que  les  côtés  ne 
dépassent  pas  1000m. 

Dans  le  premier  cas,  on  ne  pourra  pas  répondre  de  la  longueur 
des  côtés  à lm  près  et  à 4“  dans  le  second.  On  déduit  de  ce  qui 
précède  que,  quelle  que  soit  l’échelle,  la  projection  des  côtés 
uc  doit  pas  dépasser  en  longueur  celle  de  l'aiguille  de  la  boussole. 

116.  Lorsqu’on  aura  levé  un  polygone  entier,  on  pourra,  avant 
de  le  rapporter  sur  le  papier,  voir  s’il  ferme  exactement,  au 
moyen  d'un  calcul  très-simple.  On  se  rappellera  pour  cela  que  la 
somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone  est  égale  à autant  de 
fois  deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins  deu-x.  On  fera 
donc  la  sommo  de  ces  angles  en  les  déduisant  ainsi  qu’il 
suit  de  ceux  que  font  les  côtés  avec  le  méridien.  Soit  ABCDE, 
fig.  47,  le  polygone,  il  est  évident  que  l’angle  A est  égal  à la  dif- 
férence d'inclinaison  sur  le  méridien,  des  deux  côtés  qui  abou- 
tissent à ce  point.  Désignant  les  deux  lectures  par  A et  A', 
l’angle  dont  le  sommet  est  en  A sera  représenté  par  A — A'.  Il 
en  sera  do  mémo  pour  tous  les  autres,  et  la  somme  des  angles  du 
polygone  sera  représentée  par  A-j-B-f-C  + etc.  — (A'-t-B'-+- 
C' + elc.).  Si,  en  effectuant  le  calcul,  on  trouve  pour  résultat 
autant  de  fois  200“  qu’il  y a de  côtés  moins  deux,  on  sera  assuré 
d’avoir  opéré  exactement. 

Lorsque  lo  méridien  passe  entre  les  deux  côtés  d’un  angle  dont 
le  sommet  est  dirigé  vers  le  sud,  cet  angle  est  égal  à 400“,  moins 
la  différence  entre  les  deux  lectures. 

117.  De  ce  que,  dans  un  petit  espace  de  terrain  tel  que  celui 
qu’embrasse  une  levée,  les  méridiens  magnétiques  peuvent  être 
considérés  comme  parallèles,  il  s'ensuit  que  l’on  peut,  dans  le 
contour  d’un  polygone,  passer  successivement  un  sommet  sur 
deux  sans  y faire  station.  En  effet,  après  avoir  stationné  en  A, 
fig.  48,  et  avoir  pris  la  direction  AB,  c’est-à-dire  l’angle  Noa,  au 
lieu  de  s'établir  en  B pour  prendre  l'angle  NBC  ou  O',  on  pourra 
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do  suite  se  transporter  en  C,  et  visant  en  arrière  sur  le  point  B, 
prendre  l'angle  NCa1'  ou  O en  sorte  que  le  point  B se  trouvera 
également  déterminé;  mais,  pour  mettre  plus  d'uniformité  dans 
la  manière  d’inscrire  les  angles,  on  écrit  celui-ci  comme  s'il 
avait  été  observé  en  B,  en  y ajoutant  200*. 

En  effet,  nous  voyons,  fig.  49,  que  O est  l'angle  qu'on  aurait 
observé  en  B,  tandis  que  c'est  0‘  qu’on  a obtenu  en  stationnant 
en  c.  Or,  voici  la  relation  qui  existe  entre  ces  deux  angles  : 

O = i00«  — 0" '=  400  — (200  — O")  = 200  + O". 

Quand  on  chemine  en  opérant  ainsi,  on  prend  h chaque  station 
où  l’on  s'arrête,  deux  angles,  l'un  d’avant,  l'autre  d’arrière.  La 
correction  de  200*  se  fait  sur  ce  dernier,  ou  si  l’on  veut  inscrire 
de  suite  les  angles  tels  qu’on  les  lit,  on  observe  le  premier  avec 
la  lunette  à droite  comme  d’ordinaire,  et  lesecond  avec  la  lunette 
à gauche. 

118.  Rapporteur.  Nous  venons  de  voir  comment  on  se  sert  du 
graphomètre  ou  de  la  boussole  pour  avoir  l’angle  entre  deux 
objets.  11  s’agit  actuellement  de  le  décrire  graphiquement  sur  le 
papier.  Un  emploie  pour  cela  un  instrument  nommé  rapporteur. 
C’est  un  demi-cercle  en  corne  assez  épaisse  pour  ne  pas  se  voiler 
trop  facilement  par  la  chaleur,  sans  cependant  cesser  d'être  trans- 
parente. La  surface  du  demi-cercle  est  augmentée  du  rectangle 
A 0*  B 200*,  fig.  50,  et  la  ligne  AB  parallèle  au  diamètre  0 — 200 
sert  de  règle  pour  tracer  les  lignes  sur  le  papier.  Le  diamètre  a 
de  O1", 15  à O1” ,2. 

La  circonférence  porte  une  double  graduation  : l'une  de  0*  ù 
200,  l'autre  de  200  h 400.  Les  grades  sont  divisés  en  deux,  de 
sorte  que  l’approximation  est  la  même  que  dans  la  boussole. 

Il  est  facile  de  comprendre  l’usage  de  cet  instrument.  On  opère 
en  l’employant  sur  la  projection  comme  on  fait  avec  la  boussole 
pour  déterminer  les  angles  sur  le  terrain.  On  sait  que  dans  celte 
dernière  circonstance,  lorsqu’on  lit  l’angle  que  fait  une  direction 
avoc  le  méridien,  on  sous-entend  une  opération  préalable,  mais 
superflue,  celle  d'avoir  visé  dans  la  direction  du  méridien,  ce 
dont  on  est  assuré  par  la  coïncidence  du  zéro  et  de  l’extrémité 
nord  de  l’aiguille.  Pour  rapporter  cet  angle  sur  le  papier,  on  peut 
supposer  que  l’on  procède  d’une  manière  analogue,  ce  qu’au 
reste  font  effectivement  les  personnes  qui  n'ont  pas  encore  acquis 
l'habitude  de  cette  très-simple  opération.  On  place  d’abord  le 
diamètre  0'  — 200',  fig.  51,  sur  la  projection  du  méridien  du  lieu, 
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ce  qui  revient  h diriger  sur  le  terrain  la  lunette  dans  la  direction 
de  ce  méridien  ; puis,  faisant  tourner  le  rapporteur  en  conservant 
son  centre  au  même  point,  on  n’arrête  ce  mouvement  qu'à  l’in- 
stant où  le  chiffre  qui  indique  l’angle  à rapporter  se  trouve  sur  la 
projection  du  méridien,  et  celui-ci  sert  ici  de  repère  comme 
l'extrémité  de  l’aiguille  dans  la  boussole.  Il  est  évident  qu’alors 
la  règle  du  rapporteur  fait  bien  le  même  angle  que  la  lunette  avec 
le  méridien.  Lo  nombre  do  degrés,  d’après  la  convention  éta- 
blie, indique  do  suite  dans  quelle  région  se  trouve  le  point  vise. 

Il  serait  fort  incommode,  vu  la  multiplicité  des  points  de  détail, 
de  tracer  pour  chacun  d’eux  une  méridienne.  Pour  obvier  à eut 
inconvénient,  on  en  trace  un  certain  nombre  assez  rapprochées, 
à 0",1  par  exemple  : on  met  le  centre  du  rapporteur  sur  la  plus 
voisine  du  point-,  on  le  fait  pivoter  jusqu’à  ce  que  la  règle  fasse 
l'angle  voulu,  puis  on  le  fait  glisser  dans  cet  état,  parallèlement  à 
lui-même,  jusqu'au  moment  où  la  règle  passe  par  le  point.  On 
obtient  ce  parallélisme  de  la  règle  dans  les  deux  positions,  en 
conservant  toujours  sur  le  méridien,  le  même  chiffre  et  le  centre. 
Si  l'angle  est  assez  petit  pour  que  la  distance  bc,  fitj.  52,  soit 
moindre  que  celle  de  A au  méridien,  la  règle  dans  lo  déplace- 
ment du  rapporteur  ne  pouvant  plus  atteindre  le  point  A,  il  faut 
alors  modifier  l’opération.  On  se  sert  du  rapporteur  complémen- 
taire dont  les  chiffres  de  la  graduation  diffèrent  de  100*  de  ceux 
du  rapporteur  ordinaire,  et  l’on  emploie,  au  lieu  de  la  méri- 
dienne, une  ligne  qui  lui  est  perpendiculaire.  Au  surplus,  on 
peut  facilement  se  passer  du  rapporteur  complémentaire  et  tirer 
le  même  parti  de  l'autre.  L’opération  mentale  à faire  est  telle- 
ment simple  qu’il  nous  parait  inutile  de  chercher  à l’éviter. 

119.  Proposons-nous,  comme  exemple  du  parti  que  l’on  peut 
tirer  de  la  boussole,  de  trouver  le  prolongement  de  la  capitale 
d'un  ouvrage  que  l’on  ne  peut  approcher.  Soit  C le  saillant,  et 
AC,  BC,  fig.  52  bit,  les  faces  de  cet  ouvrage  : on  se  placera  eu 
deux  points  a et  b sur  les  prolongements  des  faces  et  l'on  obser- 
vera les  angles  * et  /3  qu'elles  font  avec  le  nord.  L’angle  saillant 
ACB  est  évidemment  « — /3,  comme  l'indique  la  figure,  et  l'angle 

que  forme  la  capitale  avec  chacune  des  deux  faces  est-~  ^qu’il 

faut  retrancher  de  a.  ou  ajouter  à /S , ce  qui  donne 


«+3 


ou 


'8  + 


a-3 


1±J 

* 

15 
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On  pourra  trouver  par  tâtonnement  la  position  d'un  point  J) 
pour  lequel  DC  fait  cet  angle  x avec  le  nord. 

120.  Cordes.  Le  rapporteur  donne  avec  une  exactitude  suffi- 
sante les  angles  relevés  à la  boussole.  Si  cependant  ces  angles 
avaient  été  déterminés  h l’aide  d’un  instrument  plus  parfait,  il 
serait  préférable  de  les  rapporter  au  moyen  des  cordes.  Suppo- 
sons que  l’on  ait  calculé  une  table  des  cordes  pour  les  angles  de 
10  en  10  minutes  depuis  0*  jusqu'à  100“  et  d’un  rayon  H,  on  dé- 
crira de  b,  fig.  53,  avec  un  rayon  égal  à la  corde  correspondant 
à l’angle  bac  que  I on  veut  tracer,  un  arc  do  cercle  qui  coupera 
celui  décrit  do  a comme  centre  avec  le  rayon  des  tables,  puis 
joignant  a et  c par  une  droite,  l’angle  bac  sera  celui  cherché. 
Les  tables  des  sinus  naturels  pourraient  servir  à cet  usage  en  se 
rappelant  que  corde  À = 2 sin.j  A.  M.  Francœur  a calculé  une 
table  de  cordes  pour  la  division  du  cercle  en  360". 


CHAPITRE  IV. 

INSTRUMENTS  QUI  SERVENT  A MESURER  LES  DISTANCES. 

121.  La  chaîne  offre  le  moyen  le  plus  simple  de  mesurer  les 
distances.  Elle  a ordinairement  20“  de  long,  quelquefois  10“  seu- 
lement. Elle  se  compose  de  parties  en  gros  fil  de  fer,  d’égales 
longueurs,  réunies  par  des  anneaux  ; chaque  partie  a 0”,2,  et 
sur  cinq  anneaux,  quatre  sont  en  fer  et  le  cinquième  en  cuivre. 
Les  anneaux  de  cuivre  indiquent  les  mètres.  Dix  fiches  en  fer 
servent  à compter  le  nombre  de  fois  que  la  chaîne  est  contenue 
d’une  station  à une  autre;  au  surplus,  son  usage  est  tellement 
simple  qu’on  le  devine  en  la  voyant.  11  faut,  sur  un  terrain  in- 
cliné, avoir  l’attention  de  la  tendre  horizontalement,  car  ce 
sont  les  projections  sur  un  plan  horizontal  que  l’on  cherche.  Si 
l’on  mesure  parallèlement  au  terrain,  on  prend  note  de  son  in- 
clinaison par  rapport  à l'horizon,  et  l'on  calcule  le  triangle  rect- 
angle ou  l’on  emploie  des  tables  qui  donnent  do  suito  les  pro- 
jetons de  toutes  longueurs  pour  telle  pente  que  l’on  peut 
rencontrer. 

122.  La  stadia  peut,  dans  bien  des  cas,  remplacer  la  chaîne 
avec  avantage.  Elle  donno  môme  plus  do  précision,  surtout 
quand  le  terrain  sur  lequel  on  opère  est  accidenté.  Et  cepen- 
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dant , celle  que  nous  allons  décrire  ne  justifie  pas  tout  ce 
que  la  théorie  pouvait  en  faire  espérer.  Nous  dirons  bientôt  en 
quoi  consiste  son  imperfection,  et  plus  loin,  § 347,  nous  donne- 
rons la  description  d’une  lunette  dans  laquelle  une  ingénieuse 
combinaison  do  verres,  due  h M.  Porro,  ingénieur  piémontais, 
remédie  complètement  au  défaut  d'exactitude  que  nous  venons 
de  signaler.  Ce  n’est  qu’en  raison  des  formules  d'optique  avec 
lesquelles  le  lecteur  doit  être  familiarisé,  que  nous  n’en  parlons 
pas  ici  où  elle  serait  mieux  à sa  place. 

Le  principe  de  la  stadia  est  fondé  sur  la  proportionnalité  des 
côtés  homologues  des  triangles  semblables. 

En  désignant  par  A,  B.  a,  b,  les  côtés  de  l’angle  droit  dans  deux 
triangles  rectangles  semblables,  on  a évidemment 


T = — ou 

A a 


A. 


SL  les  dimensions  du  petit  trianglo  sont  constantes,  la  déter- 
mination de  l'un  des  côtés  du  grand  sera  fonction  de  l'autre. 

En  formant  un  angle  constant  dont  la  tangente  sera  représentée 
par  j , et,  en  visant  une  mire  graduée  dont  la  portion  interceptée 

contiendra  un  nombre  de  division  A,  on  en  conclura  la  distance  B. 
Si,  dans  une  circonstance  particulière,  on  peut  déterminer  exac- 
tement le  rapport  — , il  servira  ensuite  pour  trouver  toutes  les 
longueurs  de  B correspondant  à différentes  valeurs  de  A. 

L’instrument  se  compose  de  deux  parties  : 1°  un  micromètre 
placé  au  foyer  d’une  lunette  ; 2"  une  mire  graduée. 

Deux  lils  horizontaux  placés  dans  la  lunette  forment  le  micro- 
mètre. 

Quant  à la  mire,  il  est  évident  que  la  dimension  de  ses  divi- 
sions dépend  de  l'écartement  des  fils. 

Cela  posé,  voici  comment  on  procède  pour  obtenir  ces  divi- 
sions : on  mesure  à la  chaîne  et  avec  le  plus  grand  soin,  sur  un 
terrain  horizontal,  une  distance  de  100  à 200™,  suivant  la  force 
de  la  lunette. 

A l’une  des  extrémités  de  cette  base,  on  place  la  lunotto  qui 
est  ordinairement  celle  d’une  boussole,  et  l’on  porte  à l’autre  une 
règle  de  sapin  de  2 ou  3m  de  hauteur  sur  O",!  do  largeur.  Cette 
règle,  peinte  en  blanc,  est  divisée  en  deux  ou  trois  pièces  unies 
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par  des  charnières  qui  permettent  de  la  ployer  quand  on  ne 
s'en  sert  plus,  afin  de  la  rendre  moins  embarrassante.  Lorsqu’elle 
est  placée  verticalement,  un  dirige  la  lunette  dessus,  puis  on 
marque,  par  deux  traits  au  crayon,  les  limites  de  la  partie  de  la 
mire  comprise  entre  les  fils  du  micromètre.  Si,  ensuite,  on  trace 
en  noir  et  d'une  manière  bien  visible  ces  deux  traits,  on  est  sûr 
que  dorénavant,  toutes  les  fois  que  les  fils  couvriront  ces  deux 
lignes  noires,  la  distance  qui  séparera  la  boussole  de  la  mire  sera 
exactement  la  mémo  que  lors  de  la  première  opération.  On  par- 
tage ensuite  l’intervalle  des  deux  traits  en  dix  ou  vingt  parties 
égales  qui  servent  à estimer  dix  ou  cinq  mètres,  si  l’on  a étalonné 
& 100m,  ou  les  vingtaines  ou  dizaines,  si  la  distance  était  de 
200™.  Quelquefois  on  peut  multiplier  davantage  les  divisions  et 
obtenir  une  plus  grande  approximation. 

Si  la  mire  a 3™  de  haut  et  si  elle  est  comprise  entièrement 
dans  les  fils,  les  divisions  qui  en  seront  le  vingtième  auront  0“,  15. 
Deux  de  ces  divisions,  partagées  de  nouveau  en  dix  chacune,  et 
placées,  l’une  au  milieu  de  la  stadia,  l’autre  en  haut,  donneront 
les  mètres,  si  la  totalité  correspondait  à 200™.  Des  chiffres  ou 
mieux  des  signes  de  convention,  comme  de  gros  points,  placés 
différemment  les  uns  des  autres,  aideront  la  lecture. 

Outre  les  deux  fils  consacrés  à la  mesure  des  distances,  le  ré- 
ticule porte  toujours  les  deux  fils  en  croix,  l'un  vertical  et  l’autre 
horizontal,  dont  le  premier  sert  à prendre  les  angles  que  for- 
ment, avec  le  méridien,  les  rayons  visuels  dirigés  sur  différents 
objets,  et  dont  l’autre  est  employé  à prendre  les  angles  d’ascen- 
sion ou  de  dépression  destinés,  comme  nous  le  verrons  plus  tard, 
à calculer  les  différences  de  niveau. 

Si  les  fils  qui  servent  à mesurer  les  distances  viennent  à se  dé- 
tendre ou  à se  casser,  il  faut,  après  les  avoir  replacés,  diviser  de 
nouveau  la  mire  ; et,  en  effet,  l'on  conçoit  que  la  plus  petite  diffé- 
rence sur  leur  distance  fait  quo  l’on  embrasse  une  portion  bien 
différente  de  la  stadia. 

123.  On  évite  cet  inconvénient  en  rendant  mobile  l’un  des  deux 
fils.  Ici,  leur  dislance  ( fig . 54j  est  variable;  ST  est  une  portion 
constante  de  la  stadia,  et  dans  la  proportion  fournie  par  les  trian- 

ST  OR 

gles  semblables  AB:ST  ::  OB:OT  de  laquelle  on  tireOT  = ■•  -, 

on  trouve  que  la  base  à évaluer  est  fonction  de  AB.  Par  une 
première  opération,  dans  laquelle  on  a mesuré  avec  soin  OT,  on 
trouve  ST  x OB=AB  X OT.  Le  second  membre  étant  connu, 
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donne  pour  les  opérations  ultérieures  le  produit  constant  STx  OB 
que  l’on  divise  chaque  fois  par  la  variable  AB.  Il  faut  donc  esti- 
mer avec  beaucoup  de  précision  cette  distance  AB  des  deux  fils. 
Pour  y parvenir,  on  adapte  un  micromètre  à l’instrument:  il  so 
compose  d’une  vis  qui  fait  mouvoir  l’un  des  fils,  et  extérieure- 
ment à la  lunette,  d'une  aiguille  qui  parcourt  un  cadran  divisé, 
fixé  sur  le  tube  de  la  lunette.  A chaque  révolution  que  fait  l’ai- 
guille, elle  fait  mouvoir  une  roue  dentée  dans  laquelle  elle 
engrène.  Les  dents  sont  numérotées  : celle  qui  porte  le  zéro  est 
auprès  de  l’aiguille  quand  les  deux  fils  coïncident.  Lorsque  l’ai- 
guille a parcouru  une  révolution  entière,  les  fils  sont  distants 
d’une  quantité  égale  au  pas  de  la  vis  qui  sert  de  pivot  à l’aiguille. 

Ainsi,  par  les  combinaisons  de  cet  ingénieux  mécanisme,  et 
un  comptant  le  nombre  des  dents  qu’a  dépassées  l'aiguille  et 
les  divisions  du  cadran  qu'elle  a rencontrées  ensuite,  on  arrive  h 
apprécier  la  variable  AB  avec  une  grande  exactitude. 

Il  serait  cependant  fort  incommode  de  calculer,  sur  le  terrain 
et  pour  chaque  distance  nouvelle,  le  quatrième  terme  d'une  pro- 
portion. Il  est  plus  convenable  d'avoir  toujours  avec  soi  une 
table  calculée  d’avance. 

Nous  allons,  pour  exemple,  en  placer  une  ici,  fondée  sur  l’hy- 
pothèse que  le  plus  grand  écartement  des  deux  fils  horizontaux 
du  micromètre  correspondant  à 10  tours  1/2  de  la  vis,  on  a mar- 
qué sur  une  mire  distante  de  40°  de  l’oculaire,  la  partie  inter- 
ceptée par  les  fils  séparés  par  8 tours.  On  couvre  celte  partie 
d’une  couleur  tranchant  le  plus  possible  sur  le  ton  local  de  la 
mire  : de  rouge  ou  de  noir,  si  la  mire  est  peinte  en  blanc. 

Les  dents  du  pignon,  qui  peuvent  être  au  nombre  de  douze, 
indiquent  combien  de  tours  complets  on  fait  faire  h l'aiguille, 
tandis  que  le  disque  fixe,  divisé  en  100,  permet  d’apprécier  les 
centièmes  de  révolution. 

il  ne  faudrait  sans  doute  pas  beaucoup  compter  sur  l’exacti- 
tude de  l’appréciation  des  distances  fournies  par  les  derniers 
chiffres  de  la  table  ci-dessous. 
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Table  pour 

la  itadia 

à micromètre  mobile. 
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124.  Les  mesures  obtenues  au  moyen  de  la  sladia  doivent, 
comme  celles  que  l'on  prend  à la  chaîne,  être  réduites  à l’hori- 
zon, quand  le  terrain  est  incliné  : il  y a mémo  un  double  motif. 
Soit  ON  { fig . 55)  la  surface  du  terrain  faisant  un  angle  a avec  le 
plan  horizontal  MN.  L'observateur  est  en  O : la  mire  étant  placée 
verticalement  en  N suivant  Nn,  est  oblique  par  rapport  à l’axe 
de  la  lunette,  ainsi  la  partie  comprise  Nu  est  trop  grande  et  doit 
être  réduite  à Nm  perpendiculaire  au  terrain  ON.  Pour  cela, 
remarquons  que  Nn  et  Nm  étant  respectivement  perpendiculaires 
à NM  et  NO,  l’angle  formé  par  ces  droites  est  aussi  «.  On  a 
d'ailleurs 


Nn  : Nm  ::  sin.m  : sio.M.  n = 200  — N — m,  sin.n=  sin.  (N-f  m) 


d'où 


Nm  = N* 


sin.  (N  — f-  m). 
sin.m  * 


Nm  = Nn 


sio.N  cos. m + sin.m  cos.N 
sin.m 


ot  Nm  = Nn  (sin, N colang.m  + cos.N) 

L’angle  en  N étant  très-petit,  son  sinus  l’est  aussi.  L'angle  en 
m différant  peu  do  100%  sa  cotangente  est  également  très-petite; 
d’où  il  résulte  que  le  produit  de  ces  deux  lignes  trigonométri- 
qucs  est  négligeable  comparativement  à cos.N  : il  vient  donc 
enfin 

Nm 

Nm  *=  Nn  cos.N  «=  Nn  cos  a ou  cos.ae= 

Nn 
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Mais  en  désignant  par  /a  le  résultat  de  la  lecture,  et  par  b,  la 
ligne  ON,  nous  avons 

Nm 

fi  i b II  N*  î Nm,  cl  b =»  3 — =,  (j  co».a  ; 

d’ailleurs  MN  ou  B=  b cos. a,  donc  enfin 

B = /8eos.«a=/î(l  — sin.«  a)  el  fi  — B = p sin.» a. 

On  a construit,  pour  trouver  de  suite  les  valeurs  des  bases  ré- 
duites B,  des  tables  à double  entrée,  dont  les  éléments  sont  l’an- 
gle de  pente  et  le  nombre  de  mètres  indiqué  par  la  lecture.  Dans 
bien  des  circonstances,  l'inclinaison  « du  terrain  est  assez  petite 
pour  que  la  correction  ne  porto  que  sur  des  fractions  de  mètres  ; 
on  la  néglige  alors,  puisque  l’erreur  do  lecture  peut  atteindre  un 
mètre. 

On  a pu  remarquer  qu'il  est  do  la  plus  grande  importance  que 
l’angle  visuel  soit  bien  constant.  Or,  cette  condition  est, assez  mal 
remplie  dans  la  sladia  telle  que  nous  venons  de  l'expliquer  et 
telle  qu’on  s'en  est  servi  jusqu'à  ce  jour  en  France  : car,  en  elfet, 
le  tirage  variable  de  l'oculaire,  en  raison  do  la  vue  de  l'obser- 
vateur, déplace  le  sommet  de  l’angle  visuel.  M.  Porro  a rendu 
cel  instrument  de  la  plus  grande  précision.  Nous  le  décrirons 
après  avoir  indiqué  les  principales  lois  d’optique,  sans  lesquelles 
on  ne  pourrait  comprendre  l’explication. 


CHAPITRE  Y. 

LEVÉES  AD  GONIOGRAPÜE  ET  A LA  CHAINE. 


.rJIlV. 
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125.  En  ajoutant  une  chaîne  au  goniographe,  on  peut  résoudre 
quelques  nouveaux  problèmes.  Supposons  que  l’on  ait  à sa  dispo- 
sition, une  planchette,  une  alidade  et  une  chaîne  ; on  donne 
deux  points  do  repère  et  l'on  demande  de  déterminer  la  projection 
d'un  troisième  point  : 

1°  Lorsqu'un  des  repères  et  le  point  cherché  sont  accessibles  et 
le  second  repôro  visible  seulement  du  premier.  Soient  R,r;  P,p 
les  deux  ropères  et  X le  point  que  l’on  veut  trouver.  On  station- 
nera en  R,r,  s'orientant  sur  RP,  on  rayonnera  RX  et  on  le  mesu- 
rera : on  rapportera  cette  distance  à l'échelle  et  l’on  aura  x. 

2"  Lorsque  les  deux  repères  sont  inaccessibles,  mais  quo  l'on 
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peut  s'établir  en  un  point  A,  fig.  56,  de  la  droite  qui  les  unit  : que 
de  ce  point  on  voit  X,  et  qu'enfin,  l'un  des  repères  est  invisible  de 
X,  on  se  transporte  en  A,  on  cherche  sur  la  planchette  le  point 
a'  où  la  verticale  de  A rencontre  rp;  on  s’oriente  sur  RP;  ou 
rayonne  AX,  puis  on  le  mesure,  et  on  porte  la  longueur  réduite 
à l'échelle  de  a > en  x'.  Par  x',  on  trace  parallèlement  à rp  une 
droite  sur  laquelle  doit  se  trouver  la  véritable  projection  a;  de  X. 
Se  plaçant  en  station  en  ce  dernier  point  cl  s’orientant  au  moyen 
de  a'x1 , on  dirige  ensuite  par  P p un  rayon  visuel  dont  la  trace 
contiendra  aussi  le  point  cherché  x'. 

3°  Lorsque  l’un  des  repères  P et  le  point  cherché  X sont  inac- 
cessibles, on  choisit  un  autre  point  accessible  A,  fig.  57,  que  l’on 
vise  de  R : on  mesure  RA  quo  l’on  reporte  sur  le  plan.  En  A, 
après s'étre  décliné  sur  AR.  on  recoupe  X qui  avait  été  visé  à la 
station  II  et  se  trouve  ainsi  déterminé. 

4°  Lorsque  les  deux  points  de  repère  sont  inaccessibles  et  visi- 
bles tous  deux  du  point  cherché,  et  que  l’on  connaît  la  distance 
de  ce  dernier  à l'un  d'eux,  ou  quand  l’un  des  repères  est  abor- 
dable seulement  pour  mesurer  la  distance,  mais  non  pour  s'y 
mettre  en  station.  C’est  ce  qui  arriverait  si  ce  point  était  entouré 
de  bois  ou  de  maisons,  et  qu’il  y eût  seulement  une  route  ou  une 
rue  se  dirigeant  vers  le  point  dont  on  veut  obtenir  la  projection. 
Si  l’on  peut  tracer  sur  rp  le  segment  capable  de  l’angle  RXP, 
fig.  58,  son  intersection  par  l'arc  de  cercle  décrit  de  r comme 
centre,  avec  la  distance  RX  réduite  ù l’échelle  pour  rayon,  dé- 
terminera le  point  x cherché.  Pour  atteindre  ce  but,  opérons 
comme  au  § 99,  et  pour  cela,  étant  en  station  en  X,  établissons 
la  projection  p sur  la  verticalo  de  X et  la  trace  rp  dans  le  plan 
vertical  RX  : fixons  la  planchette  et  faisons  pivoter  l’alidade  au- 
tour de  p jusqu’à  ce  qu  elle  soit  dans  le  plan  vertical  dont  XP  est 
la  trace  sur  le  terrain  ; élevons  une  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  rp;  au  point  p une  perpendiculaire  sur  la  ligne  de  construc- 
tion pp',  et  le  point  o de  rencontre  sera  le  centre  du  segment  ca- 
pable. On  voit  que  la  distance  rx  étant  supposée  connue  d’avance 
ou  mesurée,  on  obtient  la  position  de  x en  décrivant  do  r un  arc 
de  cercle  dont  le  rayon  est  rx.  En  traçant  les  lignes  rx,  px,  on  a 
la  projection  de  l’angle  RXP,  le  moyen  de  s’orienter  en  X et  d'y 
commencer  les  opérations  relatives  à la  construction  du  canevas. 
Ces  différents  problèmes  pourraient  être  également  résolus  au 
moyen  du  graphomèlrc  ou  de  la  boussole. 

126  Nous  terminerons  ce  qui  a rapport  aux  divers  modes  de 
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procéder  avec  la  planchellc  et  la  chaîne  en  suppQsant  donné  le 
cadre  d’une  levée  avec  la  condition  que  l’un  de  ses  côtés  soit  pa- 
rallèle au  méridien  : la  projection  d'un  point  de  départ  étant 
également  connue,  il  s'agit  de  faire  le  plan  et  par  conséquent  de 
conslruirc  d’abord  le  canevas  : 

1°  Si  le  point  donné  est  accessible,  on  s’y  transporte  et  l’on  y 
détermine  la  direction  de  la  méridienne  par  un  des  procédés  pré- 
cédemment indiqués  ou  plutôt  au  moyen  du  déclinatoire  ou  de  la 
boussole.  On  met  le  côté  précité  du  cadre  dans  cette  direction, 
puis  on  vise  un  point  accessible,  on  en  mesure  la  distance  avec 
soin,  et  l'on  a ainsi  une  base  orientée  sur  laquelle  on  appuie  les 
opérations  ultérieures. 

2°  Lorsque  le  point  donné  II  est  inaccessible,  on  se  place  à un 
autre  point  A,  fig.  59,  dont  on  prend,  pour  projection  provisoire, 
a'  sur  la  verticale  do  A : on  oriente  comme  ci-dessus  et  l’on  vise 
R et  un  nouveau  point  accessible  B.  La  direction  a'R  ne  passe  pas 
par  r,  mais  elle  est  parallèle  à ar  cherché.  On  mesure  AB  et  l’on 
en  porte  la  longueur  suivant  a'b1 . Arrivé  en  B,  on  considéré  b' 
comme  en  étant  la  projection,  on  s'oriente  au  moyeu  do  AB  et 
l’on  trace  116'  rencontrant  a' R en  un  point  r'  qui  est  le  troi- 
sième sommet  d’un  triangle  a'b'r'  égal  h celui  que  forment  les 
projections  des  trois  points  A, B, R : de  plus,  les  côtés  sont  paral- 
lèles à leurs  correspondants.  Il  suffit  donc  de  faire  glisser  ce  tri- 
angle parallèlement  h lui- môme  jusqu’il  ce  que  r et  r1  se  con- 
fondent, alors  a'b1  devient  ab,  et  l'on  a déterminé  une  base 
accessible  au  moyen  d’un  point  qui  ne  l’est  pas. 

127.  Généralement,  on  donne  plusieurs  points  de  départ  sur  In 
planchette  : mais,  s’ils  no  s’accordent  pas  entre  eux,  c’est-à-dire 
si  étant  à l’un  quelconque  cl  la  planchette  étant  orientée,  les 
rayons  visuels  dirigés  sur  les  autres  ne  passent  pas  par  leurs  pro- 
jections, il  faut  reconnaître  les  mauvais  et  les  négliger,  ou  quel- 
quefois môme  les  rejeter  tous  hors  un,  et  opérer  comme  il  est  dit 
plus  haut  § 126. 

Si  l’on  est  appelé  à faire  la  levée  d’un  terrain  sur  lequel  il  n’y  a 
pas  de  points  trigonométriques,  on  choisit  des  points  remarqua- 
bles a,b,c,d , fig.  60,  on  prend  et  mesure  une  base  rtm,  et  l’on  fait 
en  sorte  d’arriver  à la  détermination  des  points  a,b,c,d  en  passant 
par  le  plus  petit  nombre  possible  d’opérations,  afin  d’avoir  moins 
de  chances  d’erreur.  Les  planchettes  voisines  pourront  alors  se 
bien  raccorder,  si  l’on  a eu  soin  d’avoir  un  côté  ab  commun  à 
deux  contiguë 

16. 
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128.  Si  l’on  veut  déterminer  l'échelle  qu'il  faut  employer,  pour 
que  la  projection  d'une  surface  assignée  du  terrain  soit  contenue 
dans  un  cadre  donné,  on  fait  la  reconnaissance  du  terrain,  puis 
un  canevas  provisoire  h une  petite  échelle;  on  y circonscrit  un 
rectangle  semblable  au  cadre  donné,  et  le  rapport  entre  un  côté 
de  ce  cadre  et  son  homologue  dans  le  rectangle  tracé  est  celui  qui 
existe  entre  l'échelle  qui  satisfera  à l'énoncé  du  problème  et  celle 
employée  pour  le  canevas  approximatif. 

Si,  réciproquement,  l’échelle  est  spécifiée  ainsi  que  la  surface  du 
terrain,  on  peut  se  proposer  de  trouver  les  dimensions  du  cadre. 
On  opère  comme  ci-dessus,  et  le  rapport  entre  l'échelle  donnée 
et  celle  que  l'on  a employée  pour  le  canevas  devant  être  le  môme 
que  celui  des  côtés  homologues,  les  dimensions  du  cadre  cherché 
se  déduiront  facilement  de  celles  du  rectangle  circonscrit. 

129.  L’équerre  est  plutôt  un  instrument  d’arpenteur  que  de  to- 
pographe ; cependant,  comme  il  est  d’un  usage  très-commun  dans 
les  campagnes  et  qu'un  officier  chargé  de  faire  des  reconnais- 
sances doit  surtout  pouvoir  tirer  parti  des  instruments  que  le  ha- 
sard lui  fournit;  nous  entrerons  dans  quelques  détails  à son  sujet. 
L’équerre  est  ordinairement  un  cylindre  en  cuivre,  fig.  61,  de 
O”, 08  b 0m,l  de  diamètre,  dans  lequel  sont  pratiquées  quatre 
fentes  verticales  ou  pinnules  déterminées  par  deux  diamètres  rect- 
angulaires. Cet  instrument  peut  également  se  composer  d'un 
cercle  de  cuivre  auquel  sont  fixées  quatro  pinnules  perpendicu- 
laires b son  plan,  et  placées  comme  les  précédentes  dans  deux 
directions  formant  angle  droit. 

L’équerre  se  place  sur  un  pied  b trois  branches  ou  sur  un  bâton 
ferré.  On  voit  facilement  que  si  l’on  dirige  l’une  des  alidades 
suivant  un  certain  alignement,  l'autre  en  déterminera  un  second 
perpendiculaire  au  premier.  La  seule  vérification  b laquelle  on 
doit  soumettre  cet  instrument,  consiste  b s’assurer  que  les  deux 
directions  se  coupent  b angle  droit.  Pour  cela,  on  vise  b travers 
deux  pinfiules  un  objet  éloigné  et  un  second  par  les  deux  autres, 
puis  l'on  fait  tourner  l'instrument  jusqu'b  ce  qu’on  aperçoive  le 
premier  objet  avec  les  secondes  pinnules,  et  réciproquement.  Si 
la  coïncidence  a lieu,  l'équerre  est  juste.  La  plupart  des  équerres 
ne  sont  pas  rectifiables  : néanmoins  on  peut  encore  résoudre  plu- 
sieurs problèmes  intéressants  avec  une  fausse  équerre  comme 
avec  une  qui  est  juste.  On  peut,  par  exemple,  mener  par  un  point 
extérieur  une  perpendiculaire  b une  droite,  car  on  trouvera  O', 
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I uj . 62,  par  un  premier  coup  d équerre;  et  faisant  ensuite  venir 
l'alidade  OC  sur  L'alignement  AB,  on  marchera  sur  cet  alignement 
jusqu'à  ce  que  l’autre  O b soit  dans  la  direction  de  C : on  divise  en 
deux  parties  égales  la  distance  du  point  O"  où  l'on  se  trouve,  à la 
première  station  O',  et  le  point  milieu  O est  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaisséo  de  Csur  AB. 

Si  la  perpendiculaire  devait  être  élevée  en  un  point  déterminé 
de  la  direction  clle-môme,  on  opérerait  en  ce  point,  en  dirigeant 
successivement  l'une  et  l’autre  pinnule  suivant  la  baso  : ces  deux 
opérations  auraient  déterminé  la  position  de  deux  jalons  que  l'on 
aurait  eu  soin  de  placer  à même  distance  de  l'instrument,  au  bout 
de  la  chaîne  tendue  si  l'on  veut.  Le  point  milieu  de  la  droite  qui 
unit  les  deux  jalons  appartient  à la  perpendiculaire  cherchée. 

Pour  lever  un  polygone,  on  détermine  les  coordonnées  de  ses 
sommets  en  les  rapportant  à deux  axes  rectangulaires.  On  prend 
une  base  AX  (ftj.  63),  on  marche  dessus  en  mettant  une  des 
alidades  dans  sa  direction  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  en  a'  où  l’on 
aperçoit  un  angle  a dans  la  seconde  alidade.  On  opère  de  même 
pour  les  autres  points  b,c,  d,e  et  l'on  porte  sur  le  papier  les  lon- 
gueurs Aa’,  Ae',  \b',  etc.  On  prend  un  second  axe  A Y sur  lequel 
on  effectue  des  opérations  analogues  aux  précédentes  et  les  in- 
tersections des  perpendiculaires  à cet  axe  aa",  b V',  cc",  etc.,  avec 
celles  que  l'on  a élevées  ena'  ,b',c' , etc.,  déterminent  les  projec- 
tions de  tous  les  sommets  du  polygone. 

Si  les  deux  couples  de  pinnules  n’étaient  pas  rectangulaires,  il 
faudrait  que  les  axes  fissent  le  même  angle  qu'elles,  et  avoir  soin 
en  opérant  de  diriger  toujours  l'équerre  de  la  même  manière. 

Il  existe  des  équerres  dont  l'angle  n'est  pas  constant  : elles  se 
composent  de  deux  cylindres  creux  s'emboîtant  commo  les  deux 
parties  d'une  tabatière.  L’un  porte  une  alidade  et  un  index  ; 
l’autre  une  alidade  et  une  division  circulaire.  Cet  instrument  ne 
peut  étro  d’une  très-grande  précision,  en  raison  de  son  petit 
diamètre. 

On  peut  encore,  pour  lever  le  plan  d'une  figure  quelconque, 
agir  ainsi  qu’il  suit  : on  mène  dans  l'intérieur  et  dans  le  sens  de 
la  plus  grande  dimension,  une  droite  que  l'on  nomme  base  ou 
directrice.  Ile  tous  les  angles  du  périmètre,  on  paisse  sur  celle 
base  des  perpendiculaires  que  l'on  mesure  ainsi  que  les  segments 
qu’elles  déterminent  sur  celte  base. 

On  peut  se  servir  immédiatement  du  rapporteur  sur  le  terrain 
. pour  construire  les  perpendiculaires. 
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Si  l’intérieur  du  polygone  est  inaccessible,  on  emploie  la  pre- 
mière méthode  indiquée,  ou  en  supposant  que  la  figure  soit  cur- 
viligne, on  lui  circonscrit  un  quadrilatère  ou  tel  polygone  qui  lui 
convient  le  mieux,  et  de  tous  les  principaux  points  du  contour, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  chacun  des  côtés  pris  succes- 
sivement pour  directrices. 

130.  Nous  allons  passer  encore  en  revue  quelques-uns  des  pro- 
blèmes susceptibles  d'ôlre  résolus  avec  l’équerre. 

1°  Par  un  point  C mener  une  parallèle  à une  droite  AB  acces- 
sible (fig.  64).  On  cherche  sur  la  ligne  donnée  le  pied  A de  la 
perpendiculaire  passant  par  C où  l'on  se  transporte  ensuite  : on 
y dirige  l’une  des  alidades  de  l'instrument  suivant  CA,  et  l’autre 
détermine  la  direction  de  la  parallèle  demandée. 

2°  Mesurer  la  distance  h laquelle  on  se  trouve  d’un  point  A 
inaccessible.  Si  l’on  est  placé  en  B (fig.  65),  on  mesure  une  base 
BC  perpendiculaire  à AB  et  dont  on  marque  le  point  milieu  D : 
en  C,  on  élève  une  perpendiculaire  indéfinie  A'C  à la  base  cl  on 
la  jalonne;  on  jalonne  de  môme  l’alignement  AD  prolongé,  et  le 
point  de  rencontre  A'  détermine  la  solution  du  problème  : car  les 
deux  trianglesABD.A'CD  sont  égaux  puisque,  rectangles  tousdeux 
on  B et  C,  ils  ont  les  angles  en  D égaux  comme  opposés  par  le 
sommet  et  les  côtés  BD,  CD  égaux  par  construction  : donc  A'C  est 
égal  à la  distance  cherchée  AB. 

3°  Mesurer  la  distance  de  AàH  tousdeux  inaccessibles  et  par  un 
point  O donné,  mener  une  parallèle  h AH.  On  prend  une  base  BC 
sur  laquelle  on  cherche  les  pieds  B et  C des  perpendiculaires 
abaissées  de  A et  de  H,  puis  on  mesure  la  longueur  de  BC  cl  l’on 
en  marque  le  milieu  D.  Le  terrain  sur  lequel  on  a tracé  BC  a été 
choisi  tel  que  l’on  puisse  opérer  avec  précision.  On  prolonge , 
au  moyen  de  jalons,  les  directions  DA, UH  jusqu'à  la  rencontre 
en  A' et  H'  des  perpendiculaires  HC,ÂB  aussi  prolongées.  Les  deux 
triangles  ABD,Â'DC,  comme  nous  venons  de  le  voir  plus  haut, 
sont  égaux  , puisqu’ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles 
égaux.  La  distance  de  A à B est  donc  connue  5 elle  est  égale  à 
A'C.  La  comparaison  des  triangles  CDH,BDH'  donne  également 
CH=BH'.  Il  en  résulte  que  la  figure  AILA'H'  est  un  parallélo- 
gramme, que  .VIL  est  égal  et  parallèle  à AH  et  qu'ainsi  la  lon- 
gueur AH  demandée  est  connue.  Pour  mener  enfin  par  O une 
parallèle  à AH,  cela  revient  à tracer  une  parallèle  à la  droite 
accessible  A'H'  par  le  procédé  indiqué  au  premier  problème. 
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Si  lo  terrain  en  arrière  de  la  base  n’était  pas  assez  vaste  pour 
opérer  ainsi,  on  prendrait  Dn=jDG  et  Dm=z\  BD  ou  DC  : on 
élèverait  par  m et  n deux  perpendicu'aires  jusqu  a la  rencontre 
des  prolongements  de  AD  et  DH,  et  l’on  arriverait  àoA  = jAH. 

4°  Prolonger  avec  l’équerre  une  ligne  AB  au  delà  d'un  obslaclc. 
On  mèneBfc  (fig.  66),  perpendiculaire  sur  AB  ; bc  perpendiculaire 
surBfc;  Cc=B6  perpendiculaire  surfcc  et  enfin  CD  perpendiculaire 
sur  Ce. 

Suivant  la  position  de  l'obstacle,  on  pourra  encore  résoudre 
ainsi  le  problème.  Par  6 on  mène  cd  quelconque;  on  choisit  d 
(fig.  67)  de  manière  que  do  perpendiculaire  à cd  dépasse  l'obsta- 
cle : on  prend  bc=bd.  En  c on  élève  la  perpendiculaire  ca  que 
l’on  mesure , puis  faisant  doz=ca,  on  a le  point  o qui  appartient 
au  prolongement  de  ab. 

Si  l’on  veut  encore,  on  trace  fcc  (fig.  68)  et  cd  perpendiculaires 
à ab  et  ac.  Les  deux  triangles  rectangles  abc,acd  étant  semblables 
parce  qu'ils  ont  un  angle  et  un  côté  communs,  fournissent  la  pro- 
portion ab  : fcc  : : ac  ; cd  de  laquelle  on  tire,  pour  avoir  la  position 
de  d, 

ac  X bc 

cd  — — • 

ab 

Enfin,  par  a et  6 [fig.  69),  on  mène  cd  et  ef  perpendiculairement 
à ab  : on  prend  bc=bd,  ae  — af  e t les  alignements  ec,  df  prolongés 
donnent,  par  leur  rencontre,  un  point  O appartenant  à la  droite 
indéfinie  ab. 

5 Mesurer  une  ligne  accessible  à ses  deux  extrémités  seulement. 
On  construit  le  rectangle  ABA’B'  (fig.  70),  et  l’on  mesure  A'BC 
On  peut  aussi  au  point  A (fig.  71),  élever  AC  perpendiculaire  à AB; 
mesurer  AC  : par  un  point  D do  cette  ligne,  mener  une  parallèlo 
à AB  jusqu'à  la  rencontre  en  E de  CD  : on  mesure  DC  ainsi  que 
AC  DF 

I»E  et  l'on  a AB  = CL)  '.  On  peut  encore  par  A (fig.  7*2),  mener 

une  droite  quelconque  AC  que  l'on  prolonge  jusqu'à  ce  que  l'on 
atteigne  le  pied  de  BC  perpendiculaire  à AC  et  l’on  conclut 

AB  = V Âc*-f  BC* 

ou  enfin , si  l'obstacle  no  permettait  pas  de  construire  la  figure 
précédente,  on  tracerait  AA'  (fig.  73)  puis  A'C'  perpendiculaire 
à W et  BC'  perpendiculaire  à AC'  : il  viendrait  alors 

A 8 = V Âc’  + Bc*  “ V Âüî -f  (BC'  —AA'J 
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6°  S'il  s'agit  d’évaluer  la  surface  d’une  levée  renfermée  dans 
une  courbe  quelconque,  rien  n’est  plus  facile  quand  le  périmètre 
est  un  polygone  régulier.  La  géométrie  fournit  les  méthodes  à 
employer  en  pareilles  circonstances.  Si  le  contour  est  une  figure 
irrégulière,  le  procédé  consiste  à inscrire,  si  l'intérieur  est  ac- 
cessible, un  polygone  dont  les  côtés  s’écartent  le  moins  possible 
de  la  courbe , puis  à décomposer  la  surface  totale  en  triangles 
que  l'on  évalue  partiellement  au  moyen  de  la  formule  S ==■  BH 
et  que  l’on  peut  vérifier  par  celle  autre 

S = V p (p  — a)  (p  — 4)  (p  _ c; 

p représentant  la  demisommo'dcs  côtés. 

Il  ne  reste  plus  alors  à évaluer  que  les  portions  AmB,  Bm'C, 

Cm"D,  etc.  ( pg . 74).  Voici  comment  on  procède  : soit  une  surface 
terminée  par  la  courbe  irrégulière  Ac'd'e’Be"d"c"  (pg.  75),  on 
trace  la  droite  AB  suivant  la  plus  grande  longueur  de  la  figure  : 
on  la  partage  en  parties  égales  \c,cd,de,eB,  assez  petites  pour  que 
l’on  puisse  regarder  comme  des  lignes  droites  les  portions  de  cour- 
bes comprimes  entre  les  perpendiculaires  élevées  par  les  points 
c,d,e.  Ne  considérons  que  la  partie  supérieure  à AB  puisque  nous 
opérerions  de  la  même  manière  à l’égard  de  l’autre.  Nous  voyons 
quelle  est  décomposée  en  une  suite  de  trapèzes  compris  entre 
deux  triangles.  Désignons  cc1  par  h,  dd'  par  /»'  ,««'  par  h"  et  faisons 
A.c=cd=de  = Be  = b-,  nous  aurons,  en  représentant  par  S la 
surface  totale  et  par  etc.,  les  surfaces  partielles. 

«=J4A;  i>=1  4(4+ A'),  *"=  J A(A'-f  A");  »»'=>*  AA» 
d'0Ù  S =i  4 [A  +(A+A')+;A'-f-A»)+A"]  = A(A  + A'+A») 

Ceci  nous  suffit  pour  déterminer  les  petites  surfaces  curvilignes 
de  la  f ig . 74.  Telle  serait  aussi  la  marche  à suivro  si  l’intérieur 
de  la  courbe  était  inaccessible,  comme  serait  un  étang,  un  bois, 
etc.,  car  alors  on  circonscrirait  un  polygone  ( pg . 76).  On  en 
calculerait  la  surface  de  laquelle  on  retrancherait  celles  des  in- 
tervalles compris  entre  la  courbe  et  les  côtés  du  polygone.  Nous 
voyons  encore  que  si,  dans  la  figure  75,  nous  calculons  la  surface 
au  sud  do  AB  comme  nous  l’avons  fait  pour  celle  qui  est  au 
nord,  cela  indique  un  moyen  que  l’on  peut  encore  employer 
directement  pour  trouver  l’aire  d une  figure  sans  .y  inscrire  de 
polygone. 


Digitized  by  Google 


ALIGNEMENTS.  — TRANSVERSALES. 


127 


CHAPITRE  VI. 

LEVÉES  A LA  CHAINE.  ALIGNEMENTS.  TRANSVERSALES. 

131.  Il  est  indispensable  qu’un  officier  chargé  de  lever,  souvent 
sans  le  secours  d’instruments,  connaisse  les  ressources  que  peu- 
vent lui  fournir  de  simples  alignements  tracés  au  moyen  de  ja- 
lons, et  la  chaîne  ou  son  pas  bien  réglé.  Prendre  ou  jalonner  un 
alignement,  c’est  chercher,  sur  le  terrain,  la  trace  du  plan  vertical 
qui  passe  par  deux  points  déterminés.  On  se  sert  pour  cela  de 
jalons  ou  béions  ferrés. 

Si  l’un  des  points  est  accessible,  on  s’y  place  et  l'on  fait  plan- 
ter une  suite  de  jalons  dans  la  direction  du  second.  Il  est  bon  de 
viser  d’un  peu  loin  et  de  faire  passer  le  rayon  visuel  tangentiel- 
lement  aux  jafons  et  alternativement  à droite  et  h gauche. 

Si  aucun  des  deux  points  n'est  accessible,  on  se  transporte  en 
C sur  la  direction  présumée  AB  ( fig . 77),  on  y place  un  jalon,  et 
l’on  en  fait  planter  un  autre  C'.sur  la  direction  CB  : on  se  rend 
en  C'  pour  voir  si  A,C,C',  sont  en  ligne  droite,  et  s’il  n’en  est 
pas  ainsi,  on  dérange  les  jalons  et  l’on  arrive  par  tâtonnement  à 
leur  véritable  position.  Le  concours  de  deux  personnes  abrège 
évidemment  l’opération. 

132.  Soit  proposé  de  trouver  la  projection  d’un  point  C,  con- 
naissant celles  de  deux  droites  AB, A'B'. 

1®  Si  d’abord  le  point  C [fig.  78)  doit  se  trouver  sur  les  deux 
alignements,  il  est  évident  que  sa  position  se  détermine  en  pro- 
longeant les  droites  ab,  a1  b'  jusqu’à  leur  rencontre. 

2°  S’il  doit  se  trouver  sur  l’un  seulement  des  deux  alignements, 
sur  AB  [fig.  79),  on  prolonge  d’abord  A'B'  au  moyen  de  jalons 
jusqu’en  C'  : on  mesure  CC'  et  on  le  porte  réduit  à l’échelle  sur 
le  plan  de  c'  en  c suivant  ab. 

3°  Si  C est  situé  hors  des  deux  directions  données  AB  et  A'B', 
on  demande  encore  d’en  déterminer  la  projection  par  la  méthode 
des  alignements.  On  connaît  sur  le  plan  ab,a'b > et  d projection 
d’un  point  D visible  de  C,  mais  inaccessible  [fig.  80).  De  C,  on 
marche  vers  D jusqu'à  ce  qu’on  parvienne  en  C'  sur  la  droite  qui 
unit  A à B : ensuite  on  mesure  la  distance  de  C'  à C"  point  de 
rencontre  des  deux  alignements’  connus,  puis  on  porte  sur  le  plan 
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d’abord  la  longueur  c'c"  : on  trace  de',  eUur  son  prolongement 
on  porte  celle  de  ce’  quldélermine  c. 

On  pourrait  se  passer  do  connaître  la  position  de  d si  l'on  pou- 
vait mesurer  CG  ' : car,  en  prenant  C'  à une  distance  arbitraire  de 
C",  on  décrirait,  do  ces  deux  points  comme,  centres,  avec  des 
rayons  ce1  et  ce'  deux  arcs  de  cercles  dont  l'intersection  déter- 
minerait c. 

k°  Le  point  C [fig.  81)  est  situé  sur  une  droite  AB  dont  la  pro- 
jection est  connue  : on  a également  d celle  de  D accessible;  il 
s'agit  de  trouvère.  On  marche  sur  la  direction  CD  que  l’on  me- 
sure, puis  du  point  d comme  centre  et  d un  rayon  égal  à CD  réduit, 
on  décrit  un  arc  qui  coupe  ab  en  c point  cherché. 

5°  La  projection  de  AB  et  celle  de  D accessible  {fig.  80)  étant 
encore  connues,  on  veut  déterminer  C que  l’on  ne  suppose  plus 
sur  la  direction  AB.  On  mesure  CD  et  la  distance  de  D h C'  point 
de  rencontre  do  AB  et  CD  ; après  quoi  sur  le  papier,  de  d comme 
centre  et  avec  de'  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  do  cercle  qui 
coupe  ab  en  deux  points,  mais  on  reconnaît  facilement  celui  qui 
convient  : on  trace  de'  et  l’on  porte  cd  sur  cette  ligne  à partir 
de  d. 

' 

133.  Théorie  du  transversales.  Sans  le  secours  d’autres  instru- 
ments que  la  chaîne  et  des  jalons,  on  peut  encore  résoudre  plu- 
sieurs problèmes  dont  la  pratique  se  présente  assez  fréquemment. 

La  solution  de  quelques-uns  d'entre  eux  s'appuie  sur  deux  pro- 
priétés fondamentales  des  lignes  que  l'on  nommo  transversales. 
On  désigne  sous  ce  nom  des  droites  qui  traversent  un  système 
d’autres  lignes  droites. 

Premier  théorème.  Imaginons  une  transversale  XV  coupant  le 
système  des  trois  droites  Ac,C6,Ba  aux  points  c,b,a  {fig.  82):  ces 
trois  lignes  forment  généralement  un  triangle  ABC,  et  l'ensemble 
fournit  cette  relation  : 

Le  produit  des  segments  de  droite  est  égal  au  produit  des  segments 
de  gauche;  ou,  ce  qui  est  la  mémo  chose,  le  quotient  de  ces  deux 
produits  est  égal  à l'unité. 

La  gauche  et  la  droite  sont  prises  à chaque  sommet  de  triangle, 
par  rapport  h son  centre,  et  les  segments  se  comptent  sur  les  di- 
rections prolongées  des  côtés,  à partir  do  chaque  sommet  jusqu'à 
la  rencontre  de  la  transversale.  Pour  le  démontrer,  menons  par 
C,Cc'  parallèle  U AB,  et  nous  aurons,  en  comparant  les  triangles 
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semblables  Kca,  C ce' , ^ Les  deux  triangles  èCc',fcBadon- 

C6  Ce' 

neni  également  gj  ~ multipliant  ces  deux  égalités  membre  à 
membre,  il  vient 
Ae.CA  Aa.Ce'  Ac.Cfc.Ba 


Ce.  BA  ‘ Ce*  Ba 


OU 


Aa.BA  Ce 


OU  enfin  Aa.BA.O  = Ae.CA.O 


On  voit  que  si,  dans  l'une  de  ces  équations,  on  connaît  cinq 
quantités,  la  sixième  s’en  déduit. 

134.  Deuxième  théorème.  Considérons  maintenant  le  triangle 
ACB  (fig.  83)  relativement  à trois  transversales  passant  chacune 
par  un  des  sommets  et  prolongeons  les  côtés  du  triangle  jusqu'à 
ces  transversales.  Le  triangle  ACC' 11  donne  par  rapport  à lalrans- 

AA'.C,,rDf  CB 

versale  DD'  et  d’après  le  théorème  précédent  Xd>  dc'»  ca'^*' 

Le  triangle  ABC'"  fournit  de  môme,  par  rapport  h DD", 
AD".CC'".BB" 

ÂB~'  D,rcm  bc~  * Multipliant  membre  à membre  et  supprimant, 
dans  le  premier,  BC  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénomi- 

. . , , AA'.BB".CC'".AD".C'"D' 

minateur,  il  en  résulte  adi .CA'.D"C"'.AB".BCm  = ' 

Si  les  trois  transversales  se  rencontrent  en  un  seul  point,  c’est- 
à-dire  si  D'  et  D"  se  confondent  avec  D (fig.  84),  on  aura  AD"  = 

AA'  BB"  CC" 

AD',  C'"D"  = C'"D/  et  par  suite  AB„.BCi;u,c  = *• 

Cette  dernière  formule  peut  se  déduire  immédiatement  du 
premier  théorème  en  considérant  le  triangle  ABC  successivement 
par  rapport  aux  trois  transversales.  En  effet,  pour  la  transver- 

. _ , AA'.CD  BA.CC"' 

sale  DB,  l'on  a^B  ëp  = 1 : pour  DA,  = 1 et  pour  DC 

AC.BB" 

AB".BC 

Multipliant  comme  ci-dessus  et  supprimant  AB,AC,BC  haut  et 

, . AA'.BB''.CC'" 

bas,  il  vient  “ * 

Cette  propriété  peut  ainsi  s'énoncer  : Si  l'on  a un  triangle  et 
trois  transversales  émanant  d’un  môme  point  et  passant  chacune 
par  un  sommot,  le  produit  des  quotients  ou  le  quotient  des  pro- 
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duits  des  segments  de  gauche  par  ceux  de  droite  est  égal  à 
l'unité. 

Si  le  point  D est  situé  dans  l'intérieur  du  triangle,  la  même 
propriété  a encore  lieu  : c’est  co  qu’indique  la  figure 85  h laquelle 
on  a conservé  la  notation  précédente.  Si  l’une  des  transversales, 
cello  qui  passe  par  C,  par  exemple,  partage  en  deux  parties  égales 
le  côté  opposé  AB,  dès  lors  AB 1 =BB 1 et  l'équation  ci-dessus  se 
AA,.CC,,r 

réduit  h b(v7,  ÔX' = * e*  indique  que  la  droite  A C"'  est  parallèle 

à AB.  De  15,  nous  déduirons  bientôt  le  moyen  de  tracer,  par  un 
point  donné,  une  parallèle  h une  droite. 

135.  Problèmes.  Le  premier  théorème  trouve  son  application 
immédiate  dans  la  question  suivante  : 

Trouver  la  distance  de  C accessible  à c inaccessible.  On  prend 
un  point  A [fig.  80),  dans  lo  prolongement  de  Ce  : on  choisit  un 
autre  point  B propre  à former  un  triangle  avec  A et  B.  Sur  BC, 
on  marque  un  point  b pris  arbitrairement,  puis  on  cherche  a 
rencontre  des  alignements  bc, AB,  et  en  considérant  XY  comme 
une  transversale,  on  a Aa.Bft.Cc  = Ac.Ba.C6.  Mettant  h la  place 
de  A c sa  valeur  AC-+-Cc, 


An  -f  86  -f  Cr  = AC  B0.C6  -f  Cr.Bc.C6 


OU 


Cr~AC 


Ba.C6 

Ac.B6 — Ba  C6 


et  entin  Cr*= 


AC 

Ac  B6 
B a Ch 


On  peut  mesurer  AC  et  les  segments  Aa,Ba,B6  Cô  des  deux 
côtés  AB,BC  du  triangle  ABC,  dont  on  connaît  Ce. 


136.  On  demande  de  prolonger  la  ligne  AB  (fig.  87)  au  delà 
d’un  obstaclo.  Qn  cherche  un  point  c duquel  on  puisse  voir  C au 
delà  de  l'obstacle.  On  trace  les  alignements  Bc,Cc,  puis  on  choisit 
6 sur  Bc  de  manière  à pouvoir,  avec  l’alignement  A6,  former 
un  triangle  abc  convenable.  Alors  considérant  AC  comme  une 

transversale,  par  rapport  au  triangle  abc,  on  a = 1 -, 

mettant  pour  Ce  sa  valeur  aC  — c C,  et  tirant  celle  de  aC,  il  vien- 
dra aC  = yb-^ Déterminant  un  autre  point  C'  par  la  même 

Aa.B6 

méthode,  on  sera  en  état  de  tracer  le  prolongement  de  AB. 
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137.  Mener  par  le  point  « une  droite  parallèle  à AB  supposée 
partout  accessible. 

On  prend  C {fig.  88)  sur  aB  prolongé  : de  C on  mène  les  trois 
droites  CA, CB  et  Ce;  celte  dernière  étant  dirigée  sure  milieu 
de  AB;  ensuite,  on  détermine  l’alignement  An;  on  marque  le 
point  de  rencontre  de  A a et  Ce.  puis  enfin  on  prolonge  Bl)  jus- 
qu'en b et  la  droite  qui  unit  a b 6 est  la  parallèle  cherchée, 
d’après  l'une  des  propriétés  des  transversales. 

Si  les  extrémités  seules  do  la  droite  sont  accessibles,  on  mène 
les  alignements  nB, AI),  on  mesure  DB,AD,Da  et  l’on  porte  sur 
AD  prolongé,  ï)b  f/î^.  88 bis),  quatrième  proportionnelle  à ces 
trois  lignes. 

Un  obtient  encore  la  longueur  de  AB  au  moyen  d’une  propor- 
tion de  côtés  dans  les  triangles  semblables  ABD,  atD,  après  avoir 
toutefois  mesuré  ab.  Celte  méthode  pourrait  être  également  em- 
ployée dans  le  premier  cas,  mais  l’autre  est  préférable  en  ce 
qu'il  ne  faut  mesurer  que  AB  pour  en  avoir  le  milieu. 

Si  la  droite  est  entièrement  inaccessible,  on  mesure  les  di- 
stances AD, BD  d’après  le  principe  que  fournit  le  premier  théo- 
rème; puis  on  opère  comme  dans  le  second  cas. 

Si  AB  (fig.  89)  est  accessible  dans  son  prolongement  seulement, 
on  pourra  construire  l’angle  en  a par  les  trois  côtés  du  triangle 
de  construction  abc,  puis  au  point  C où  l'on  veut  faire  passer  la 
parallèle,  on  fera  l’angle  C égal  ô a en  construisant  également 
le  triangle  Ced=abc. 

On  peut  encore,  quand  la  droilo  donnée  CD  [fig.  100)  est  en- 
tièrement inaccessible,  employer  le  procédé  suivant  : A étant 
le  point  donné  par  lequel  on  doit  mener  la  parallèle,  il  est  clair 
que  lo  problème  se  réduit  ù faire  l’angle  DAK=CDA.  On  mesure 
l'angle  CAD  sous  lequel  la  droite  Cl)  est  vue  par  l’observateur 
placé  en  A : on  choisit,  un  peu  loin  de  ce  point,  un  autre  point 
B duquel  CD  apparaisse  sous  le  même  angle  et  l’on  y parvient 
par  tâtonnement.  A,B,C,1)  supposés  dans  un  meme  plan,  seront 
situés  sur  une  même  circonférence,  et  l’on  auraCBA  = CDA. 
Si  donc  on  fait  en  A,  avec  AD,  un  angle  égal  é ABC,  le  second 
côté  AK  de  cet  angle  sera  la  droite  demandée. 

138.  Les  obstacles  qui  empêchent  de  prolonger  une  ligne  ou 
do  mesurer  une  distance,  peuvent  se  présenter  de  diverses  ma- 
nières et  donnent  lieu  à différentes  solutions  dont  nous  allons 
passer  quelques-unes  en  revue. 
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1°  Trouver  les  projections  des  points  B et  B'  situés  sur  le  pro- 
longement de  AA'  et  au  delà  d’un  obstaclo  ( fig . 90).  On  choisit 
un  point  G duquel  on  puisse  voir  A, A', B et  B'  : on  mène  les  ali- 
gnements GA, GA', GB,GB'.  Par  un  point  C quelconque  pris  sur 
l’un  d’eux , on  trace,  par  l’un  des  moyens  connus,  CF  parallèle 
à AB’,  et  de  simples  proportions  déterminent  les  distances  des 
points  B, B'  et  permettent  ainsi  de  tracer  leurs  projections. 

139.  2*  Trouver  la  projection  de  F (fig.  91),  que  l’on  sait  être 
sur  le  prolongement  de  AB.  On  peut  choir  un  point  B',  duquel 
soit  visible  F et  tel  qu’on  lo  voie  aussi  de  O milieu  de  BB'.  Par 
D pris  arbitrairement  sur  AB,  on  mène  une  parallèle  DD'  à BB', 
on  cherche  lo  point  de  rencontre  O de  celle  ligne  et  de  OF  pro- 
longé, puis  faisant  0'D'  = 0’1),  on  trace  sur  le  papier  les  lignes 
indéfinies  00'  cl  B D'  qui  rencontrent  le  prolongement  de  AD 
précisément  en  la  projection  de  F.  Par  ce  moyen,  on  a trouvé 
en  même  temps  la  distance  do  ce  point  supposé  inaccessible.  On 
aurait  encore  pu,  sans  mener  I)D'  parallèle  h IIB',  marquer  par 
un  jalon  le  point  c intersection  de  B D et  OF,  puis  mesurer  CB, 
CB'.CD  et  porter  CD'  quatrième  proportionnelle  à ces  trois 
lignes. 

lit).  3°  S’il  s’agit  de  déterminer  sur  le  terrain  un  point  F sur 
le  prolongement  de  AB  (fig.  92),  on  peut  encore  procéder  ainsi 
qu’il  suit  : on  prend  une  base  AC,  on  abaisse  B\'  sur  AC  et  sous 
un  angle  quelconque;  on  lui  mène  une  parallèle  DE  à une  di- 
stance convenable  pour  qu’elle  no  rencontre  pas  l’obstacle.  Enfin 
on  marque,  au  moyen  d’un  jalon,  E rencontre  de  BC  cl  DE.  Le» 

AH-iVR 

triangles  semblables  ABA'.AFD  donnent  FD=  - — et  ces  3 

lignes  pouvant  être  mesurées  immédiatement,  lo  problème  est 
résolu. 

141.  Deux  points  accessibles  étant  connus  déposition  et  situés 
sur  un  terrain  découvert , déterminer  au  moyen  de  la  chaîne  la  posi- 
tion d'un  troisième  point  inaccessible. 

1“  Soient  A et  B les  points  donnés,  on  jalonne  les  directions 
AC,BC  sur  lesquelles  on  marque  deux  points  A', B',  puis  on  me- 
sure AB,AA',AB',A'B,BB'  et  l’on  construit  sur  le  papier  les  deux 
triangles aafb,abb‘  semblables  à ceux  du  terrain.  On  prolonge  ao' 
et  bb1  et  le  point  de  rencontre  c est  la  projection  de  C. 

2»  Si  un  obstacle,  comme  l’indique  la  figure  94,  s’opposait  à 
ee  qu’on  marchât  de  A en  B'et  de  B en  A',  on  construirait  les 
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deux  triangles  AA'A",BB'B",  on  en  mesurerait  les  rôles,  puis 
on  les  construirait  sur  le  papier; 

3°  Si  A et  B étaient  situés  sur  les  deux  bords  d'un  fleuve  [fig. 95), 
de  manière  à ce  qu'on  no  pût  avancer  de  A en  B et  en  C,  ni  de  B 
vers  A et  C,  on  construirait  les  triangles  AA' A", SB7, B'  sur  les 
prolongements  des  côtés  du  triangle  ABC; 

4°  Supposons  que  A cl  B soient  séparés  par  un  obstacle  et  que 
du  premier  seulement  on  puisse  voir  C.  On  prend  sur  l'aligne- 
ment AC  un  point  C'  visible  de  B : sur  BC,  on  marque  un  point 
1)  et  l’on  prolonge  CD  jusqu’en  B'.  On  mesure  AC',BC',B1)  et 
BB'.  Par  C',  on  imagine  la  droite  C'A'  parallèle  à CD  : cela  posé, 
des  deux  triangles  semblables  BC'A  BDB',  on  tire  BD:  BB':: 
BC'  : B.V.  Cette  proportion  donnant  BA'  en  fonction  de  quantités 
connues,  on  en  déduit  AA’  qui  est  la  différence  de  AB  à A 11  : 
puis  comparant  AC'A'  et  ACB',  on  trouve 

. „ AC'.AB' 

aa':  AC'::  ab'î  ac  <1  ou  enfin  AC  = — 

5°  Si  l’un  des  deux  points,  A par  exemple,  [fig.  97),  est  inac- 
cessible, on  peut  mesurer  BB'  sur  AB;  prolonger  CB'  jusqu’en  D, 
qui,  avec  B et  B'  forment  un  triangle  convenable.  On  mesure  BD 
et  B'D  pour  construire  le  triangle  sur  le  papier  et  l’on  prolonge 
BD  jusqu’en  C'  sur  le  prolongement  de  AC.  En  mesurant  BC', 
on  pourra  construire  la  projection  de  C : elle  sera  le  point  d’in- 
tersection d eac'  et  de  b'd; 

6°  On  pourrait  encore,  comme  dans  la  figure  98,  mesurer  AA' 
sur  l’alignement  AC;  joindre  et  mesurer  A'B,  et  construire  sur 
le  papier  le  triangle  AA’B,  puis  prolonger  les  lignes  AB  et  A’B 
jusqu’en  B'  et  D;  mesurer  BB', B'D  et  BD;  et  enfin  construire 
le  triangle  BB'D.  La  projection  c de  C serait  h l’intersection  de 
AA', B'D  prolongées. 

142.  Trouver,  avec  la  chaîne  seulement,  l'aire  d'un  polygone 
quelconque. 

IDsuffira  de  mesurer  les  côtés  et  les  angles,  en  construisant 
pour  chacun  d’eux  un  triangle  au  moyen  de  ses  trois  côtés.  Si  le 
polygone  est  intérieurement  inaccessible,  les  angles  saillants  sc 
construiront  par  des  triangles  formés  sur  les  prolongements  des 
côtés  comme  en  A {fig.  99).  Si,  au  contraire,  on  ne  peut  opérer 
que  dans  l’intérieur,  on  agira  pour  les  angles  rentrants  comme 
en  B ( mime  fig.) 
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143.  Mener  sur  le  terrain  une  perpendiculaire  à i extrémité  d'une 
droite  AB  sans  la  prolonger. 

On  choisit  dans  l'intérieur  do  l'angle  que  l’on  veut  construire 
un  point  C.  De  co  point,  on  tend  un  cordeau  do  la  longueur  AC, 
de  telle  sorte  que  son  extrémité  D tombe  sur  AB  [fig.  101).  On 
prolonge  CD  au  moyen  de  jalons  ; on  porto  EC=  CD  et  le  point  E 
appartient  à la  perpendiculaire  AE  cherchée.  On  voit  qu'il  n'est 
plus  question  ici  des  propriétés  des  transversales , mais  ce  pro- 
blème et  ceux  qui  suivent  pouvant  trouver  une  application  fré- 
quente, et  leurs  solutions  pouvant  s’obtenir  aussi  sans  le  secours 
d'instruments,  il  nous  a paru  convenable  d’en  faire  mention. 

Le  môme  problème  se  résout  encore  ainsi  qu’il  suit  : on  divise 
un  cordeau  en  trois  purtics  qui  soient  entre  elles  comme  les 
nombres  3,  5 et  4.  On  attache  les  deux  extrémités  en  B {fig. 
102)  : on  fait  coïncider  la  partie  qui  contient  trois  divisions  ou 
celle  qui  en  contient  quatre  avec  la  base  AB  : puis  l'on  tend  le 
cordeau  de  manière  que  les  deux  autres  portions  forment  entre 
elles  un  angle  en  E : ce  point  joint  à B donne  la  perpendiculaire  ; 
en  effet,  le  triangle  est  rectangle  en  B puisque  le  carré  25  du 
-grand  côté  est  égal  à la  somme  IG  -f  9 des  carrés  des  côtés  3 et  4 
de  l'angle  droit. 

141.  Diviser  une  droite  donnée  en  un  certain  nombre  de  parties 
égales. 

Soit  proposé  de  diviser  AB  {fig.  103).  On  mène  k volonté  les 
lignes  indéfinies  BD  et  AE  par  les  points  B et  A.  On  les  divise  en 
un  même  nombre  do  parties  égales  et  l'on  joint  les  divisions  cor- 
respondantes : il  en  résulte  des  droites  parallèles  à AD  et  BE  qui 
partagent  la  ligne  donnée  de  manière  à satisfaire  k la  question 
proposée. 

145.  Trouver  la  distance  d’un  point  accessible  à un  point  qui  ne 
l est  pas.  (lr«  solution.) 

Soit  D le  point  que  l'on  peut  aborder  et  DX  [fig.  104)  la  dis- 
tance que  l’on  veut  connaître.  Au  poiht  D,  on  élève  par  l'une 
des  méthodes  indiquées,  DA  perpendiculaire  hDX  et  l’on  marche 
sur  celte  direction  jusqu'à  ce  que  l'angle  DAX=50j  : ce  dont  on 
est  assuré,  lorsqu'on  élevant  BC  perpendiculaire  k l)A,  on  trouve 
BC=BA.  .•./••• 

Deuxième  solution.  Par  D,  on  mène  Al)  formant  un  angle 
quelconque  avec  DX  : on  partage  Al)  en  deux  parties  égales  : 
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soit  C le  point  milieu,  on  prolonge  au  moyen  do  jalons,  la  direc- 
tion CX.  En  A,  on  trace  AH  parallèle  à DX  au  moyen  des 
triangles  CDE,AFC  que  l'on  fait  égaux  en  mesurant  leurs  trois 
côtés.  La  portion  AB  de  celte  parallèle  terminée  au  prolongement 
de  CX  est  égale  à DX.  Si,  par  une  raison  quelconque,  on  ne  pou- 
vait s’étendre  autant  que  l'exige  AB=DX,  on  prendrait  Ca  et  CD 
dans  un  certain  rapport  et  ab  serait  dans  le  mémo  rapport  rela- 
tivement à DX.  Nous  avons  indiqué  une  méthode  analogue  lors- 
que nous  avons  parlé  de  l’équerre  d’arpenteur. 

Troisième  solution.  Au  point  D,  on  élève  une  perpendiculaire 
h DX  ( fig . 106).  En  un  point  A ,-dont  on  mesure  la  distance  h I), 
on  mène  AX,  puis  AB  perpendiculaire  hAX.  OnmesureBD,  et  de 
la  proportion  BD  : DA  : : DA  : DX,  fournie  par  les  deux  triangles 

rectangles  semblables  BDA,  DAX,  on  tire  DX=  il. 

BD 

146.  Faire  un  angle  égal  d un  angle  donné. 

Il  suffit  pour  cela  de  former  un  triangle  ABC  {fig.  107)  avec 
les  deux  côtés  de  l’angle  et  une  troisième  ligne  AB,  de  les  mesu- 
rer tous  trois,  de  porter  sur  une  autre  ligne  l'une  de  ces  trois 
longueurs  et  de  décrire  de  scs  extrémités  avec  des  rayons  égaux 
aux  deux  autres,  des  arcs  de  cercles  qui  se  couperont  au  troi- 
sième sommet  d'un  triangle  qui,  ayant  ses  côtés  égaux  à ceux  de 
ABC,  aura  ses  angles  égaux  aux  siens  aussi. 

147.  Mener  une  parallèle  à une  droite  donnée. 

Déjà  nous  avons  donné  divers  moyens  de  résoudre  ce  problème, 
soit  à l’aide  de  l’équerro  d’arpenteur,  soit  au  moyen  d’aligne- 
ments seulement  et  en  vertu  des  propriétés  dos  transversales. 
Ici,  nous  allons  indiquer  comment,  par  les  ombres,  on  peut  satis- 
faire à cette  question.  Soit  AB  {fig.  108),  la  droite  à laquelle  on 
veut  mener  une  parallèlo  par  a.  EnÂ,  on  plante  un  jalon,  on 
mesure  la  longueur  de  son  ombre  AD  et  deux  lignes  AC,  DC.  On 
se  transporte  en  a,  on  y plante  le  même  jalon  ou  un  autre  de 
même  longueur,  et  sur  son  ombre  ad,  on  construit  le  triangle  acd 
et  ac  est  la  parallèle  cherchée. 

148.  Déterminer  la  position  de  plusieurs  points  au  moyen  de  la 
chaîne  ou  du  cordeau. 

On  mesure  une  base  AB  (fig.  109)  : des  extrémités  comme  cen- 
tre, on  décrit  des  arcs  de  cercle  et  l'on  mesure  les  cordes  CE,  CK, 
CG,  d’une  part,  et  DJ,  DI,  DH  de  l'autre,  qui  aboutissent  aux 


r Goosle 


TOPOGRAPHIE. 


136 

points  d'intersections  des  arcs  et  des  alignements  dirigés  sur  les 
points  M,  N,  O que  l’on  veut  placer  sur  le  plan. 

t49.  Diviser  un  angle  en  deux  parties  égales. 

Si  le  sommet  C ( fig . 110)  est  accessible,  de  ce  point  on  décrit 
un  arc  de  cercle  AB,  on  trace  la  corde  et  on  la  divise  en  deux  : 
le  point  milieu  D uni  au  sommet,  divise  l’angle  ainsi  qu’on  le 
voulait. 

Si  le  sommet  est  supposé  inaccessible,  on  trace  une  ligne  BA 
quelconque.  Dans  le  triangle  ABC  l(ig.  111',  on  a CBA+CAB= 
200  — ACB,  et  si  le  triangle  isocèle  CBE  était  construit,  on 
aurait  CBE  -j-  CEB  = 200  — BCA  : d’ailleurs  CBE  = CEB , 

CBA  -4-  CAB  * 

donc  CBE  = ^ • Construisant  donc  cet  angle  en  B et  tra- 

çant la  ligne  BE,  son  point  milieu  D appartiendra,  comme  ci- 
dessus,  à la  ligne  qui  divise  l’angle  en  deux  parties  égales. 

Supposons  actuellement  que  l’on  ne  puisse  pas  pénétrer  dans 
l’intérieur  de  l'angle  ACB  {fig.  112),  mais  qu'il  soit  extérieure- 
ment accessible  : ce  sera  si  l'on  veut  le  saillant  d'un  bastion.  Il 
s’agit  de  construire  CD'  prolongement  de  CD  qui  divise  l’angle  en 
deux  parties  égales.  On  élève  CE  perpendiculaire  à l’une  des  faces 
AC  et  l’on  marche  sur  cette  direction  jusqu’à  ce  que  l’angle  AEC 
soit  de  50*,  auquel  casCE  = AC,  puis  on  fait  l'angle  AEF= 100% 
et  l’on  a alors  FC  = AC.  On  se  transporte  en  F et  l’on  a,  par  ali- 
gnement, la  droite  FB.  Elle  est  parallèle  à la  droite  cherchée  et 
ainsi  le  problème  est  ramené  à faire  passer  par  C uno  parallèle 
CD'  à une  ligne  connue  BF.  En  effet,  C et  D étant  les  milieux  de 
de  FA  et  AB,  les  triangles  ACB,  ABF  sont  semblables  et  BF  est  pa- 
rallèle à CD. 

150.  Trouver  la  hauteur  d’un  édifice. 

Quand  le  piod  est  accessible,  on  peut  au  moyen  d’une  équerre 
DEF  [fig.  113),  ou  do  trois  morceaux  de  bois  formant  un  triangle 
rectangle,  résoudre  le  problème.  Pour  cela,  on  s’éloigne  de  l’édi- 
fice jusqu’au  point  où  l’un  des  côtés  DF  de  l’angle  droit  étant  dans 
une  position  horizontale,  le  rayon  visuel  dirigé  suivant  l’hypoté- 
nuse DE  aille  passer  par  le  sommet  de  l’édifice  AB.  On  mesure 
alors  la  base  DG  qui  est  à la  hauteur  AG  dans  le  même  rapport 
que  les  deux  côtés  DF,EF  de  l’équerre  : on  ajoute  à AG  ainsi 
trouvé  la  hauteur  DH  ou  BG  et  l’on  a la  hauteur  totale. 

On  peut  encore  y arriver  au  moyen  d'un  jalon  DE  {fig.  114)  j 
on  le  plante  en  terre,  puis  on  cherche  la  position  C où  doit  être 
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placé  l'œil  ilo  l'observateur  pour  que  C,L)  et  A soient  en  ligne" 
droite.  Une  simple  proportion  entre  les  quantités  CE, CB, DE  et 
l'inconnue  AB  détermine  celte  dernière. 

La  comparaison  des  longueurs  de  l'ombre  de  l'édifice  et  de  celle 
d’un  jalon  dont  on  connaît  la  hauteur,  donne  également  la  solu- 
tion du  problème. 

Si  enfin,  armé  d'une  équerre  CEF  (fig.  115),  on  se  place  à la  di- 
stance nécessaire  pour  que  l'œil,  enC,  voie  le  sommet  A suivant 
l'un  des  côtés  de  l’angle  droit  et  le  pied  B sur  le  prolongement  de 
l'autre,  on  connaîtra  encore,  en  mesurant  la  distance  CD  et  la 
hauteur  BD  h laquelle  se  trouve  l'œil , la  hauteur  cherchée  AB 


CD 


qui  sera  exprimée  par  -f  BD  ou 


CD-f  BD 

BD 


Dans  le  cas  qù  le  pied  de  l'objet  AB  (fig.  116)  est  inaccessible, 
on  choisit  et  l'on  trouve  par  tâtonnement  une  base  CD  satisfai- 
sant à la  condition  que  les  deux  angles  ACD,CDA  soient  chacun 
de  66e. 66  ou  le  tiers  de  deux  angles  droits, 

Alors  le  triangle  ACI)  est  équilatéral,  de  sorte  qu'en  mesurant 
la  base,  on  a précisément  la  distance  AD.  Si,  ensuite,  on  mesure 
DF  et  la  portion  FE  d'un  jalon  FL  placé  en  avant  do  l’œil  sup 
posé  en  D et  aboutissant  à l'horizontale  DG,  on  trouvera  AG  au 
moyen  de  la  proportion  DF  : FE  ::  AD  : AG,  d’où  enfin  AB— 
AG  + GB=AG-f  DK. 

Il  est  à remarquer  que  l'angle  66*. 66  est  très-facile  b obtenir 
en  construisant  un  triangle  avec  trois  régies  d'égales  longueurs. 

Si  l'on  avait  en  même  temps  satisfait  à celte  seconde  condition 
que  A 00=50",  on  aurait  évité  la  proportion,  car  le  triangle 

rectangle  ADG  côt  été  isocèle  et  aurait  donné  ÀD  = 2Àg' ou 

AG  = Ce  problème  pourrait  être  résolu  plus  facilement  si 

l'on  avait  à sa  disposition  une  équerre  à miroir  dont  nous  parle- 
rons plus  tard. 


1 


CHAPITRE  VII. 

INSTRUMENTS  A RÉFLEXION. 

151.  Outre  les  instruments  que  nous  avons  décrits,  il  en  existe 
encore  d’autres  propres  à la  mesure  des  angles  et  des  distances. 
Ce  sont  ceux  dans  la  construction  desquels  entrent  un  ou  deux 
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miroirs.  Les  premiers  sont  fondés  sur  une  propriété  de  la  lumière 
dont  voici  l'énoncé  : uh  rayon  lumineux  rencontre  une  surface 

jilanc  el  réfléchissante,  l'angle  qu'il  forme  avec  la  normale  à la 
surface , est  égal  à celui  formé  par  sa  réflexion  et  cette  même  nor- 
male. Cette  propriété  s’énonce  d'une  manière  plus  concise  en 
disant  que  l’anglo  d'incidence  est  égul  à l'angle  de  réflexion. 
L'expérienco  qui  confirme  ce  fait  est  décrite  au  livre  IV,  § 287. 

Cela  posé,  supposons  deux  miroirs  CM,  CN  (/îj.  117),  formant 
entre  eux  un  angle  x et  un  rayon  lumineux  SA  qui  vient  frapper 
l'un  d’eux  en  A.  Il  se  réfléchira  de  telle  sorte  que  les  angles  SAN, 
CAR,  compléments  des  angles  égaux  d'incidence  et  du  réflexion 
seront  égaux.  L)èsignons-les  para  : le  rayon  réfléchi  AB  deve- 
nant incident  pour  le  second  miroir  CM,  prendra  la  nouvelle 
direction  110,  et  les  angles  ABC,ÜBM  ou  p seront  encore  égaux. 
11  résultera  de  coci  que  l'angle  SOB  ou  y que  forment  l’incidence 
el  la  seconde  réflexion  sera  double  de  l’angle  x des  deux  miroirs. 
En  effet,  y extérieur  au  triangle  ABO  équivaut  h A-t-B,  c’est- 
à-dire  que  y =.400  — 2(ci+  P).  Dans  le  triangle  ABC,  on  sait  que 
C=200 — (A  + B)  ou  #=200 — («4- P)  : donc  y=2#. 

Si  l'inclinaison  des  miroirs  el  la  direction  du  rayon  lumineux 
modifiaient  la  figure  pour  la  rendro  telle  que  la  figure  118,  on  re- 
marquerait que  dans  ABO,  on  a 0 = 200  — (OAB  -)-  ABO  ) , 
mais  OAR=  OAC-j-  a : d’ailleurs,  OAC=SAN  ou  a comme  an- 
gles opposés  au  sommet;  donc  0 = 200— (200  — 2p)— - 2»,  ou 
y=2  (p — a).  Puis  on  aurait,  au  moyen  du  triangle  ABC,  C= 
200  — CAB — CBA,  ce  qui  revient  U #=200  — 200  -(-P — « = 
p — a -,  donc  il  devient  encore  évident  que  y = 2#. 

152.  Nous  allons  voir  maintenant  l’application  de  ce  théorème 
aux  instruments  à réflexion.  Soit  MM1  ( fig . 110)  un  miroir  frappé 
en  A par  un  rayon  lumineux  venant  d’ùn  objet  D : ce  rayon  se 
réfléchira  et  les  angles  DAN, BAN  formés  avec  la  normale  seront 
égaux.  Si  un  second  miroir  I’Q  est  perpendiculaire  à AB,  il  ren- 
verra le  rayon  lumineux  suivant  la  direction  qu'il  suivait  avant 
de  l’atteindre  : l’angle  BAD  sera  donc  ce  que  tout  à l’heure  nous 
désignions  par  y el  l'angle  des  deux  miroirs  en  sera  évidemment 
la  moitié,  puisqu'il  est  égal  à celui  BAN  des  normales  à leurs  sur- 
faces. Si  maintenant  nous  imaginons  l'œil  placé  vers  A,  un  se- 
cond objet  G situé  sur  le  prolongement  de  AB,  et  le  miroir  PQ 
clamé  seulement  dans  sa  partie  inférieure,  il  arrivera  que  l'œil 
recevra  simultanément  deux  impressions;  il  apercevra  G direc- 
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tement  el  D par  l'effet  de  la  seule  réflexion.  Si  donc  on  parvient 
à estimer  l'angle  des  miroirs,  celui  des  deux  objets  sera  connu., 

153.  Sextant  graphique.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  com- 
prendre la  construction  el  l’usage  de  cet  instrument  qui  donno  le 
moyen  de  rapporter  sur  le  papier  les  angles  visés  sans  en  faire 
connaître  l’amplitude.  Soient  troi6  règles  AB,AC,BC  (/></.  120', 
assemblées  par  trois  pivots  A,B,C.  Les  deux  dernières  sont  de 
même  longueur.  Dans  la  première  est  pratiquée  une  rainure  où 
glisse  la  goupillo  B,  do  sorte  qu’en  faisant  varier  l’angle  A,  le 
triangle  change  de  forme  sans  cesser  d’être  isocèle.  Au  point  A 
est  fixé  un  miroir  Al  qui  reste  toujours  perpendiculaire  à AB  ; un 
second  miroir  N,  dont  la  moitié  supérieure  est  sans  tain,  est  éta- 
bli perpendiculairement  sur  AC.  L’angle  BAC  est  évidemment 
égal  à celui  des  miroirs.  11  suit  de  lit  que  si,  plaçant  la  règle  AC 
dans  la  direction  d’un  objet  G,  on  fait  varier  l’anglo  A jusqu’il  ce 
que  le  miroir  M réfléchisse  l’image  d’un  corps  D suivant  AC,  le 
miroir  JV  renverra  cette  image  vers  l’œil  placé  en  A,  et,  d’après 
ce  que  nous  avons  vu,  l’angle  BAC  sera  moitié  de  DAG;  mais 
NCB=CBA  -f  BAC-,  d’ailleurs  BAC=CBA,  puisque  le  Irianglo 
est  isocèle,  donc  enfin  NCB  est  égal  è l’angle  que  forment  les 
rayons  visuels  dirigés  sur  les  deux  objets.  Pour  le  rapporter  sur 
le  papier,  on  place  l’une  des  règles  CN  ou  CB  sur  celle  des  deux 
directions  qui  est  donnée  sur  le  papier,'  et  l’autre  règle  sert  à 
tracer  la  seconde.  ' 

15-1.  Sextant  gradué.  Plus  généralement  on  a besoin  de  con- 
naître l’amplitude  des  angles  que  l’on  observe.  Pour  y arriver,  on 
se  sert  d’un  instrument  qui  diffère  du  précédent  en  ce  que  le  mi- 
roir Al  ( fig , 121)  est  fixé  sur  une  alidade  AC  et  au  centre  d’un  arc 
de  cercle  gradué.  Le  miroir  N h moitié  ctamé  est  adhérent  b cet 
arc  qui  embrasse  ordinairement  le  sixième  de  la  circonférence  et 
qui,  par  conséquent,  permet  d observer  un  angle  dont  l’ouverture 
C6t  le  tiers  de  100-  ; de  là  lui  vient  le  nom  de  sextant.  D’autres, 
qui  n’ont  que  le  huitième  de  la  circonférence,  sont  désignés  sous 
le  nom  d’octants.  Une  lunette  OP  dont  l’axe  est  parallèle  au  plan 
du  limbe,  est  dirigée  en  face  du  miroir  N sans  être  normale  à sa 
surface.  Enfin  l’origine  des  divisions  où  le  zéro  est  situé  en  A a 
l’extrémité  du  diamètre  parallèle  au  miroir  N.  Dans  cet  état  de 
choses,  il  est  évident  que  l’instrument  remplira  le  but  qu’on  s’est 
proposé  d’atteindre.  En  effet,  si  nous  supposons  les  miroirs  dans 
ce  premier  étal  de  parallèlisme,  et  si  par  la  lunette  OP  oû  aper- 
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çoit  un  objet  G,  on  verra  en  môme  temps  son  image  superposée 
sur  lui-méme  par  l'effet  du  miroir  M : car,  en  raison  do  ce  que 
CO  est  très-petit  par  rapport  b la  distance  de  l'observateur  au 
point  G,  les  deux  rayons  GC,  GO  qui  arrivent  directement,  peu- 
vent être  considérés  comme  parallèles.  On  peut  dire,  au  surplus, 
qn'cn  raison  du  principo  démontré  (§  151),  l'angle  formé  par 
l'incidence  et  la  deuxième  réflexion  étant  double  de  l'angle  des 
deux  miroirs,  si  celui-ci  est  nul,  l’autre  l'est  aussi.  L’œil  voit 
donc  simultanément,  dans  ce  cas,  l'objet  directement  par  la  par- 
tie non  étamée  du  miroir  N,  et  par  le  fait  de  la  double  réflexion. 

Cela  posé,  il  n'est  pas  moins  évident  qu'en  faisant  mouvoir  le 
grand  miroir,  jusqu’à  ce  que  ce  soit  la  deuxième  réflexion  d'un 
autre  objet  1)  qui  se  confonde  avec  la  direction  GO,  l'anglo  des 
deux  miroirs  sera  bien  la  moitié  de  celui  que  forment  les  lignes 
Cl),  CG.  Soient  LC,  L'C  la  normale  au  grand  miroir,  dans  ses 
deux  positions  CM,  CM'  : 

on  aura  NCL^JNCG',  NCL'=JNCü.  d'où  LCL'  — JGCD 

L'angle  LCL'  est  égal  à MCAI'  : donc  enfin  l'angle  apprécié  par 
le  vernier  A est  la  moitié  de  l’angle  cherché,  ou  plutôt  il  est  cet 
angle  lui-méme,  lorsque,  pour  éviter  les  chances  d’erreur,  on 
donne  aux  graduations  du  limbe  une  numérotation  double. 

Il  y a cependant  à fairo  remarquer  que  cette  lecture  n’est 
exacte  qu  autant  que  les  points  sont  assez  éloignés  pour  que  l’on 
puisse  regarder  comme  parallèles  ou  sensiblement  parallèles  les 
rayons  qui,  partant  de  l’un  quelconque  d’entre  eux,  viennent 
frapper  les  deux  miroirs. 

Si  ce  point,  G par  exemple,  est  trop  rapproché,  les  deux  rayons 
forment  un  certain  angle  a ( planche  XIX,  /Ig.  7)  et  les  miroirs 
ne  sont  plus  parallèles,  lorsque  l'œil  voit  les  deux  objets  super- 
posés. Il  y aurait  donc,  en  cette  circonstance,  uno  correction  à 
faire  à la  lecture,  et  celte  correction,  il  faut  en  savoir  apprécier 
I importance,  afin  de  connaître  exactement  dans  quelles  limites 
on  doit  la  faire  ou  s'en  dispenser. 

Cg  étant  parallèle  à NG,  on  a 

GNC  + NCG  + GCj  = 200*  on  GNC  -f  NCG  = iOO  — a 

Le  triangle  GNC  fournit  la  proportion 

sin.G  ; sin.GCN  ; ; NI'.  ! NG 


de  laquelle  on  tire 


NC  sin  G 
NG  ^ sin.GCN 
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, ,,  GNC+NCG  . 

L'angle  GNC  n esl  pas  précisément  égal  a ^ , mais  il  en 

en  diffère  assez  peu  pour  que  l’on  puisse  prendre  le  sinus  de  l’un 
pour  le  sinus  de  l'autre,  do  sorte  que  l’on  peut  écrire 


— = . 200—  a « 

NG  sin  — 


sin.  <* 

* a : 
cos.  - 
2 


r étant  le  rayon  relatif  au  cosinus. 
En  réduisant  il  vient  iinl«=»r 


2.  sin. J a.  cos. J a 
r.  cos.i  a 

NC 

NG  • 


ou,  parce  que  le  double  du  sinus  d’un  arc  est  égal  à la  corde  qui 
sous-entend  cet  arc,  et  encore  que  l’arc  étant  très-petit,  il  se  con- 
fond sensiblement  avec  sa  corde 

NC 

• 8 r NG 

et  enfin,  pour  apprécier  a en  secondes,  il  faut  diviser  r par  l’arc 
ou  le  sinus  de  1",  et  écrire 

r.  NC 

a = sio.l  "NG 


Il  suffit  donc  d’attribuer  à Ntl  et  à NC  différentes  valeurs  pour 
trouver  l'amplitude  de  a.  et  reconnaître  si  elle  est  plus  grande  ou 
moindre  que  la  précision  fournie  par  le  vernier. 


155.  Vérifications  et  rectifications  du  sextant.  Pour  que  l'instru- 
ment soit  réglé,  il  faut  : 

1°  Que  le  zéro  du  vernier  de  l’alidade  coïncide  avec  celui  du 
limbe,  quand  les  deux  miroirs  sont  parallèles;  2"  que  l'axe  op- 
tique de  la  lunette  soit  parallèle  au  plan  du  limbe;  3°  que  les 
plans  des  miroirs  soient  perpendiculaires  h celui  du  limbe. 

Nous  avons  vu  plus  haut  comment  on  peut  s’assurer  que  la 
première  condition  est  remplie.  Pour  la  seconde,  on  vise  un  objet 
avec  la  lunette  de  l'instrument  et  avec  une  lunette  d’épreuve 
posée  sur  le  limbe.  Celte  dernière  est  supportée  par  deux  collets 
A, B ( fig.  122)  quadrangulaires.  On  la  vérifie  d'abord  elle-même 
en  la  tournant  successivement  sur  les  quatre  faces  des  collets,  et 
visant  toujours  le  même  point.  Lorsqu’on  trouve  quelque  diffé- 
rence, on  la  corrige  au  moyen  des  vis  butantes  du  réticule  qui 
porte  les  fils.  Si,  à l’aide  de  cette  lunette,  on  reconnaît  que  l’axe 
optique  de  celle  de  l’instrument  est  incliné  par  rapport  au  limbe, 
on  rectifie  l’erreur  comme  il  vient  d'être  dit  pour  la  lunette  d é- 
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preuve.  On  se  sert  quelquefois  pour  le  même  objet  de  deux  cubes 
do  métal,  bien  calibrés,  que  l'on  pose  sur  le  limbe  et  dont  les  faces 
supérieures  déterminent  un  plan  parallèle  b celui  du  limbe.  Ces 
cubes  que  l'on  nomme  viseurs  servent  encore  à voir  si  la  troi- 
sième condition  est  remplie. 

On  s'assure  d’abord  que  le  plan  de  l'un  des  miroirs  est  perpen- 
diculaire au  limbe  en  plaçant  les  deux  viseurs  A et  B ( fig . 123) 
sur  le  limbe,  et  tournant  le  miroir  CM  de  manière  que  l’œil  en  O 
aperçoive  directement  une  arête  de  B,  et  l'une  de  celles  de  A par 
réflexion,  toutes  deux  se  confondant  avec  le  bord  M du  miroir. 
Si  celui-ci  n'est  pas  normal  au  limbe,  l’aréte  réfléchie  paraîtra 
inclinée  et  n’aura  qu’un  point  do  commun  avec  celle  de  B.  On 
modifie  la  position  du  miroir  au  moyen  des  vis  qui  le  fixent  à 
l'alidade,  jusqu  à ce  que  l’on  ail  atteint  la  coïncidence  parfaite. 
Il  reste  b rendre  le  second  miroir  parallèle  au  premier.  Celte 
condition  est  remplie  quand  les  deux  images,  l'une  directe, 
l’autre  réfléchie,  se  superposent  entièrement.  S'ils  avaient  seu- 
lement leurs  traces  parallèles,  les  deux  images  seraient  situées 
l'une  au-dessus  de  l'autre. 

Nous  nous  abstenons  d'entrer  dans  plus  de  détails  sur  les  con- 
ditions auxquelles  doit  satisfaire  un  sextant  bien  confectionné. 
On  on  trouvera  do  très-intéressants  dans  le  cours  lithographié  de 
géodésie  professé  à l’école  de  Metz,  par  M.  Th.  Gosselin,  chef  de 
bataillon  du  génie.  Quant  b nous,  nous  avons  pensé  que  ce  que 
nous  donnions  suffisait  pour  mettre  un  officier  b même  de  faire, 
le  cas  échéant,  usage  du  sextant,  au  livre  V,  § 100.  C'est  alors 
aussi  que  nous  parlerons  de  l'emploi  des  instruments  à réflexion 
pour  mesurer  les  distances  zénithales  des  objets  ou  leurs  hauteurs 
au-dessus  de  l'horizon. 

I*our  atténuer  les  erreurs  inévitables  de  pointé  et  de  lecture, 
ou  a imaginé  de  modifier  cet  instrument  en  substituant  une  cir- 
conférence entière  b l'arc  do  cercle.  On  répète  les  angles  et  l’on 
arrive  b une  exactitude  plus  grande.  La  description  do  cet  in- 
strument que  l'on  nomme  cercle  à réflexion  se  trouvera  avec  celle 
des  autres  instruments  répétiteurs. 

156.  Sextant  à un  seul  miroir.  Un  grand  inconvénient  des  in- 
struments que  nous  venons  de  décrire  est  la  perte  considérable  do 
lumière  duc  b la  double  réflexion  : il  est  tel  que,  dans  quelques- 
uns,  b moins  d’une  grande  habitude,  on  n'opère  qu'avec  fatigue 
et  difficulté,  tant  est  faible  l’une  des  deux  images  quand  elles  se 
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superposent.  Pour  y obvier,  le  capitaine  Ilanus,  ancien  professeur 
d’art  militaire  à l'Ecole  d'application  d'Etat-major,  a conçu  l'heu- 
rcusc  idée  d'un  sextant  à un  seul  miroir. 

Supposons  un  miroir  AIN  (fig.  124),  placé  sur  une  règle  OG  et 
pouvant  pivoter  autour  d'un  axe  projeté  en  C.  Lorsqu'il  est  per- 
pendiculaire à la  ligne  OG,  il  réQéchit  le  point  O,  et  s’il  n’est 
étamè  que  de  M en  C,  l'œil  placé  en  arrière  de  O apercevra  di- 
rectement le  point  G.  Si  nous  supposons  actuellement  que  l'on 
veuille  avoir  l'angle  entre  I)  et  G,  il  faut  que  le  miroir  prenne  la 
position  ADN'  qui  partage  en  deux  parties  égales  l'angle  cherché. 
En  effet,  les  angles  GCN',  AD  CO  sont  égaux  comme  opposés  par 
le  sommet;  les  angles  GCN',  DCN*  étant  aussi  égaux,  il  s’ensuit 
que  M'COjDCN'  le  sont  : donc  le  rayon  qui  arrivera  de  D en  C 
se  réfléchira  suivant  GO  et  l’œil  apercevra  l’image  de  D et  le 
point  G superposés.  L'angle  que  forment  la  première  et  la  se- 
conde position  du  miroir  est  complément  de  M'CO  ou  de  la 
moitié  de  l'angle  des  deux  objets.  En  le  doublant,  on  aura  le  sup- 
plément de  cet  angle. 

Pour  compléter  la  description  de  l'instrument,  plaçons  le  mi- 
roir AIN  (fig.  125)  sur  une  règle  AINI’Q.  Du  point  C,  comme  cen- 
tre, ondécril  un  arc  AB  du  tiers,  si  l’on  veut,  delà  circonférence. 
Cet  arc  est  divisé  do  telle  sorte  que  lorsque  le  miroir,  dans  son 
mouvement  autour  du  pivot  C,  entraîne  un  arc  concentrique  au 
premier,  on  peut  estimer  l’angle  parcouru  par  le  miroir.  L’arc 
intérieur  porte  un  index  qui  correspond  au  zéro,  quand  AIN  est 
perpendiculaire  à OC.  De  5 en  5,  les  divisions  sont  marquées  10, 
20,  30,  etc.,  de  manière  qu’on  lit  de  suite  le  nombre  qu’il  faut 
retrancher  de  200'  pour  avoir  l’angle.  Il  est  plus  simple  et  plus 
sûr  d’écrire  200,  190,  180,  etc.,  au  lieu  do  0,  10,  20,  etc.  : cela 
évite  des  soustractions  qui  peuvent  occasionner  des  erreurs. 

En  théorie,  cet  instrument  donnerait  les  angles  aussi  petits 
qu’ils  fussent  ; mais,  dans  la  pratique,  l’épaisseur  du  miroir  et  du 
_çadrc  métallique  qui  le  maintient,  devient  un  obstacle  h l’obser- 
vation, quand  le  miroir  vient  à former  un  angle  trop  aigu  avec 
Taxe  OC.  Il  est  facile  do  parer  à cet  inconvénient  en  observant 
les  angles  quo  forment  les  deux  objets  avec  un  troisième  placé 
convenablement.  ~ 

157.  Boussole  à réflexion.  Le  principe  sur  lequel  est  fondé  la 
boussole,  combiné  avec  celui  de  la  réflexion  produite  par  un  mi- 
roir, a permis  de  construire  une  boussole  qui  jouit,  comme  les 
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sextants,  du  précieux  avantage  de  ne  pas  exiger  un  support  fixe. 
Par  celte  raison,  elle  est  préférable  b la  boussole  ordinaire,  dans 
certaines  circonstances  telles  que  les  levées  expédiées,  les  recon- 
naissances militaires,  etc. 

Cet  instrument  se  compose  d’une  boîte  cylindrique  AUDE 
(fig.  126),  au  centre  de  laquelle  est  élevé  un  pivot  C.  Sur  co  pivot, 
se  meut  librement  une  aiguille  aimantée  portant  un  limbe  très- 
léger,  concentrique  à la  boîte  cl  gradué.  En  P et  O sont  élevées 
deux  pinuules  : la  première  est  percée  d'une  fente  longitudinale 
très-étroite  ; l'autre  d’un  très-petit  trou  faisant  fonction  d’ocu- 
laire. Par  ce  trou,  l’œil  peut  apercevoir  directement,  h travers 
la  pinnulc  P,  l'objet  dont  on  cherche  la  direction,  ot  en  même 
temps,  la  division  du  limbe  qui  se  trouve  en  cet  instant  directe- 
ment et  verticalement  placée  sous  un  miroir  M.  Celui-ci  incliné  à 
50%  aboutit  à l'oculaire  O et  renvoie  ainsi  horizontalement  l’image 
de  la  division.  Les  chiffres  sont  renversés  pour  être  vus  droits 
dans  le  miroir.  Le  zéro  se  trouvant  à l'extrémité  sud  de  l'aiguille, 
on  comprend  que  le  chiffre  que  l’on  aperçoit  en  M est  bien  effecti- 
vement l’expression  de  l'ungle  SCO  ou  PCN  que  forment  la 
direction  dans  laquelle  on  a visé  et  le  méridien  magnétique. 

On  a substitué  depuis  quelques  années  un  prisme  lenticulaire 
au  miroir.  Ce  prisme  est  composé  d'une  face  plane  inclinée  à 50> 
qui  réfléchit  les  divisions,  et  de  deux  segments  sphériques  qui  les 
grossissent  en  faisant  fonction  de  loupe,  comme  on  le  verra  au 
livre  IV. 

158.  Boussole  de  Burnier.  M.  le  lieutenant-colonel  d'artillerie 
Burnier  a modifié  avantageusement  cet  instrument  en  suppri- 
mant le  miroir  qui  atténue  toujours  un  peu  la  lumière. 

Dans  une  boite  AUDE  (fig.  127),  cylindrique  intérieurement 
et  elliptique  au  dehors,  il  a placé  le  pivot  et  l’aiguille.  Celle-ci, 
au  lieu  d'un  limbe,  supporte  un  cylindre  creux  extrêmement 
mince  et  d'une  hauteur  suffisante  seulement  à l'inscription  des 
divisions  et  des  chiffres.  Dans  l’épaisseur  de  la  boîte  et  suivant 
le  grand  axe  de  l'ellipse,  est  pratiquée  une  ouverture  cylindrique 
OE  garnie  d'une  loupe  O dont  le  but  est  de  rendre  plus  visible  la 
division  qui  se  trouve  vis-à-vis.  Un  arc  elliptique  AMB,  qui  jouit 
de  la  faculté  de  pivoter  autour  de  A et  B,  afin  de  pouvoir  se  con- 
fondre avec  le  plan  de  la  boîte  ou  lui  être  perpendiculaire,  sert 
dans  celle  dernière  position  à tendre  un  crin  fixé  en  O et  en  P. 
Quand  le  crin  est  ainsi  tendu,  il  sert  d alidade.  On  tourne  tout 
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l'instrument  jusqu'à  ce  que  l’œil  aperçoive,  dans  la  direction  OP, 
l’objet  dont  on  cherche  l'angle  avec  le  méridien  magnétique  ; 
puis,  après  quelques  oscillations,  l'aiguille  s’arrête,  et  le  chiflrc 
qui  se  trouve  en  I)  est  l’expression  de  l’arc  SD,  mesure  de  l'an- 
gle cherché.  On  conçoit  qu’ici  les  chiffres  sont  gravés  tels  qu'on 
doit  les  voir,  parce  que  l’image  virtuelle  produite  par  une  loupe 
n’est  pas  renversée  (livre  IV,  § 324). 

159.  Equerre  à miroir.  Nous  venons  de  trouver,  dans  les  instru- 
ments à réflexion,  les  analogues  de  ceux  que  nous  avions  précé- 
demment indiqués  pour  lever  des  plans. 

Ainsi  le  sextant  graphique,  comme  la  planchette  et  l’alidade, 
donne  le  moyen  dç  tracer  un  angle  sans  en  connaître  l’ampli- 
tude : le  sextant  gradué  aussi  bien  que  le  grapbomètre,  déter- 
mine l’angle  entre  deux  objets  : la  boussole  à réflexion  et  la 
boussole  ordinaire  mesurent  l’angle  que  fait  une  direction  avec 
le  méridien.  11  nous  reste  à décrire  l’instrument  à réflexion  qui 
offre  quelque  analogie  avec  l’équerre  d’arpenteur. 

L’équerre  à miroir  se  compose  d’un  parallélipipèdc  creux  en 
cuivre,  dont  ABCD  ( fi  g . 128)  est  la  projection.  Il  a environ  0m,l 
de  longueur  et  les  faces  extrêmes  sont  des  carrés  de  0n,,015  ou 
0",02.  Il  renferme  trois  couples  de  miroirs  et,  dans  chaque  eou- 
%plc,  l’un  des  miroirs,  dont  GH,  IJ  sont  les  traces,  font  entre  eux 
un  angle  droit  : la  face  antérieure  BD  est  évidée  de  G en  K et  de 
L en  J.  Si  c’est  le  miroir  G1I  qui  est  en  partie  transparent,  dans 
la  face  postérieure  AC  est  aussi  pratiquée  une  ouverture  MN.  Par 
suite  de  celte  construction,  et  en  vertu  du  théorème  démontré, 
que  l’angle  des  deux  miroirs  est  la  moitié  de  celui  des  directions 
de  deux  points,  lorsque  l’image  réfléchie  de  l’un  se  superpose  sur 
l’image  directe  de  l’autre,  il  en  résulte  que  si  l'œil  placé  en  O aper- 
çoit à la  fois  le  point  O * t l’image  de  P,  l’observateur  sera  sur 
l’alignement  de  P et  Q à la  moitié  de  III  près,  et  celle  quantité 
est  négligeable  par  rapport  à PQ.  Les  couples  des  extrémités  for- 
ment d'un  côté  un  angle  de  50*,  de  l’autre  un  angle  de  25*,  quel- 
quefois de  33*, 33  ou  le  tiers  d’un  angle  droit.  Ils  donnent  donc 
des  angles  de  100‘, 50  ou  60* ,66.  Le  raisonnement  étant  le  même 
que  pour  le  premier  cas,  nous  terminerons  ici  ce  qui  regarde  l'é- 
querre à miroir,  en  faisant  remarquer  le  double  avantage  qu’elle  a 
sur  l'équerre  d'arpenteur  d'être  d’un  très-petit  volume  et  de  ne 
pas  déterminer  seulement  les  directions  rectangulaires.  Il  n'y  a 
pas  d'autre  vérification  à faire  que  de  mesurer  les  mêmes  angles 
* 19 
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avec  cet  instrument  et  avec  quelque  autre  de  la  précision  duquel 
on  soit  assuré. 

160.  Nous  plaçons  ici  une  suite  de  problèmes  que  l’on  peut  ré- 
soudre h l'aide  de  l’équerre  h miroir  et  dont  un  sextant  donne- 
rait également  la  solution. 

Trouver  la  distance  du  point  A où  l'on  se  trouve  à un  point  inac- 
cessible X |fîg.  129). 

On  élève  AB  perpendiculaire  à AX  ; on  cherche  le  point  C du- 
quel A et  X sont  vus  sous  un  angle  de  50‘  et  l’on  mesure  AC  qui 
est  égal  h AX,  puisque  ACX  est  isocèle.  Si  quelque  obstacle  s’op- 
pose a ce  que  l’on  mesure  AC,  on  élève  on  C,  CG  perpendiculaire 
sur  CX  : on  prolonge  cette  droite  jusqu’en  G sur  le  prolongement 
de  AX,  puis  on  mesure  AG  qui  est  encore  égal  à AX.  Si  enfin 
l’on  ne  pouvait  obtenir  la  longueur  de  AG,  mais  s’il  était  pos- 

C G 

siblc  d'obtenir  celle  de  CG,  on  aurait  AX= 

161.  Résolution  du  même  problème  dans  le  cas  où  l’on  ne  peut 
mesurer  ni  même  se  transporter  qu’à  une  distance  très-limitée  à 
droite  ou  à gauche  et  en  arrière  du  point  où  l'on  est  placé. 

Au  point  A,  on  élève  AB  (fig.  131)  perpendiculaire  sur  AX:  en 
B,  l'on  trace  BC  perpendiculairement  à BX.  On  mesure  avec  soin 
AB  et  AC,  puis  on  a AX  au  moyen  de  la  proportion  AC  : AB  : : * 
ÂB* 

AB  ; AX=  -rrr.  Ce  procédé,  rigoureusement  exact  en  théorie, 

n’est  plus  qu’approximatif  lorsqu’on  le  met  en  pratique,  parce 
que  les  moindres  erreurs  dans  la  mesure  de  AB  et  de  AC  en  en- 
traînent une  assez  notable  sur  AX.  Il  suffit  néanmoins,  en  cer- 
taines circonstances,  et  notamment  lorsqu’il  doit  faire  con- 
naître la  distance  d’une  batterie  à l'ouvrage  contre  lequel  elle 
doit  agir. 

162.  Mener  une  horizontale  par  un  point  donné. 

Soit  A [/ig.  130),  ce  point.  On  plante  en  terre,  dans  une  direc- 
tion inclinée,  un  bâton  BO,  au  sommet  duquel  on  suspend  un  fil 
à plomb  qui  tombe  sur  A : on  fait  porter  en  avant  une  mire  à 
coulisse  MN.  Au  moyen  des  miroirs  à 50*  de  l’équerre,  et  l’œil 
étant  placé  en  O,  on  vise  directement  le  point  A rendu  bien  vi- 
sible parla  présence  sur  le  sol  d'un  corps  AD,  d’une  couleur  tran- 
chant avec  celle  du  terrain.  Puis,  la  personne  qui  lient  la  miné  en 
fait  glisser  le  voyant  M jusqu'il  ce  que  l'observateur  en  aperçoive  la 
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.réflexion.  L'angle  des  miroirs  étant  de  50‘,  AOM= 100»,  et  puis- 
que AO  est  vertical,  il  s'ensuit  que  MO  est  horizontal.  Si  enfin  de 
doMN  on  retranche  OA,  on  est  assuré  que  le  sommeil1  d’un  jalon 
N P restant  en  N déterminera  l’horizontale  de  A. 

163.  Déterminer  encore  la  dietance  AX  en  supposant  qu’on  ne 
puisse  mesurer  que  sur  une  direction  donnée  BC,  et  que  Ton  ri  aper- 
çoive X ni  de  C,  ni  de  D , pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  X 
(fig.  132),  sur  BC. 

On  cherche  sur  BC  le  point  E pour  lequel  on  a BEX  = 50«. 
On  prend  également  les  points  F et  G où  aboutissent  les  obli- 
ques venant  de  X et  inclinées  de  66*, 66  sur  la  base  : on  me- 
sure EF,FGetl’on  marque  D milieu  de  FG.  Ce  point  sera  évidem- 
ment le  pied  de  la  perpendiculaire.  On  a DX  = DE  ; or  AX  = 

V/dx*+  da’,  donc  AX  est  connu. 

164.  Trouver  la  distance  qui  sépare  deux  points  inaccessibles  X 
et  Y (fig.  133)  : puis,  à un  point  déterminé  du  terrain,  tracer  une  pa- 
rallèle ou  une  perpendiculaire  à cette  droite. 

On  choisit  sur  la  partie  accessible  du  terrain  une  droite  MN 
au  moyen  de  laquelle  on  puisse,  par  l’un  des  procédés  indiqués, 
trouver  les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées  de  X et  Y : 
on  prolonge  la  plus  courte  d’une  quantité QDégato  à la  différence 
des  deux,  et  la  ligne  FG  est  de  môme  longueur  que  XY  et  de  plus 
lui  est  parallèle.  La  seconde  partie  indiquée  dans  l'énoncé  a déjà 
été  résolue,  lorsqu'à  l’occasion  de  l’équerre  d’arpenteur  nous 
avons  donné  une  autre  solution  du  même  problème. 

S’il  arrivait  que  l’observateur  pût  se  placor  en  un  point  du 
prolongement  de  XY,  il  y élèverait  une  perpendiculaire  sur  la- 
quelle il  opérerait  de  manière  à trouver  les  distances  de  X et  Y 
au  sommet  de  l'angle  droit  : la  différence  serait  la  longueur  cher- 
chée. Cette  manière  de  procéder  pourrait  encore  convenir  à la 
circonstance  que  nous  avons  déjà  indiquée,  où  X étant  la  posi- 
tion d’une  batterie,  Y serait  l’ouvrage  qu'elle  doit  battre. 

165.  Trouver  la  hauteur  d’un  objet  AB  (fig.  134),  placé  sur  un 
terrain  incliné,  en  supposani  que  l'on  puisse  s'établir  en  un  point  C 
duquel  les  directions  sur  A et  B font  un  angle  de  50*. 

Imaginons  par  le  sommet  A,  une  droite  Al)  inclinée  aussi  de 
50*  sur  AC  : elle  complétera  un  triangle  ACD  rectangle  en  D et 

isocèle  qui  fournira  Al)  = ou  AD  = p^. 
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PuisqueCD  = AD,  il  s'ensuit  que  BD  = CD — CB=  AD  — BC, 
et  en  élovant  au  carré  BD=AD  |-BC?— 2AD.BCou,ensubstituant 

à AD  et  AD*  leurs  valeurs,  BD  = f-  BC  — BC.  AC  y/ï. 

C'est  AB  que  nous  voulons  obtenir  en  fonction  de  quantités 

connues.  Or  AB*=  Al)  V Bl).  Introduisons-y  les  valeurs  de  AD 
et  BD,  il  viendra  alors 
1 « 

AB*=  ^£-+  + BC*—  BC  AC  \/2  = (AC  - BC)»  + BC.  AC  (i  - y/2) 


OU  (AC4-BC)»—  BC  AC  (i + 1/2). 


La  hauteur  AB  sera  donc  connue  lorsqu’on  aura  mesuré  AC 
et  BC  par  les  méthodes  indiquées.  Si  C était  plus  élevé  que  B,  la 
perpendiculaire  AD  tomberait  dans  l’intérieur  du  triangle,  on 
aurait  DB  = BC  — CD  au  lieu  de  DB  =CD  — BC  et  la  valeur  de 
AB  b laquelle  on  arriverait,  serait  toujours  donnée  par  la  mémo 
expression  que  dans  le  premier  cas. 

Quand  le  terrain  est  horizontal,  BD  devient  égal  à zéro  : AB= 
AD  = BC  = BD—  2. 

AC  — AB  y/2  et  Â~rf=  ÂC V BC  — AC.  BC  y/î 

se  réduit  à 


AB*=  AC*+  BC  y/2  Vl  AB.  BC  = AC  + BC.  — * AB.  ’ 


et  enfin  2AÈ=a£,  ce  qui  est  conforme  à ce  que  l’on  connaît  du 
triangle  rectangle  isocèle. 

Si  I on  ne  peut  se  placer  de  manière  à former  I angle  de  50*, 
on  plante  deux  jalons  CP  et  OK  (fig.  134  Ois),  de  manière  que 
leurs  extrémités  supérieures  C et  O soient  en  ligne  droite  avec  A. 
On  mesure  par  l’un  des  moyens  connus  OC  et  OA,  souvent  même 
la  première  longueur  OC  peutêtre  obtenue  immédiatement.  L'œil 
étant  en  O et  visant  B,  on  marque  sur  le  jalon  CP  le  point  D qui 
se  trouve  dans  la  direction  de  BO;  puis,  mesurant  CD,  on  a AB 
au  moyen  de  la  proportion 


oc  : oa  : : cd  : ab  = 


OA.  CD 

oc  ’ 


166.  Passer  d'une  hase  trop  petite  à une  autre  qui  soit  double  ce i 
longueur. 
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Si  les  localitésn’ont  permis  de  mesurer  que  la  buse  AB  ifiy.  135), 
on  fait  eu  A uii  angle  de  66*, 66  et  un  angle  droit  en  li  : la  ren- 
contre des  deux  lignes  AC  et  BC,  termine  un  triangle  dans  lequel 
AC=2AB.  Pour  le  démontrer,  prolongeons  AB  d'une  quantité 
égale  BA'  et  joignons  A'  à C.  Les  triangles  ABC,A'BC  seront 
égaux,  ainsi  A = A'  et  les  deux  angles  contigus  en  C sont  égaux 
aussi.  Leur  ensemble  qui  forme  l’angle  total  C est  donc  les  J d’un 
angle  droit.  Il  en  résulte  que  lo  triangle  ACA'  est  équilatéral; 
que  AC=AA'  et  qu'ainsi  AB;=  \ AC.  On  a donc  obtenu  un  côte 
double  de  celui  mesuré. 

Lçs  solutions  que  nous  venons  de  donner  suffisent  pour  faire 
sentir  de  quelle  utilité  peut  être  l’équerre  à miroir  dans  les  cir- 
constances où  se  trouve  fréquemment  un  militaire;  obligé  de  tra- 
cer des  directions  ou  de  mesurer  des  distances,  il  ne  peut  avoir 
avec  lui  que  les -instruments  les  moins  volumineux.  Tes  plus 
portatifs;  et,  à ce  titre,  aucun  n’est  préférable  à l’équerre  à 
miroir. 

167.  Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  aux  instruments  à ré- 
flexion par  la  description  de  celui  qui  peut  être  employé  à la 
mesure  des  distances.  Il  se  compose  d’une  règle  graduée  MN 
(/îj.l35fer):à  l’une  des  extrémités  M,  est  placée  dans  une  direc- 
tion qui  lui  est  perpendiculaire,  une  lunette  O,  en  face  de  laquelle 
un  miroir  M est  fixé  invariablement  sur  la  règle  avec  laquelle  il 
fait  un  angle  de  50*  : il  n’est  étamé  qu’en  partie,  de  manière  que 
la  lunette  puisse  faire  voir  à l’observateur  dont  l'œil  est  en  O,  un 
objet,  tel  que  A,  situé  en  avant.  Un  second  miroir  N,  entièrement 
étamé,  est  maintenu  sur  la  règle  par  un  coulisseau  garni  d’une 
vis  de  rappel  destinéo  à lui  imprimer  les  plus  légers  mouvements 
dans  le  sens  de  la  règle.  Quelle  que  soit  son  inclinaison  sur  elle, 
il  est  évident  qtio,  si  elle  est  suffisamment  longue,  on  trouvera 
toujours  une  position  du  miroirN,  telle  que  le  faisceau  lumineux 
émanant  de  A qu’il  réfléchira,  se  dirigera  suivant  NM,  et  viendra 
rencontrer  le  miroir  M en  sa  partie  étamée.  Ce  dernier,  en  vertu 
de  la  position  qui  lui  a été  assignée,  renverra  ce  faisceau  de  M 
en  O,  de  manière  que  l’observateur  éprouvera  la  double  sensa- 
tion simultanée  produite  par  l’objet  A lui-méme  et  par  son  image. 
A ce  moment,  il  y aura  entre  les  longueurs  MN  et  MA  un  rapport 
qui  sera  constant,  quel  que  soit  l’éloignement  d’un  objet  tel  que 
A,  en  supposant  toutefois  que  l’inclinaison  du  miroir  sur  la  règle 
soit  aussi  constante.  C’est  ainsi  que  l’on  aurait  MN=  MA,  si  les 
deux  miroirs  étaient  parallèles. 
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Mais  le  miroir  N ne  peut,  dans  aucun  cas,  être  parallèle  à M : 
car  alors  toutes  les  incidences  arriveraient  en  N parallèlement  h 
MA,  quelle  que  soit  la  longueur  de  MN  et  elles  ne  feraient  par 
conséquent  voir  par  réflexion  l'objet  A,  aperçu  directement  déjà , 
qu'autant  qu’il  serait  situé  à l'inflni. 

On  ne  peut  donc  pas  placer  N parallèlement  à M ; on  ne  pour- 
rait pas  davantage  le  rendre  perpendiculaire  à la  règle  MN  : mais, 
entre  ces  limites,  il  y a une  infinité  d'inclinaisons  admissibles  et 
dépendant  de  la  longueur  que  l'on  veut  donner  à la  règle,  et  du 
maximum  des  distances  que  l’on  prétend  apprécier. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  que  0",2  sur  la  règle  correspondent 
à une  distance  MA  de  100”,  on  aura,  en  désignant  par  a l’angle 
MAN,  et  par  suite  MNA  par  100‘  — a,  l'inclinaison  du  miroir  N 

égale  à — 5 — . . «. 


quant  à a lui-méme,  il  sera  connu  par 


tanga  = 


MN 

MA 


0-î  _ t 
100  ~ 500 


(I  serait  possible  do  conserver  la  mobilité  au  miroir  N qui, 
tournant  sur  un  petit  arc  gradué,  prendrait  telle  inclinaison  que 
l'on  jugerait  convenable  -,  néanmoins  le  limbe,  nécessairement 
très-petit,  donnerait  trop  peu  de  précision.  On  se  contente  donc 
d’une  seule  position  fixe  que  l'on  détermine  par  un  procédé  pra- 
tique, d'après  le  rapport  constant  adopté  d’avance  pour  MN 
et  MA. 

Ainsi,  après  avoir  placé  le  miroir  N à l'extrémité  do  la  règle, 
on  fait  mesurer  très-exactement  une  distance  MA  qui  devra  dé- 
sormais correspondre  à l’écartement  MN  ; puis  faisant  tourner 
peu  à peu  le  miroir  N,  jusqu'à  ce  qu’il  renvoie,  par  deuxième 
réflexion,  l'imagede  A vers  l’œil,  on  l'assujettit  dans  celte  incli- 
naison, et  l’instrument  est  construit  définitivement  si  la  règle  a 
été  subdivisée  en  parties  qui  indiqueront  les  rapprochements 
proportionnels  de  A,  pour  toutes  les  positions  du  miroir  N. 
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CHAPITRE  VIII. 

ENSEMBLE  DES  DETAILS  D l NE  LEVÉE,  RELATIFS  A LA  PLANIMÉTRIE,  EN 
* COMBINANT  TOUS  LES  PROCÉDÉS  DÉCRITS  ISOLÉMENT. 

168-  Nous  avons  passé  en  revue  les  différents  instruments  em- 
ployés à la  levée  de  détail  : nous  avons  indiqué  leur  usage 
particulier,  le  degré  de  précision  dont  ils  sont  susceptibles,  leurs 
vérifications  et  rectifications,  ainsi  que  les  problèmes  particuliers 
les  plus  essentiels  dont  ils  peuvent  fournir  la  solution.  11  reste 
maintenant,  pour  donner  une'  idée  nette  de  l’ensemble  du  travail, 
à indiquer  l’esprit  de  méthode  qui  doit  diriger  depuis  la  formation 
du  grand  canevas  jusqu'à  l’expression  des  détails  les  plus  minu-  * 
tieux.  Si  l'on  avait  plusieurs  points  déterminés  dans  la  levée,  il 
faudrait  avant  tout  les  vérifier  : si  quelques-uns  d’entre  eux  ne 
s’accordaient  pas  avec  les  autres,  on  les  rejetterait,  et  si  enfin  il 
y avait  trop  d’incertitude,  on  n’en  conserverait  qu’un  seul.  Déjà, 
nous  savons  que  la  première  opération  à faire  est  uno  recon- 
naissance générale  du  terrain  à lever,  dans  laquelle  on  signale  . 
tous  les  points  qui  doivent  servir  de  sommets  de  triangles,  et  la 
base  à mesurer,  si  le  cas  échoit.  Nous  ne  répéterons  pas  ce  que 
nous  avons  dit  là-dessus,  et  nous  supposerons  les  grands  triangles 
construits  sur  le  canevas,  les  points  rapportés  sur  les  feuilles  de  la 
levée,  la  méridienne  tracée,  et  enfin  les  points  assez  rapprochés 
pour  que  les  projections  de  leurs  distances  ne  soient  pas  plus 
grandes  que  l’aiguille  de  la  boussole. 

Toutes  les  opérations  préliminaires  seront  faites  très-exacte-  - 
ment  avec  une  bonne  planchette,  lorsque  l'étendue  du  terrain 
n'excèdera  pas  la  limite  indiquée  des  levées  topographiques. 

Ce  qui  se  fait  quelquefois,  mais  n’est  pas  indispensable, 'c’est 
de  construire  le  canevas  à part,  afin  de  conserver  propre  le  pa- 
pier de  la  minute.  Il  faudra  avoir  soin  encore,  lorsque  l’on  rÆÿon- 
nera  sur  des  objets  non  signalés  tels  qu’arbres,  cheminées,  flèches 
de  clochers,  etc.,  de  les  dessiner  légèrement  sur  le  canevas,  à 
l'extrémité  des  lignes  tracées  et  hors  du  cadre,  afin  de  soulager  la  - 
mémoire. 

Il  est  nécessaire  d’avoir  toujours  avec  soi  la  chaîne  ou  tel  autre 
instrument  propre  à mesurer  les  distances,  un  rapporteur,  une 
planchette  légère  sur  laquelle  est  placée  la  minute,  un  compas, 
une  échcllcet  un  calepin  pour  recueillir  les  observations  : car,  bien 
qu’il  faille  autant  que  possible  rapporter  de  suite  sur  le  terrain,  il 
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est  bon  d’être  en  mesure  de  pouvoir  reconstruire,  s'il  s était  glissé 
quelque  erreur.  Ce  calepin,  contenant  les  angles  Tournis  par  la 
boussole  et  les  distances  mesurées,  pourrait  être  ainsi  disposé,  en 
supposant  que  l'on  ne  s’arrête  qu’à  une  station  sur  deux. 


NOMS 

des 

STATIONS. 

COTÉS 

àr 

LONGUEURS 

Jes 

. 

CÔTÉS. 

ANGLES 
avec  le 
MÉRIDIEN. 

''v-  r Ain 

OBSERVATIONS 

AB 

so™ 

354» 

Il  

BC 

60 

60 

CD 

A 00 

225 

DE 

200 

J 

1) 

DY 

etc. 

etc. 

DZ 

etc. 

etc. 

On  voit  dans  ce  tableau  que  nous  avons  supposé,  qu’étant  en 
station  en  D,  on  a visé  deux  points  Z et  Y hors  du  polygone 
ABCD,  etc.,  que  l'on  suit.  Tout  étant  ainsi  disposé,  on  partira  de 
l'un  des  points  déterminés  : s'il  n'y  en  a point  d'accessible,  on  en 
déterminera  un,  au  moyen  de  deux  ou  trois  autres,  el^on  les  véri- 
fiera par  tous  ceux  qui  sont  visibles.  On  rayonnera  de  là  lespoinls 
les  plus  saillants  du  détail,  et  la  direction  sur  laquelle  on  veut 
marcher, visant  un  jalon.  On  mesurera  la  distance  entre  les 
deux  stations  en  abaissant  en  même  temps  sur  cette  direction,  des 
perpendiculaires  que  l’on  mesurera,  soit  à la  chaîne,  soit  au  pas, 
ou  que  l’on  estimera  à vue,  de  tous  les  points  de  petits  détails  si- 
tués à droite  ou  à gauche  du  chemin  que  l’on  suit.  Pour  cela,  ou 
se  servira  de  la  méthode  indiquée  pour  l’équerre  d’arpenteur. 
Arrivé  à la  seconde  station  qui  est  déterminée  par  le  chaînage  et 
vérifiée  par  des  intersections  sur  des  points  du  canevas,  ou  quel- 
quefois obtenue  seulement  par  ce  dernier  procédé,  on  rappor- 
tera sur  la  minute,  au  moyen  des  observations  inscrites  sur  le 
calepin,  tout  ce  que  l'on  a fait  entre  les  deux  stations.  On  recou- 
pera ensuite  les  points  visés  de  la  première,  puis  on  les  con- 
struira immédiatement;  enfui,  on  figurera  à vue  et  très-légère- 
ment les  ondulations  du  terrain  autour  de  ces  deux  stations,  à 
une  petite  distance  et  sans  s’occuper  de  les  rattacher  aux  formes 
générales. 
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Nous  verrons  bientôt  d'après  quel  principe  on  devra  se  guider 
dans  ce  travail.  On  suivra  autant  que  possible  les  principales  com- 
munications, sans  s'astreindre  toutefois  à marcher  continuelle- 
ment dans  la  voie  tracée,  et  l'on  fera  les  stations  aussi  longues 
que  ppssible,  eu  égard  h l’échelle. 

On  s’écartera  peu,  dans  l'expression  du  détail,  de  la  direction 
que  l'on  parcourt,  et  l’on  fera  en  sorte  d'aboutir  de  temps  en 
temps  à quelque  point  du  canevas  pour  se  vérifier. 

Lorsque  le  pays  sera  découver  t,  on  fera  usage  des  méthodes 
d'intersection  et  de  recoupement  comme  plus  exactes  et  plus  expé- 
ditives en  ce  quelles  dispensent  du  chaînage. 

Si,  au  contraire,  le  pays  est  couvert,  on  ne  pourra  guère  em- 
ployer que  la  méthode  de  cheminement. 

Les  parties  que  l'on  doit  arrêter  avec  le  plus  de  soin,  dans  tous 
les  travaux  topographiques,  quelle  que  soit  l’échelle,  sont  : 

1°  Les  grandes  routes,  grands  chemins  et  percées  de  forêts; 

2°  Les  fleuves,  rivières,  ruisseaux,  lacs,  étangs  et  fontaines; 

3°  Les  rues  et  contours  des  villes  et  villages  ; 

4"  Les  habitations  isolées,  moulins,  chapelles,  châteaux, 
ponts,  bacs,  usines,  carrières,  etc. 

Les  grandes  routes,  grands  chemins,  etc.,  seront  levés  à la 
planchette  autant  que  faire  se  pourra,  et  si  parfois  on  y emploie 
la  boussole,  il  faudra  s'arrêter  à chaque  coude  que  l'on  détermi- 
nera par  tous  les  moyens  possibles,  chaînages,  recoupements,  etc. 

Les  deux  bords  d une  rivière  s'obtiendront  en  cheminant  sur 
l'un  d’eux  et  recoupant  sur  l'autre,  soit  des  points  remarquables 
tels  que  arbres,  poteaux  d'amarre,  etc  , soit  des  jalons  que  l'on 
y fera  successivement  placer.  Les  sinuosités  entre  deux  stations 
se  figureront  à vue  ou  par  des  ordonnées,  sur  la  direction  prin- 
cipale. Les  ruisseaux  se  détermineront  comme  les  rivières,  ou 
par  des  intersections,  sur  des  points  de  leur  cours  assez  rappro- 
chés les  uns  des  autres. 

Pour  les  villes  et  villages,  on  commencera  par  en  lever  les  con- 
tours avec  beaucoup  de  soin  : on  amorcera  en  même  temps  les 
principales  issues,  puis  on  partira  de  l'une  d'elles  pour  suivre  les 
différentes  rues;  d’une  station  à l'autre,  on  abaissera  sur  le  chaî- 
nage des  perpendiculaires  de  tous  les  points  remarquables,  tant 
d'un  côté  que  de  l’autre,  comme,  angles  de  murs,  portes  cochè- 
res, etc.,  et  l'on  pénétrera  ensuite  dans  les  habitations  pour  fi- 
gurer les  massifs  de  maisons,  cours,  jardins,  etc.  Quand  les  murs 
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que  l'on  rencontrera  ù l'intérieur  auront  quelque  étendue,  on  en 
prendra  les  directions  à la  boussole. 

Pour  les  habitations  isolées  : si  les  contours  que  l’on  suit,  en 
cheminant,  n’y  conduisent  pas,  et  si  l’on  n’a  pu  de  loin  les  placer 
par  recoupement,  on  déterminera  dans  leur  voisinage  un  point 
au  moyen  de  plusieursautres,  et  l’on  en  partira  pour  faire  le  détail. 

Les  contours  de  bois  se  feront  h la  boussole,  en  ne  s’arrêtant 
qu’à  une  station  sur  deux,  si  du  moins  les  intermédiaires  ne  sont 
pas  nécessaires  au  recoupement  des  points  environnants  ; ceux 
des  forêts  seront  relevés  avec  beaucoup  de  précision,  surtout  par 
rapport  aux  amorces  des  routes  droites  dont  elles  sont  percées; 
car,  celles-ci  se  réunissant  souvent  à des  carrefours,  il  n’en  pour- 
rait pas  être  de  même  de  lours  projections,  s’il  s’était  glissé  quel- 
que erreur. 

On  représente  de  suite,  en  s'occupant  de  la  pianimétrie,  les 
petits  accidents  do  terrain  tels  que  les  escarpements,  ravins,  car- 
rières, mares,  massifs  de  rochers  et,  en  général,  toutee  qui  se  des- 
sine à vue. 

Nous  terminerons  en  disant  que  la  méthode  la  plus  prompte 
consiste  à lever  avec  exactitude.  Si  l’on  tolère  d’abord  des  erreurs 
assez  légères,  elles  s’accumulent  souvent  et  finissent  par  être  telles 
que  l’on  ne  peut  plus  s’y  reconnaître,  et,  malgré  soi,  l’on  est 
obligé  de  recommencer  des  parties  souvent  considérables.  On  fera 
donc  bien  do  ne  négliger  aucune  des  vérifications  possibles,  et 
lorsque,  malgré  ces  soins,  quelque  partie  se  trouvera  altérée,  il 
faudra  do  suite  la  reprendre  en  déterminant  dans  son  intérieur 
un  point  au  moyen  de  plusieurs  autres  dont  on  sera  sûr. 

Il  est  possible  que  l’étendue  du  terrain  à lever  ne  permette  pas, 
eu  égard  h l'échelle,  de  la  représenter  sur  une  seule  feuille  de 
papier,  ou  que  l’on  soit  obligé  d’en  fairo  le  partage  en  feuilles, 
pour  que  le  travail  puisse  être  exécuté  par  plusieurs  personnes  à 
la  fois.  Dans  ce  cas,  on  divise  lo  canevas  que  l’on  a fait  à part  à 
une  échelle  moindre,  en  plusieurs  rectangles,  et  l’on  construit 
chacun  d’eux  isolément  sur  une  feuille  do  papier  et  à l’échelle 
adoptée  pour  la  levée.  Ensuite,  on  y reporte  les  points  du  cane- 
vas par  leurs  distances  aux  côtés  du  cadre.  On  fera  en  sorte  que 
chaque  feuille  ait  trois  points  au  moins.  On  peut  encore  prendre 
pour  côtés  des  cadres  sur  lesquels  doivent  se  raccorder  les  levées 
contiguës,  les  droites  qui  unissent  les  clochers  ou  autre»  objets 
remarquables  faisant  partio  du  canevas.  Il  serait  superflu  de  re- 
produire ici  les  différents  problèmes  qui  peuvent  se  présenter  sur 
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!o  terrain  ; notre  but  était  seulement  de  résumer  la  marche  k sui- 
vre pour  opérer  avec  méthode. 


CHAPITRE  IX. 

NIVELLEMENT. 

169.  Après  avoir  parlé  de  tout  ce  qui  concerne  la  projection 
orthogonale  des  points,  il  nous  reste  k indiquer  les  moyens  d’ob- 
tenir leurs  ordonnées  verticales  ou  cotes.  Tel  est  le  but  du  nivelle- 
ment. Les  plus  grandes  opérations  qui  y sont  relatives  n’exigeant 
pas  qu’on  ait  égard  à l'ellipsilé  de  la  terre,  nous  la  considérerons 
comme  une  sphère  de  40  millions  do  mètres  de  circonférence  et 
d’un  rayon  égal  à 6,366,198“. 

On  nomme  surface  ou  ligne  de  niveau  toute  surface  ou  ligne 
parallèle  k la  surface  des  eaux  de  la  mer.  Ainsi  deux  points  sont 
dits  de  niveau  lorsqu'ils  sont  également  distants  du  centre  de  la 
terre.  S'il  en  est  autrement,  il  existe  entre  ces  deux  points  une 
différence  de  niveau,  et  c’est  dans  l’évaluation  de  cette  différence 
que  consistent  la  théorie  et  la  pratique  du  nivellement.  Les  points 
A et  B étantinégalement  éloignés  du  centre  O [fiy.  136)  delà  terre, 
leur  différence  do  niveau  comptée  sur  la  verticale  de  B,  est  BBr. 

170.  Les  instruments  dont  on  se  sert  pour  ce  genre  d’opéra- 
tions ne  donnent  que  la  tangente  AB7  au  premier  élément.de  la 
courbe,  de  sorte  qu’ils  conduisent  à déterminer  BB  ' et  non  BB'. 
Cette  ligne  AB’’  est  dite  niveau  apparent,  et  l’on  désigne  l’arc  de 
cercle  AB' sous  le  nom  de  nirrau  erai.BB",  différence  du  niveau 
vrai  au  niveau  apparent,  est  donc  la  première  chose  qu’il  faut 
apprendre  k trouver  pour  pouvoir  ensuite  arriver  k une  connais- 
sance exacte  de  la  différence  de  niveau  entre  deux  points  A et  B. 
Jusqu’à  une  certaine  limite,  300™  environ,  la  différence  B'B  ' est 
sensiblement  nulle  ; au  delà,  il  faut  y avoir  égard.  Ceci  est  subor- 
donné cependant  à l'exactitude  de  l’instrument  que  l’on  emploie. 
Ainsi,  par  exemple,  il  sera  très-inutile  de  calculer  cette  diffé- 
rence k 400™,  où  elle  ne  porterait  que  sur  la  cinquième  ou  la 
sixième  décimale,  tandis  que  l'instrument  ne  fournirait  la  cote 
qu’k  un  centimètre  près. 

Pour  trouver  B'B',  servons-nous  de  la  propriété  dont  jouit  la 
tangente  à un  cercle,  d’être  moyenne  proportionnelle  entre  la  sé- 
cante entière  et  sa  partie  extérieure.  Désignons  par  K la  projection 
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de  la  distance  entre  les  deux  points  ; B'B''  par  h et  le  rayon  de  la 

K« 

terre  par  R,  nous  aurons  KJ  = h (2R  -4-  h)  d’où 

On  résout  approximativement,  en  négligeant  h au  dénomina- 
teur du  second  membre,  comme  étant  une  quantité  extrême- 
ment petite  par  rapport  au  diamètre  du  globe. 

K» 

On  a donc  pour  une  certaine  distance  K,  *=  SIC»)- 

Le  résultat  serait  le  même,  si  l’on  effectuait  la  multiplication 
qui  donnerait 

k>  = 2R  a+a* 


en  remarquant  que  h étant  très-petit,  on  peut  ramener  l’équation 
à n être  que  du  1er  degré,  en  négligeant  h1. 

Pour  une  autre  distance  K',  on  aura  également  h1  = ^ d’où 
h : h'  : : KJ  : R'J  : c’est-à-dire  que  les  différences  du  niveau  vrai 
au  niveau  apparent  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  distances. 

Si  donc  on  a calculé  h au  moyen  de  (a)  pour  K = 1000m,  on 
trouvera  pour  une  longueur  quelconque  K'  = 1500"  , 

h'  = (iooo)* 

Cette  formule  peut  se  calculer  facilement  par  logarithmes 
en  ajoutant  au  logarithme  de  la  quantité  constante  le  dou- 
ble de  celui  de  1500.  On  a construit,  d’après  ce  procédé,  des  tables 
qui  abrègent  le  calcul. 

171.  Il  existe  une  autre  cause  d’erreur  sur  l’appréciation 
exacte  de  la  différence  de  niveau  entre  deux  points  :c  est  la  ré- 
fraction. Son  influence  étant  très-peu  sensible  sur  les  plus  grands 
côtés  qu’emploie  la  topographie,  nous  n en  ferons  pas  mention 
ici.  Au  surplus,  cette  théorie  est  développée  au  livre  V (Geodcsie), 
§ 440.  C’est  là  que  l’on  trouvera  la  démonstration  de  la  formule 
qu’il  faut  employer,  quand  on  veut  opérer  avec  la  plus  grande 
précision.  Faisons  remarquer,  en  annonçant  seulement  que  la 
correction  relative  à la  réfraction  est  soustractive,  de  quels  élé- 
ments divers  se  compose  la  différence  de  niveau  entre  A et  B, 
que  nous  désignerons  par  dN. 

Représentons  par  dT  la  hauteur  AA'  ou  B"B"'  de  l’instrument 
(/?<?•  138). 
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B'B*  la  différence  du  niveau  vrai  au  niveau  apparent  par  A; 

B'"B,r  le  côté  vertical  du  triangle  rectangle  A^'B1’  par  H •, 
et  BB,V  erreur  de  la  réfraction  par  r ; 

Il  en  résultera  que  dN  ==  dT-+-  A-f-  II  — r. 

172.  Instruments  propres  au  nivellement.  Ces  instruments  se 
divisent  en  deux  classes  dont  l'usage  est  bien  distinct.  Les  plus 
simples  donnent  seulement  la  ligne  de  niveau  (nous  désignerons 
ainsi  le  niveau  apparent,  quand  nous  n’ajouterons  pas  la  qualifi- 
cation de  vrai).  Les  autres  mesurent  l’inclinaison  d’un  rayon 
visuel  ou  d'une  direction  quelconque  sur  la  ligne  de  niveau. 

173.  Niveau  d'eau.  Il  est  composé  d’un  tube  cylindrique  do  fer- 
blanc  ou  de  cuivre,  recourbé  aux  deux  extrémités  {fig.  139)  à 
angles  droits  sur  la  première  direction.  Deux  fioles  en  verre, 
d’égal  diamètre,  bien  jointes  au  tube,  s'y  engagent  de  part  et 
d'autre.  Une  douille  faisant  corps  avec  l’instrument  et  soudée  au 
milieu  du  cylindre  sert  à le  fixer  sur  un  pied  à trois  branches,  en 
lui  laissant  le  jeu  nécessaire  pour  faire  un  tour  d horizon.  On 
verse  l’eau  par  l’une  des  ouvertures,  jusqu’à  ce  qu  elle  monte  dans 
les  deux  fioles,  aux  J environ  de  leur  hauteur.  Lorsque  le  liquide, 
après  sa  chute  dans  le  tube,  est  entièrement  calmé,  les  plans  qui 
le  terminent  dans  l’une  et  l'autre  fiole  appartiennent  à une  même 
surface  de  niveau  en  vertu  d'une  propriété  connue  des  liquides. 
Si  l’on  imagine  une  tangente  commune  aux  intersections  de  ces 
surfaces  avec  le  verre,  ce  que  l’on  peut  faire  de  quatre  manières 
différentes  [fig.  140),  on  aura  la  direction  de  la  ligue  de  niveau. 
Il  est  d’autant  plus  facile  déjuger  la  position  de  celte  tangente, 
que  les  petites  surfaces  sont  terminées,  en  vertu  de  l’afiinilé  des 
corps,  par  une  espèce  d'onglet  qui  parait  noir.  Pour  agir  avec 
plus  de  précision,  on  se  met,  pour  viser,  le  plus  loin  possible  de 
l'instrument. 

Nous  avons  dit  que  les  fioles  étaient  de  môme  diamètre  : si  cette 
condition  n'élait  pas  sensiblement  satisfaite,  les  opérations  se- 
raient défectueuses,  puisque  la  ligne  de  niveau  varierait  pour 
chaque  position  que  prendrait  l'instrument  en  faisant  un  tour 
d'horizon.  En  effet,  supposons  que,  dans  une  position  première, 
la  ligne  de  niveau  soit  pn  {fig.  141),  les  deux  fioles  étant  de  dia- 
mètres différents,  l'une  double  de  l'autre  par  exemple  : si  lo  sup- 
port DP  était  parfaitement  vertical , et  le  tube  exactement  hori- 
zontal, lo  mouvement  de  rotation  que  l'on  imprimerait  autour 
de  DP  n'apporterait  aucune  modification,  mais  ces  conditions  ne 
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sont  jamais  entièrement  remplies.  Il  en  résulte  qu'en  Taisant 
tourner  de  200‘  la  petite  fiole  qui  était  en  A viendra  en  B.  Ad- 
mettons, pour  faciliter  l'explication  de  ce  qui  se  passe,  que  lo  dé- 
placement du  liquide  no  se  fasse  pas  d’une  manière  continue, 
pendant  que  l'on  tourno  l'instrument,  ou,  si  l’on  veut,  qu'il  soit 
congelé  pour  un  moment.  La  surface  mn  prendra  la  position  mV 
et  pq  deviendra  p'q',  de  telle  manière  que  pn'  =p'n.  Rendons 
actuellement  à l’eau  sa  fluidité  : le  poids  du  cylindre  m'n'pt  pe- 
sant sur  le  reste  du  liquide,  tendra  à l’élever  dans  le  petit  tube  : 
il  sera  d'abord  employé,  en  partie,  à remplir  la  partie  cylindrique 
vide  p'j'nu,  mais  uous  avons  supposé  l'un  des  cylindres  d'une 
base  double  do  l'autre,  et  comme  les  hauteurs  p’n,pn'  sont  égales, 
il  s’ensuit  qu'il  restera  encore  la  moitié  du  liquide  qui  occupe 
ptm'n'.  Il  se  partagera  entre  les  deux  fioles  pour  rétablir  l’équi- 
libre et  élèvera  ainsi  la  ligno  do  niveau  de  pn  qu’elle  occupait 
d’abord  en  rs.  Rien  de  plus  facile  que  dé  préciser  l'erreur  1)1)' 
pour  le  cas  particulier  que  nous  avons  considéré.  Le  poids  des 
deux  petits  cylindres  liquides  qui  ont  élevé  la  ligne  de  niveau, 
doit  être  le  même,  et  puisqu'ils  ont  mémo  densité,  ils  auront  mémo 
volume.  Il  faudra  donc,  en  désignant  par  V,B,H  le  volume,  la 
base  et  la  liuutcur  de  l’un  des  cylindres,  et  par  V'  ,B  ,11'  les  mêmes 
quantités  relatives  h l'autre,  que  l'on  ait  \ = \'  ou  BU=B'ir 
et  que  leur  somme  équivaillc  à la  moitié  du  cylindre  qui  avait  pu' 
pour  hauteur  et  B pour  base;  donc  \ pn'  B = B11  -(-  B II'  : d'ail- 
leurs aussi  II et  il'  doivent  être  égaux,  puisque  les  deux  lignes  de 
niveau  sont  nécessairement  parallèles,  donc  pn'B=  H (B  -|-  B'). 
Nous  avons  dit  que  le  rapport  de  capacité  des  fioles,  et  par  con  • 
séqucnl  de  leurs  bases,  était  celui  de  1 52  ; ainsi 

1 pn'  ÎB’*=  31111'  ou  p*'  = 3!I  cl  enfin  II  = J /»n ' 

pn'  n'est  autre  chose  quo  la  différence  de  niveau  entre  les  deux 
extrémités  du  coude  : l'erreur  sera  donc  d'autant  plus  grande 
que  l’instrument  sera  plus  incliné  et  aura  plus  do  longueur.  En 
faisant  pn'  nul,  l’expression  de  II  trouvée  plus  haut  justifie  ce  que 
nous  avons  dit,  qu’il  n’y  aurait  pas  de  correction  U faire  si  l'in- 
strument était  bien  placé. 

Si  l’on  supposait  le  rayon  de  B double  de  celui  de  B',  il  s'ensui- 
vrait que  lequartsculcmcnt  du  liquide  contenu  dans  la  plus  grande 
fiole,  aurait  été  employé  à amener  le  liquide  do  l.a  seconde  5 la 
ligne  de  niveaupn  et  par  suite  \pn'  B -=11  (B-+-B')elII=jpw'. 

Quand  on  reste  longtemps  en  station  au  même  point,  on  a 
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égard  à l'évaporation,  surtout  si  le  soleil  frappe  sur  l'instrument, 
ou  à l'augmentation  du  liquide  s'il  pleut  : car  alors  la  hauteur  de 
lasurface  de  l’eau  varierait.  Ordinairement,  pourobvierâces  in- 
convénients, les  deux  fioles  sont  recouvertes  do  tuyaux  métalli- 
ques fermés  par  un  bout,  que  l’on  relire  quand  il  est  nécessaire. 
Us  ontencore  pour  but  d’ompécherlo  liquide  de  se  répandre  dans 
les  mouvements  de  translation.  Si  l'on  opère  dans  l’hiver,  on 
peut  se  servir  d’alcool  au  lieu  d'eau  pour  éviter  la  congélation. 

174.  Pour  savoir  à quelle  hauteur  la  ligne  denivcaua6(/ty.  142) 
passe  au-dessus  du  point  B,  on  y place  une  règle  graduée  B6  que 
I on  nomme  mire.  Cette  règle  a ordinairement  deux  mètres  de 
haut  et  peut  en  avoir  quatre  en  la  construisant  en  deux  parties. 
On  fait  glisser  dessus  une  petite  planche  mince,  nommée  voyant, 
de  16  h 20  centimètres  de  hauteur  et  partagée  en  deux  par  la  li- 
gne de  visée  bb'  ( fig . 143).  Les  deux  compartiments  sont  peints 
de  deux  couleurs  tranchantes.  Le  voyant  est  maintenu  sur  la 
règle  par  une  vis  de  pression  que  l’on  serre,  lorsqu’après  avoir 
haussé  ou  baissé  d’après  les  signes  que  fait  l'observateur,  il  se 
trouve  que  la  ligne  de  niveau  passe  par  bb'  j alors  on  compte  les 
divisions  comprises  entre  P et  bb1.  Il  existe  plusieurs  formes  do 
mire  dont  le  mécanisme  est  assez  simple  pour  être  compris  h 
première  vue. 

175.  Niveau  à bulle  d'air  de  Chésg.  Cet  instrument  se  compose 
d’une  lunette  AB  (pg.  144)emboîlée  dans  deux  colletsC  et  f)  dont 
elle  peut  sortir,  et  qui  sont  supportés  par  deux  montants  égaux 
CE, DF  ; ceux-ci  reposent  sur  une  règlo  EF.  Dessous  la  lunette 
est  adapté  un  niveau  h "bulle  d'air  dont  la  position  peut  dire  mo- 
difiée au  moyen  d’un  mécanisme  placé  en  II  et  d'une  articulation 
G.  Tout  ce  premier  système  pivote  sur  le  point  I appartenant  à la 
tige  IP.  Cette  lige  est  composée  : 1°  de  la  partie  IL  formée  de  deux 
plaques  parallèles  qui  laissent  entre  elles  un  passage  à la  courbe 
métallique  ELF  adhérente  au  premier  système.  Le  mouvement 
prompt  dans  ce  sens  se  fait  avec  la  main  et  le  mouvement  doux 
avec  une  vis  de  rappel  K tangente  à la  courbe  en  L ; 2°  du  tam- 
bour cylindrique  MN  évidô  en  gorge  et  dans  lequel  s’engrène  une 
seconde  vis  tangente  N ; 3°  de  la  partie  conique  PQ  qui  s'enfonce 
dans  le  pied  et  qui  jouit  de  la  faculté  do  tourner  avec  tout  l’appa- 
reil. Ainsi  donc,  pour  se  servir  de  cet  instrument,  on  rend  la  sur- 
face supérieure  du  tambour  MN  horizontale  à vue,  le  mieux  pos- 
sible. On  assure  les  pieds,  on  fait  tourner  tout  l'instrument  autour 
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de  l'axe  IP,  jusqu’à  ce  que  le  fil  vertical  de  la  lunette  eouvre  la 
mire.  C’est  la  vis  N qui,  pour  celle  opération,  produit  les  mou- 
vements doux,  lorsque  l'on  a serre  la  vis  de  pression  QO,  at- 
tachée au  pied,  qui  presse  une  portion  de  surface  annulaire  contre 
Je  haut  de  la  tige  conique  PQ.  On  donne  ensuite  au  premier  système 
un  mouvement  dans  le  plan  vertical,  jusqu’à  ce  que  le  niveau 
GII  soit  parfaitement  calé;  puis,  faisant  placer  le  voyant  de  telle 
sorte  que  sa  ligne  de  visée  se  confonde  avec  le  fil  horizontal, 
l’opération  est  terminée.  La  lunette,  construite  comme  celle  de 
l’alidade  et  de  la  boussole,  est  une  lunette  astronomique.  (Pour  le 
niveau,  voir  sa  description  au  livre  V Géodésie,  cercle  répéti- 
teur, § 382). 

La  vérification  du  niveau  de  Chézy  consiste  en  deux  choses . 
1°  l’axe  optique  de  la  lunette  doit  être  le  mémo  que  celui  du  tube 
qui  en  forme  le  corps  : car,  s'il  en  était  autrement,  la  lunette  pou- 
vant tourner  dans  ses  collets,  l'axe  optique  décrirait  une  surface 
conique  dont  toutes  les  génératrices  no  feraient  pas  le  même  angle 
avec  le  niveau  supposé  fixe.  Pour  voir  si  cette  condition  est  rem- 
plie, on  vise,  à une  grande  distance,  une  ligne  de  niveau  que  l’on 
fait  couvrir  par  le  fil  horizontal,  en  plaçant  la  tête  de  la  vis  du 
réticule  dans  la  partie  supérieure  de  la  lunette;  on  la  retourne 
dans  ses  collets,  de  manière  que  celte  tête  de  vis  soit  dans  une 
situation  diamétralement  opposée  à la  première,  et  l’on  regarde 
de  nouveau  dans  la  lunellc.  Si  le  fil  horizontal  ne  coïncide  plus 
avec  la  ligne  visée,  on  modifie  la  position  de  l’axe  optique,  en  fai- 
sant parcourir  la  moitié  de  la  différence  par  le  fil  horizontal,  au 
mo*yen  de  la  vis  du  réticule,  et  l’autre  moitié  par  tout  l’instrument, 
à l’aide  de  la  vis  tangente  K.  Pour  s’assurer  que  la  correction  est 
bien  faite,  on  recommence  l’épreuve;  2°  l’axe  optique  de  la 
lunette  doit  être  horizontal  lorsque  le  niveau  est  calé.  Pour  s’en 
assurer,  après  avoir  visé  un  point  très-éloigné,  on  ouvre  les  col- 
lets, cl  l’on  rétourne  la  lunette  bout  pour  bout,  puis  on  ramène 
l’oculaire  vers  soi,  en  faisant  tourner  fout  l’instrument  autour  de 
son  axe  vertical,  et  la  bulle  de  niveau  dans  ses  repères,  parce 
qu’il  est  presque  impossible  qu’elle  ne  se  soit  pas  dérangée  dans  ce 
mouvement.  On  vise  de  nouveau  et,  si  le  fil  horizontal  ne  couvre 
plus  l’objet  pointé,  il  en  résulte  que  l’axe  ab  (fig.  144  bis)  de-la  lu- 
nette est  incliné  de  1 angle  a par  rapport  à l'axe  du  niveau,  qu’il  a 
décrittine  surface  conique  et  pris  la  position  symétrique  a'b'.  On 
rapproche  le  niveau  de  l’angle  a , c'est-à-dire  de  la  moitié  de  la 
différence  angulaire  a'ob  au  moyen  du  mouvement  II  {fig.  144). 
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En  ramenant  le  fil  horizontal  sur  l’objet,  le  niveau  devra  se  trou- 
ver calé,  mais  on  ne  détruit  ordinairement  toute  l'erreur  qu'aprcs 
quelques  tâtonnements  successifs. 

176.  Niveau  à plateau.  Celui-ci  nous  paraît  d'un  usage  plus 
facjle  que  les  précédents.  Il  se  compose  d’un  plateau  circulaire 
que  l’on  rend  horizontal  et  d’une  lunette  qui,  pivotant  sur  le  cen- 
tre du  plateau,  s'appuie  constamment  sur  lui.  On  conçoit  déjà 
que  si  l’axe  optique  est  rendu  parallèle  au  plan  du  limbe,  il  dé- 
crira aussi  un  plan  horizontal. 

Soit  donc  AB  ( flg . 145)  le  limbe  supporté  par  une  colonne  ter- 
minée à sa  partie  inférieure  par  un  pied  à trois  branches  dans  les- 
quelles sc  meuvent  trois  vis  a destinées  à faire  varier  la  position 
du  limbe.  DE  est  la  lunette  construite  comme  çclle  d'épreuve  dont 
nous  avons  fait  usage  § 155.  Elle  porte-à  son  milieu  deux  petits 
tourillons  dont  l’un  s'engage  dans  le  centre  évidé  C du  plateau  et 
dont  l’autre,  qui  se  trouve  alors  situé  à la  partie  supérieure  de  la 
lunette,  maintient  un  niveau  à bulle  GH.  On  comprend  que  le  but 
de  ce  niveau  est  de  régler  l'instrument  et,  pour  cela,  on  le  place 
d'abord  dans  la  direction  de  deux  vis  du  pied,  au  moyen  des- 
quelles on  le  cale,  puis  ensuite  on  lui  donne  une  position  rectan- 
gulaire qui  correspond  à la  troisième  vis,  et  avec  celle-ci  on  le 
cale  encore. 

177.  Niveau  de  Porro.  Le  niveau  qu’a  conçu  et  longtemps  em- 
ployé M.  Porro,  remplit  le  inémebut  que  celui  deChézy  et  donne 
une  horizontale  avec  autant  do  précision  que  lui,  avec  plus  peut- 
être:  car  la  différence  de  niveau  cherchée  est  si  l’on  veut,  comme 
nous  le  dirons  bientôt,  la  moyenne  de  deux  lectures  ; mais  ce  que 
ne  donne  aucun  des  instruments  précédemment  décrits,  c'est  la 
distance  en  même  temps  que  la  hauteur. 

Cet  instrument  se  compose  d’abord  de  deux  pièces  principales 
une  lunette  AB  et  un  niveau  à bulle  ab  ( fig . 8,  planche  XIX). 

ab  est  placé  latéralement  & la  lunette;  ac,  bd  sont  des  appen- 
dices du  niveau  et  se  terminent  en  pointes  vers  la  lunette.  Dans 
celle-ci  sont  pratiqués  deux  petits  trous  légèrement  coniques,  et 
précisément  de  mémo  forme  que  les  pointes  c,d,  qui  s’y  engagent 
lorsqu'il  s’agit  de  fixer  l’un  à l’autre  la  lunette  et  le  niveau  ; à ce 
dernier  est  adaptée  une  petite  vis  à tête,  c,  destinée  à le  régler. 

Pour  vérifier  et  rectifier  l'instrument,  on  cale  le  niveau  à l'aide 
d'un  mouvement  dont  nous  décrirons  le  mécanisme  plus  tard  : 
on  observe  avec  la  lunette  la  mire  placée  eu  avant,  puis  rondant 
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la  lunette  indépendante  du  niveau,  on  lui  fait  faire  une  demi- 
révolution  autour  de  son  axe.  On  introduit  de  nouveau  les  poin- 
tes e,d  dans  les  cavités  qui  leur  sont  destinées,  avec  cette  diffé- 
rence, par  rapport  à la  première  position,  que  les  places  sont 
alternées.  Dans  cette  nouvelle  position,  la  bulle  du  niveau  étant 
replacée  dans  ses  repères  symétriques,  l'axe  optique  prend  la 
mémo  position  que  précédemment;  mais  l’objectif  ayant  pris  la 
position  de  l’oculaire  et  réciproquement,  il  faut,  pour  que  la  se- 
conde observation  soit  possible,  imprimer  un  mouvement  de  200* 
dans  le  sens  azimutal,  afin  de  ramener  l'oculaire  vers  l'œil  de 
l’observateur, 

Si  l'axe  optique  de  la  lunette  n'est  pas  parallèle  h celui  du  ni- 
veau : on  s'en  aperçoit  de  suite,  puisque,  après  avoir  réglé  le 
niveau  qui  a dû  se  déranger  dans  le  retournement,  la  ligne  de 
visée  déterminée  par  l'axe  optique  n’atteint  plus  la  mire  b la 
même  division. 

Si  m et  n représentent  les  deux  lectures,  il  est  évident  que 

rw-f-n 

colle  qu’on  lirait,  si  l'instrument  était  réglé,  es  t — j tandis 
que  l’erreur  de  parallélisme  entre  les  axes  du  niveau  «t  de  la  lu- 

m — n 

nelte  est  — j— 

11  faut  donc  rendro  cette  quantité  nulle,  ce  qui  6e  pratique, 
comme  dans  le  niveau  b bulle  de  Chezy,  au  moyen  du  mécanisme 
consacré  b cet  usage  : c'est  ici  la  petite  vis  e. 

On  est  assuré  que  la  condition  indispensable  de  parallélisme 
est  remplie  lorsque  m = n. 

La  lunette,  qui  est  b la  fois  anallalique  et  diaitimométrique 
(voir  la  description  qui  en  sera  donnée  livre  IV,  chap.  v,  § 332), 
donne  en  môme  temps,  comme  nous  l'avons  annoncé,  la  di- 
stance et  la  cote. 

Soient  ab  ( fig . 9,  planche  XIX)  l'axe  optique  de  la  lunette  qui, 
par  la  visée,  détermine  le  point  A sur  la  mire.  Disons,  en  pas- 
sant, que  ce  n'est  pas  d’une  mire  b voyant  mobile  que  l'on  fait 
usage,  mais  d’une  mire  parlante,  c’cst-b-<fira  do  celle  décrite  lors 
de  l’explication  de  la  stadia.  On  se  rappelle  qu’elle  consiste  en 
une  règle  de  hauteur  convenable,  sur  laquelle  sont  peintes,  d’une 
manière  très-apparente,  des  divisions  qui  se  distinguent  bien  sous 
les  fils  de  la  lunette  b la  plus  grande  distance  que  comporte  la 
force  de  l'instrument. 

a'  et  o"  sont  deux  autres  Gis  horizontaux  placés  aussi  au  foyer 
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de  la  lunette  et  dont  les  écartements,  par  rapport  au  premier  fil 
a,  sont  tel&qu’ils  déterminent,  l'un  une  pente  ascensionnelle, 
l’autre  une  pente  de  dépression  d’un  centième  de  la  distance. 

Si  donc,  au  lieu  de  lire  la  cote  indiquée  par  le  fil  a et  que  nous 
désignerons  par  H,  on  lit  les  cotes  H'  et  H"  correspondant  aux 
iilsa',a",  on  aura  évidemment 

H = H'+n" 

2 

La  distance  D de  l'observateur  à la  mire  sera 


Nous  ferons  remarquer  en  passant,  et  par  anticipation,  que 
dans  les  lunettes  anallaliques  le  point  b (fig.  9,  planche  XIX) 
correspond  au  centre  de  l’instrument, 

Au  lieu  de  donner  aux  divisions  do  la  mire  des  dimensions  ar- 
bitraires, supposons  qu  elles  soient  égales  chacune  b un  centi- 
mètre, nous  aurons 


U'  + U" 


X 0-,0l 


et  D =»  S0m  (!!' — H") 


Si  l’on  donne  2 centimètres  aux  divisions  de  la  mire,  il  viendra 

H=(a'  + n")xo».oi 
D=>  (H1  — H”)  X t00“ 

. On  conçoitque  plus  grandes  sont  les  dimeusionsdes  divisionsde 
la  mire  et  plus  grande  est  l’exactitude  de  lecture.  C’est  pour  ce 
motif  que  M.  Porro,  après  avoir  doublé  l’écartement  des  fils  a'  et 
a'1,  a divisé  sa  mire  de  4 en  4 centimètres. 

Indiquons  maintenant  les  différentes  parties  du  support. 

Sur  un  pied  ordinaire  en  bois  P [fig.  10,  planche  XX)  qui  sert  à 
porter  l'instrument,  on  remarque  b la  base  de  cplui-ci  deux  dis- 
ques, mm,  n»,  d’épaisseurs  inégales.  Ce  sont  deux  coins  pris  dans 
une  sphère  dont  la  face  commune  de  séparation  est  un  grand 
cercle.  Ils  sont  assemblés  au  centre,  de  manière  à pouvoir  tour- 
ner l’un  sur  l’autre  et  à constituer  ainsi  un  coin  à angle  variable, 
dont  la  plus  grande  pente  peut  varier  en  azimut  sur  le  pied  P. 
Ce  sont  les  deux  manches  q et  q1  qui  facilitent  celte  manœuvre. 
Un  petit  niveau  sphérique,  placé  dans  la  cuvette  oo',  indique  l'ho- 
rizontalité de  la  face  supérieure  du  coin. 

Ce  mécanisme  simple  et  solide  produit  1 effet  obtenu  dans  les 
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autres  instruments  précédemment  décrits  par  des  procédés  qui 
peuvent  varier  de  l’un  à l'autre.  . 

Deux  chevalets  t,  » s'élèvent  sur  le  fond  mobile  de  la  cuvette 
et  viennent  supporter  l’axo  de  rotation  do  la  lunette,  qui  est  mon- 
tée comme  celle  des  théodolites.  Le  niveau  garni  d'uno  douille 
que  traverse  l’axe  de  rotation  est  donc  libre  tant  que  les  pointes 
c,  d ne  sont  pas  engagées  dans  les  petits  trous  correspondants  du 
tube  de  la  lunette.  Les  tourillons  de  l’axe  de  rotation  peuvent 
glisser  horizontalement  sur  leurs  collets,  de  manière  à permettre 
de  rendre  dépendants  ou  indépendants  l'un  de  l’autre,  ii  volonté, 
les  deux  éléments  principaux  de  l'instrument. 

Les  chevalets  s,  * sont  assez  élevés  pour  que  l’inversion  de  la 
lunette  dans  le  sens  vertical  puisse  se  faire  sans  rien  démonter. 

Sur  une  portion  de  l'axe  de  rotation  est  adapté  un  manchon 
faisant  corps  avec  un  bras  de  levier  en  cuivre  sur  lequel  agit  la 
vis  do  rappel  r,  lorsqu’on  serre  un  bouton  de  pression  convena- 
blement disposé. 

La  surface  conique  intérieure  de  la  lunette  est  divisée  en 
grades,  pour  y lire  au  besoin  l’angle  horizontal  par  un  moyen 
catoplrique  qu'on  décrira  plus  tard. 

Deux  petites  pièces  placées  en  c et  d,  que  l’on  n'a  pas  pu  indi- 
quer sur  la  figure,  mais  dont  la  forme  se  conçoit  aisément,  sont 
percées  do  plusieurs  trous  analogues  à ceux  quo  d'abord  nous 
avons  désignés  par  c et  d.  Ces  trous  sont  exactement  espacés  do 
1>,  le  centre  étant  supposé  sur  l’axe  mathématique  do  l'axe  de 
rotation.  Leur  emploi,  combiné  avec  les  divisions  du  niveau  ab , 
permet  de  faire  fonctionner  l'appareil  dans  des  conditions  déter- 
minées autres  que  le  parallélisme  de  la  lunette  et  du  niveau.  Il 
s'emploie  alors  comme  le  clisimètre  de  Chézy,  que  nous  décrirons 
dans  l’un  des  prochains  paragraphes,  et  facilite  beaucoup  iesopér 
rations  de  nivellement  dans  les  pays  de  montagnes. 

178.  Niveau  réflectettr  de  Burel.  Cet  instrument  est  formé  par 
un  cube  de  cuivre  dont  les  arêtes  ont  0m,02.  A l’une  des  faces  est 
adapté  un  anneau  A f fig.  146),  destiné  à soutenir,  en  y passant  le  • 
doigt,  le  niveau  h la  hauteur  de  l'œil.  Le  point  de  suspension  de 
l'anneau  peut  varier  au  moyen  d'un  chariot  B,  qu’en  tournant, 
fait  mouvoir  la  vis  CD  qui  le  traverse.  Sur  la  face  EFGH  est 
appliqué  un  miroir  sur  lequel  est  tracée  une  droite  parallèle  à 
la  base  et  aboutissant  a deux  pointes  L et  M en  saillie  sur  les 
flancs  du  cube.  Pour  opérer,  la  ligne  LM  doit  être  horizontale  et 
lo  plan  du  miroir  vertical.  Supposons  qu’il  en  soit  ainsi,  et  indi- 
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quons  l'usage  do  l'instrument;  puis  ensuite,  nous  verrons  com- 
ment on  s'assure  que  ces  conditions  sont  remplies.  On  élève  le 
niveau  jusqu’à  ce  que  LM  partage  en  deux  exactement  l image 
de  la  prunelle  de  l'œil,  et  dans  ce  cas,  la  ligue  LM  et  son  image 
sc  superposent  ; il  en  résulte  que  le  plan  passant  par  l'œil  et  par 
LM  est  normal  au  miroir,  et  par  conséquent  horizontal  si  celui- 
ci  est  bien  vertical. 

Dans  cet  état  de  choses,  l’observateur,  au  moyen  des  pointes  L 
et  M,  peut  indiquer  au  porte-mire  placé  en  avant  dans  quel  sens 
il  faut  faire  mouvoir  le  voyant  pour  que  la  ligne  de  visée  soit  dans 
le  plan  horizontal  passant  par  l’œil.  La  différence  entre  la  hauteur 
de  l'œil  au-dessus  du  sol  et  la  lecture  faite  sur  la  mire  donnerait 
la  différence  de  niveau  entre  les  deux  points:  mais, dans  l'usage 
de  cet  instrument,  aussi  bien  que  des  précédents,  on  fait  abstrac- 
tion du  lieu  où  se  trouve  l'observateur  ; on  opère  pour  un  second 
point  comme  pour  le  premier,  et  la  différence  des  lectures  donne 
la  différence  do  niveau  des  deux  points  visés. 

Pour  s’assurer  que  l'on  a satisfait  à la  première  condition,  celle 
de  la  verticalité  du  miroir,  on  se  place  devant  un  murST  (fig.  147). 
Soit  FH  la  position  du  miroir  : on  fait  tracer  sur  le  mur  son  in- 
tersection P avec  le  plan  passant  par  l’œil  et  les  deux  pointes  de 
l'instrument;  on  tourne  le  dos  au  mur  et  l'on  replace  l'instru- 
ment à hauteur  de  l’œil.  Soit  FMI'  la  nouvelle  position  du  miroir, 
le  plan  passant  par  l’œil  en  O'  et  par  les  deux  pointes  lui  sera  tou- 
jours normal.  Son  intersection  sur  le  mur  sera  en  p',  et  pour  la 
trouver,  l’observateur  regardant  un  peu  obliquement  dans  le  mi- 
roir, indiquera  à un  aide  placé  auprès  du  mur  la  ligne  qu’il  faut 
qu’il  trace  pour  que  sa  réflexion  se  confonde  avec  la  ligne  gravée 
sur  le  miroir.  Si,  comme  l'indique  la  ligure,  les  droites  projetées 
en  p et  p'  ne  coïncident  pas,  cela  prouve  que  le  miroir  était  in- 
cliné. Les  angles  FLF',  pLp'  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés 
respectivement  perpendiculaires,  et  chacun  d’eux  est  le  double 
de  l'angle  que  formo  le  miroir  FII  avec  la  verticale  LN.  Si  donc, 
en  tournant  la  vis  CD  {fig.  146),  on  change  le  point  de  suspension, 
on  arrivera,  après  quelques  essais,  à détruire  cette  erreur.  Alors, 
dans  les  deux  positions,  lo  miroir  sera  vertical  et  les  traces  sur  lo 
mur,  représentées  par  p et  p',  sc  réuniront  on  P.  Si  la  trace  LM 
n'était  pas  horizontale,  on  s’en  apercevrait  dans  l'opération  faite 
pour  la  première  vérification,  puisque  l'on  obtiendrait  deux 
lignes  symétriquement  inclinées,  comme  l'indiquent  pp  et  p'p' 
{fig.  148). 
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Les  instruments  sont  construits  de  telle  manière  que  cette  im- 
perfection n'existe  pas;  si  parfois,  néanmoins,  elle  se  rencontrait, 
le  constructeur  de  l’instrument  pourrait  seul  y remédier,  à moins 
que  le  chariot  eût  deux  mouvements  rectangulaires,  ce  qui  n’a 
pas  lieu  dans  le  niveau  réflecteur  représenté  (fig.  146).  On  peut, 
pour  opérer,  suspendre  si  l’on  veut  ce  niveau  à un  bâton  fiché  en 
terre,  mais  on  s'en  sert  néanmoins  en  le  tenant  à la  main.  Cet 
avantage,  joint  à son  peu  de  volume  et  à la  netteté  de  sa  ligne 
de  foi  en  font  un  instrument  très  utile. 

179.  Clisimètres.  Nous  avons  dit  que  les  instruments  qui  donnent 
une  ligne  horizontale  m'étaient  pas  les  seuls  employés  à trouver 
la  différence  de  niveau  entre  deux  points.  On  conçoit  en  effet  que 
si  l’on  connaît  l’angle  MCN  et  le  côté  MC  ( fig . 149),  il  est  facile 

de  trouver  MN  puisque  1 on  a — -g — .Les  instruments  qui 

déterminent  l’angle  de  pente  se  nomment  clisimètres. 

180.  Niveau  de  maçon.  Le  plus  simple  de  tous  est  vulgairement 
connu  sous  le  nom  de  niveau  de  maçon.  Dans  la  description  que 
nous  allons  eu  faire,  on  verra  qu'il  peut  être  également  classé 
parmi  ceux  qui  donnent  seulement  une  ligne  de  niveau.  Il  con- 
siste en  un  triangle  isocèle  rectangle  A 'DE  (fig.  150)  ; au  sommet 
D est  fixé  un  fil  à plomb.  Un  arc  gradué,  dont  le  centre  ost  en  I), 
s appuie  sur  la  base  AE  et  vient  se  fixer  aux  deux  cûtés  de  l’anglo 
droit.  Cet  arc  serait  inutile  s’il  ne  s'agissait  que  de  s’assurer  de 
1 horizontalité  de  la  droite  ou  du  plan  qui  supporte  l'instrument. 
Dans  ce  cas,  le  fil  à plomb  dovra  aboutir  sur  le  milieu  de  la  base 
A'E,  si  le  niveau  est  exact.  Pour  trouver  le  point  de  la  base  au- 
quel correspond  le  fil  quand  elle  est  horizontale,  il  suffit  de  poser 
1 instrument  sur  une  règle  arbitrairement  inclinée,  de  marquer 
la  trace  du  fil  sur  la  base,  de  retourner  bout  pour  bout,  de  mar- 
quer encore  la  position  du  fil  à plomb  et  de  tracer  le  milieu  entre 
les  deux.  S’il  était  bien  construit,  il  suffirait  de  diviser  la  base  en 
deux  parties  égales.  Quand  le  niveau  est  muni  de  l’arc  dont  nous 
avons  parlé,  l’opération  est  la  même;  puis,  prenant  le  point  de 
rencontre  du  fil  et  de  la  base  A'E  horizontale  pour  origine  des 
graduations,  on  marque  les  grades  ou  degrés  à droite  ou  b gauche 
de  ce  point.  Pour  trouver  l’inclinaison  d’une  droite  AB,  il  suffit 
donc  d’appliquer  le  niveau  dessus  et  de  lire  quel  chiffre  corres- 
pond au  fil,  en  observant  toutefois  dans  quel  sens  est  l’inclinaison  : 
car,  sans  celle  précaution,  il  y aurait  incertitude,  puisque  de  part 
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eld'aulre  so  trouve  la  même  numérotation.  Pour  obvier  à cct  in- 
convénient, on  a imaginé  d écrire  les  divisions  de  0'  à 100*  de  G 
en  II  ou  de  II  en  G,  de  manière  que  50‘  correspondit  à AF  hori- 
zontal. Dans  la  première  de  ces  deux  suppositions,  si  U est  plus 
élevé  que  A,  l'angle  qu'on  lit  est  plus  petit  que  50',  et  si  on  l'en 
retranche,  on  a précisément  l'inclinaison  de  AB  sur  l'horizontale 
AC.  Quand  B est  plus  bas,  on  lit  un  chiffre  supérieur  h 50“  et  la 
différence  est  encore  l'expression  de  l'inclinaison  de  AB.  Lé  con- 
traire a lieu  si  les  chiffres  vont  de  II  en  G.  11  nous  semblo  qu’il 
serait  plus  simple  encore  de  coter  100“  le  point  milieu  de  la  base  : 
l'extrémité  G de  l'arc  serait  50‘,  tandis  que  II  indiquerait  150'. 
Ces  chiffres  se  rapporteraient  aux  angles  que  peut  faire  la  base 
AF  avec  la  verticale  du  point  A'  : ce  serait,  si  l’on  veut,  les  di- 
stances zénitales  prises  de  A'. 

Quelquefois  cet  instrument  est  dépourvu  de  l’arc  gradué  : les 
divisions  sont  tracées  sur  la  base  et  sont  les  prolongements  des 
rayons  passant  par  toutes  les  divisions  du  limbo;  elles  sont  alors 
d’inégales  dimensions,  car  elles  croissent  comme  les  tangentes 
des  angles  de  0“  à 50*  ou  plutôt  elles  on  sont  les  tangéntes  elles- 
mêmes. 

181 . Les  différentes  constructions  que  nous  venons  d’indiquer 
obligent,  pour  résoudre  le  triangle  BAC,  à avoir  recours  aux  lo- 
garithmes, h moins  que  le  constructeur  n'ait  inscrit,  au  lieu  de  la 
graduation,  les  rapports  do  longueur  entre  la  hauteur  do  l'instru- 
ment èt  la  partie  do  la  base  comprise  entre  son  point  milieu  et 
la  perpendiculaire  ; mais  il  existe  un  procédé  plus  usité  et  qui 
consiste  en  ceci  : le  triangle  A'DF  étant  rectangle  en  D,  la  base 
A'F  est  double  de  la  hauteur  j si  donc  on  divise  la  base,  en 
400  parties,  par  exemple,  DE  en  représentera  200.  Cela  posé , 
supposons  quo  le  fil  h plomb  DP  [ftg.  151)  corresponde  à la  260', 
il  en  résultera,  puisque  les  triangles  PDE, ABC  sont  semblables 
comme  ayant  les  côtés  respectivement  perpendiculaires,  que 
DE  ! EP  : : AC  1 BC  ou 

200  : 260  - 200  ; : AC  J BC  = & AC  ~ 0,3  AC. 

Pour  rendre  ce  clisimètre  plus  commode  dans  de  certaines  cir- 
constances, on  a quelquefois  adapté  en  A ’ et  en  F des  pinnules 
saillantes  ou  incrustées  dans  l’épaisseur  de  la  règle. 

182.  Clisimètre  ou  niveau  de  pente  de  Chézy.  Cet  instrument 
donne  immédiatement , comme  nous  allons  le  voir,  la  pente  par 
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mètre  d'une  ligne  inclinée  à l'horizon.  11  se  compose  d une  règle 
AU  ( fig . 152),  de  deux  pinnules  AC, BD  élevées  à angle  droit  sur 
AB,  d'un  niveau  EF  fixé  invariablement  et  parallèlement  à la 
règle.  Au  point  K est  attachée  à charnière  une  seconde  règle  1K 
traversée  à son  extrémité  par  une  vis  I qui  éloigne  ou  approche 
AB  de  IK.  Tout  l'appareil  est  supporté  par  une  colonne,  un  genou 
et  un  trépied.  Une  vis  L arrête  le  mouvement  du  genou.  Les 
pinnules  sont  deux  parallélogrammes  renfermant  deux  châssis 
GH, GH  (fig.  153  et  151)  qui,  maintenus  h coulisse,  peuvent  se 
mouvoir  dans  le  sens  vertical.  Le  premier  reçoit  le  mouvement 
directement  do  la  main  à l'aide  du  bouton  Z ou,  pour  les  petites 
variations,  au  moyen  de  la  vis  sans  fin  KK'.  Cette  vis,  prise  h ses 
extrémités  dans  deux  collels,  tourne  sur  son  axe  sans  avancer  ; 
c’est  le  châssis,  auquel  est  adapté  l’écrou,  qui  en  reçoit  le  mouve- 
ment de  bas  en  haut.  Le  deuxième  châssis  (fig.  154)  no  jouit  que. 
d’un  mouvement  très-restreint,  imprimé  par  la  vis  V : celle-ci 
no  servant  que  très-rarement  lorsqu'il  s'agit  de  régler  l'instru- 
ment, porte  un  carré  au  lieu  d’une  large  tête  plate,  on  la  fait 
tourner  an  moyen  d’une  clef  mobile.  On  conçoit  que  cette  pré- 
caution soit  nécessaire  pour  éviter  les  dérangements  involontaires 
de  l'instrument. 

L’un  et  l’autre  portent  des  Ois  croisés  LM, NO  qui  se  coupent 
en  T et  U,  et  des  visières  P et  Q situées  sur  le  prolongement  des 
01s  horizontaux.  Les  largeurs  AS, BR  des  pinnules  sont  les  mêmes, 
et  les  points  T et  Q d’une  part,  P et  U do  l’autre  sont  situés  dans 
des  plans  verticaux  parallèles.  Pour  entendre  maintenant  l’usage 
de  cet  instrument,  il  faut  d’abord  se  rendre  compte  de  la  pro- 
priété sur  laquelle  il  est  fondé.  Soit  donc  une  horizontale  CA 
(fig.  IM»;  et  une  ligne  inclinée  CB  dont  on  veut  connaître  la 
quantité  dont  elle  s'élève  par  chaque  mètre.  Supposons  CM  = 1"’, 
MN=Om,02 , Cm  = 0",3  , on  aura 

cm :mn #n  4-:o,o2::o,3:i»m=!0“,oofi. 

Si  nous  donnons  à la  règle  AB  (fig.  152)  0m,3  de  longueur,  et  si 
nous  imaginons  le  triangle  Ctnn  construit  en  apy  de  manière  que 
|jy— 0",006,  il  s'ensuivra  que  ay  prolongée  s’élèvera  d'autant  de 
fois  0'",02  qu’elle  contiendra  de  mètres.  Voici  comment  on  peut 
arriver  progressivement  à construire  le  triangle  voulu  apy  : on 
place  les  châssis  de  telle  sorte  que  le  plan  passant  par  T et  0,. 
P et  U (fig.  153  et  154)  soit  horizontal  ; on  trace  la  ligne  de  foi  XY 
correspondant  au  bas  du  châssis  de  la  grande  pinnule  dans  celle 
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position  et  l'on  marque  zéro  en  Y,  puis  on  porte  0 ",O0G  de  Y en  z. 
En  faisant  mouvoir  le  grand  châssis  de  manière  que  Y ou  zéro 
vienne  sur  la  ligne  z,  le  petit  châssis  ne  bougeant  pas,  il  est  clair 
que  T s'étant  élevé  de  la  même  quantité  que  le  point  Y,  la  ligne 
de  visée  qui  passera  par  Q et  T sera  bien  la  même  que  ay(/ty.  152). 
Si  l’on  continue  les  divisions  z',z ",  etc.,  et  si  l’on  élève  successive- 
ment lo  châssis  de  manière  à amener  Y en  z',  z1,  la  ligne  oy  cor- 
respondra à des  inclinaisons  de  üm,04,  0",06,  etc.,  par  mètre. 
Si  l'on  veut  lire  directement  les  centimètres  sur  le  montant  gra- 
dué AA',  on  inscrit  2,4,6,  etc.,  en  z,  z',s",  etc.  Si  ces  divisions 
sont  encore  subdivisées  de  manière  que  chacune  des  nou- 
velles n’ait  que  O^.OOl,  c’est-à-dire  lo  sixième  des  premières,  il 
est  évident  que  la  ligne  a, y s'élève  de  0", 00333  ou  de  3 milli- 
mètres J.  Pour  obtenir  plus  de  précision  encore,  on  ajoute  un 
vernicr. 

La  vérification  de  l'instrument  consiste  à voir  si  la  ligne  de  vi- 
sée TQ  est  bien  horizontale  lorsque  la  ligne  de  foi  correspond  à 
zéro.  Pour  cela,  le  niveau  étant  bien  calé,  on  visera  une  ligne 
horizontale  éloignée  en  la  faisant  couvrir  par  le  Gl  horizontal  de 
la  grande  pinnule,  tandis  que  l'œil  sera  placé  à l'oculaire  Q de  la 
petite;  on  retournera  l’instrument  bout  pour  bout;  on  recalera 
le  niveau,  on  portera  l'œil  en  P pour  viser  de  nouveau  la  même 
horizontale.  S’il  se  trouve  uno  différence,  on  amène  la  ligne  de 
visée  sous  la  croisée  des  fils,  moitié  au  moyen  du  bouton  Z qui  fait 
mouvoir  tout  l’instrument  et  moitié  avec  la  vis  V qui  imprime  le 
mouvement  au  châssis  de  la  petite  pinnule.  Cela  fait,  on  re- 
commence l'expérience,  jusqu’à  ce  qu’il  y ait  coïncidence  parfaite 
dans  les  deux  positions  do  l’instrument. 

On  pourrait  encore  le  régler  en  faisant  mouvoir  le  voyant  de 
lamire,dansla  seconde  opération,  jusqu'à  ce  qu'il  Tût  partagé  par 
le  fil  de  la  pinnule  : voir  de  combien  on  l'a  fait  bouger,  lui  don- 
ner ln  position  moyenne  et  ramener  la  ligne  de  visée  dessus,  à 
l’aide  de  la  vis  V. 

Alidade  nivelalrice.  M.  le  capitaine  du  génie  Livet,  profes- 
seur de  topographie  et  de  géodésie  à l’Ecole  do  Metz,  a imaginé 
une  alidade  qui  a beaucoup  de  rapport  avec  le  clisimètre  de 
Chézy.  C'est  par  ce  motif  que  nous  en  donnons  la  description  ici. 

Celle  alidade  so  compose  d’une  règle  avec  niveau  à bulle  d'air, 
et  deux  pinnulcs  aux  extrémités  Elle  n’est  pas  munie  d'une  lu- 
nette plongeante. 
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L’une  des  pinnules  est  divisée  en  parties  égales  entre  elles,  et 
qui  sont  dans  le  rapport  de  1 à 100  avec  la  portion  de  la  règlo 
comprise  entre  les  deux  pinnules.  La  règle  a 0”,25,  et  les  divi- 
sions ont,  par  conséquent,  O”, 0025. 

Il  est  superflu  d’ajouter  que  la  première  de  ces  divisions  est  de 
niveau  avec  le  petit  trou  percé  dans  l’autre  pinnule  pour  faire 
fonction  d’oculaire. 

Pour  trouver  la  différence  de  niveau  enfro  le  point  de  station 
et  celui  que  l'on  a visé,  on  prend  la  distance  qui  les  sépare,  on  la 
multiplie  par  le  nombre  de  divisions,  et  l’on  sépare  deux  chiffres 
vers  la  droite  du  produit  pour  diviser  par  cent.  Le  résultat  aug-  . 
monté  de  la  hauteur  de  l'instrument  est  la  différence  de  niveau 
cherchée,  si  le  point  visé  est  plu%  élevé.  11  faut  au  contraire  re- 
trancher cette  hauteur,  si  le  point  visé  estplusbasquela  station. 

On  peut  d'ailleurs  éviter  la  hauteur  variable  de  l’instrument, 
en  opérant,  comme  nous  avons  eu  occasion  de  le  dire  ailleurs, 
c’est-à-dire  en  6’établissant  en  un  point  placé  entre  ceux  qu’on 
veut  niveler. 

Il  est  probable  que  cet  instrument,  que  nous  n’avous  pas  eu 
sous  les  yeux  , est  muni,  comme  le  niveau  de  pente  de  Chézy,  des 
pièces  mobiles  nécessaires  pour  régler  l'instrument,  et  pour  don- 
ner à la  ligne  de  visée  l’inclinaison  variable  qui  lui  convient. 

183.  Clisimitre  de  Burnier.  Celui-ci  donne  moins  de  précision 
que  le  précédent  et  que  l'éclimètrc  adapté  à la  boussole  et  dont 
nous  donnerons  bientôt  la  description  : il  a mémo  plus  d'analogie 
avec  ce  dernier,  puisque,  comme  lui,  c’est  l’angle  d’inclinaison 
qu’il  fait  connaître.  Son  avantage  marqué  sur  les  autres  consiste 
9 à pouvoir  être  employé  à la  main  sans  établissement  fixe.  Il  se 
compose  d'une  boîte  rectangulaire  creuse  MNOP  ( fig . 155)  dans 
laquelle  est  adapté  un  arc  de  cercle  gradué  DE.  Son  centre  C 
sert  de  point  do  suspension  à une  aiguille  AB  dont  les  deux  par- 
ties AC, CB  inégales  en  longueur  ont  même  poids.  Cette  aiguille, 
dont  la  pointe  A est  recourbée  de  manière  à venir,  en  avant  de 
l’arc  gradué,  marquer  le  chiffre  auquel  elle  correspond,  a la  pro- 
priété de  rester  horizontale  parce  qu’elle  est  suspendue  par  un 
point  appartenant  à la  perpendiculaire  élevée  par  le  centre  de 
gravité  sur  la  direction  de  l’aiguille,  et  abstraction  faite  des  os- 
cillations que  cause  le  mouvement  de  la  main.  A la  hauteur  du 
" centre  0,  et  sur  untvdcs  faces  de  la  boite,  sont  pratiquées  deux 
échancrures  Vï  qui  servent  de  visières  et  donnent  une  horizon- 
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laie  quand  l’aiguille  marque  zéro.  Cela  posé,  on  conçoit  aisément 
que,  pour  avoir  l’inclinaison  à l'horizon  d'une  ligne  donnée,  il 
suffit  d'incliner  la  boîte  do  manière  que  la  ligne  VY  soit  dans 
cette  direction,  et  do  lire  la  graduation  que  marque  l'aiguillo. 
Pour  éviter  de  noter  si  l’angle  est  d’ascension  ou  de  dépression, 
on  pourrait,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué  ailleurs,  marquer 
100‘  au  lieu  de  zéro,  ce  qui  donnerait  les  distances  zénithales 
ou  compléments  des  angles  à l’horizon.  Si  l'amplitude  de  l’arc 
DE  est  de  60*,  quantité  bien  suffisante,  le  chiffre  extrême  en  1) 
serait  70,  cl  celui  du  point  inférieur  E serait  de  130*. 

L'instrument  aurait  pu  être  construit  de  telle  sorte  que  le  poiut 
C fût  le  milieu  de  l'aiguille,  qui  alors  n’eût  pas  été  renflée  en  B, 
mais  on  aurait  eu  un  arc  de  cercle  de  plus  petit  rayon  et,  consé- 
quemment des  divisions  plus  petites.  Pour  pouvoir,  quand  les 
circonstances  le  permettent,  établir  ce  clisimôtre  sur  un  pied,  il 
porte  une  douille  RS  pivotant  autour  do  la  charnière  S. 

184.  EcLi.Mi-.TRE.  Description,  usage,  vérification  et  rectification 
de  l’instrument.  Registre  d’observations.  Détermination  des  cotes  et 
tables  qui  en  abrègent  le  calcul.  Correction  relative  à la  hauteur 
de  l'instrument. 

L’ôclimètre  employé  dans  les  nivellements  topographiques  s'a- 
dapte à la  boussole  ordinaire.  Il  se  compose  de  deux  arcs  A et  B 
(.pg.  156),  divisés  en  grades  et  demi-grades.  Ils  sont  liés  entre  eux 
par  une  règle  qui  s’appuie  contre  l'une  des  faces  latérales  de  la 
boîte  de  la  boussole,  et  qui  a la  faculté  de  pivoter  autour  d'une 
vis  située  à son  centre  C et  engagée  dans  l’épaisseur  do  cette 
boite.  Sur  la  face  divisée  du  limbe  se  meut  une  lunette  OL  main- 
tenue par  deux  collets  EF, DG  que  porte  l'alidade  I)E.  La  tige  N 
supporte  la  boussole  et  l'ôclimôlre  ; c’est  autour  d'elle  que  s'effec- 
tue le  mouvement  horizontal  qu'imprime  la  main  de  l’observa- 
teur au  moyen  du  large  disque  R. 

La  visMarrêtele  mouvement  du  genou.  Sur  les  faces  opposées 
aux  graduations  est  appliqué  un  niveau  à bulle  d’air.  L'écliinèlre 
porte  ordinairement  trois  vis  de  rappel  ; la  première  sert  à ame- 
ner exactement  la  croisée  des  fils  de  la  lunette  sur  l'objet  visé, 
sans  déranger  le  limbe;  elle  tourne  dans  deux  pinces  K et  H; 
celle-ci  est  maintenue  invariablement  au  plan  de  l'alidade  qui 
porte  les  verniers  ; l'autre  est  fixée  au  plan  du  limbe  ou  le  laisse 
glisser  entre  ses  deux  joues,  suivant  qu'une  vis  non  apparente  sur 
la  ligure  est  serrée  ou  libre.  Dans  ce  dernier  cas,  on  fait  tourner 
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autant  qu'on  le  veut  lu  lunette  autour  de  C pour  approcher  l'axe 
optique  de  la  direction  du  point  de  mire  ; quand  il  en  est  ainsi, 
et  que  l’on  veut  pointer  avec  précision,  on  serre  la  pince  et  l'on 
tourne  la  vis  qui  passe  on  II  et  K à travers  les  deux  pinces.  Dans 
la  cavité  pratiquée  en  K est  placé  un  écrou  que  traverse  la  vis. 
Dans  la  cavité  H roule  son  renflement  sphérique.  La  seconde  vis 
de  rappel  sert  à faire  mouvoir  tout  l’instrument  dans  le  plan  ver- 
tical; son  but  est  de  rendre  le  diamètre  de  départ  des  graduations 
horizontal  en  calant  le  niveau  auquel  il  doit  être  parallèle.  La 
troisième,  placée  à l'une  des  extrémités  du  niveau,  est  employée 
dans  la  rectification  de  l'instrument , pour  rendre  parallèles  le 
niveau  et  la  ligne  0 — 200‘. 

On  a construit,  depuis  quelques  années,  des  éclimèlres  qui  don- 
nent un  plus  grand  degré  d'approximation  que  ceux  que  nous  ve- 
nons de  décrire,  parce  que  le  centre  du  limbe  étant  placé  à l'une 
des  extrémités,  le  rayon  de  courbure  est  double,  et  qu’ainsi  l'on 
peut  diviser  les  grades  en  quatre,  c’est-à-diro  de  25  en  25'.  Nous 
savons  déjà  que  le  vernier  donne  une  approximation  plus  grande 
que  ne  sembleraient  le  comporter  les  divisions  du  limbe.  Celui-ci 
étant  divisé  de  50  en  50',  voyons  ce  que  doit  être  lo  vernier 
pour  obtenir  un  angle  à moins  de  5'  ou  do  2'. 

L'espace  occupé  par  9 divisions  du  limbe  étant  divisé  en  10  par- 
ties sur  le  yernier,  chacune  de  celles-ci  est  d'un  dixième  plus  pe- 
tite que  celles  du  limbe.  La  différence  est  ainsi  du  dixième  de  j 
grade  ; elle  est  donc  de  5',  Si  21  du  limbe  correspondent  à 25  du 
vernier,  la  différence  de  l’une  des  dernières  à l'une  des  autres 
sera  do  jjdc  50'  ou  de  deux  minutes.  Dans  le  nouvel  éclimètre, 
le  vernier  est  ainsi  divisé,  mais  le  limbe  l étant  par  quarts  de 
grades,  l'approximation  est  moindre  qu'une  minute. 

L'instrument  est  muni  de  doux  verniers  : on  conçoit  donc  qu'en 
lisaut  ce  qu’ils  indiquent  l’un  et  l'autre  on  obtient  plus  de  préci- 
sion encore.  Si  tous  deux  ne  correspondent  pas  ensemble  exacte- 
ment à zéro,  on  prend  la  moyenne  des  deux  lectures  que  l’on  re- 
tranche de  la  moyenne  des  nombres  auxquels  ils  correspondent 
quand  l’angle  est  observé. 

L’éclimètrc  étant  destiné  à déterminer  1 angle  que  fait  avec 
l'horizon  une  direction  quelconque,  la  première  opération  h faire 
est  do  caler  le  niveau  au  moyen  du  mouvement  général,  après 
quoi  l’on  amène  la  lunette  sur  le  point  de  mire  -,  l’angle  qu’on  lit 
alors  n'est  exact  qu  autant  que  le  diamètre  du  limbe  qui  poTte  les 
zéros  à scs  extrémités  est  parallèle  au  niveau.  Pour  s'en  assurer. 


ÊtUMfcTRE. 


173 


on  vise  un  objet  d'un  pointé  certéin,  après  avoir  calé  le  niveau, 
puis  on  lit  ce  qu'indiquent  les  verniers.  On  fait  faire  h la  bous- 
sole une  demi-révolution  autour  de  son  axe  vertical,  on  fait  aussi 
décrire  une  demi-circonférence  h l'appareil  de  la  lunette,  de  ma- 
nière à ramener  à soi  l’oculaire  0 ; on  prend  de  nouveau  l’angle, 
et  si  le  niveau  est  réglé,  on  doit  lire  le  mémo  nombre  que  dans  la 
première  opération.  Si  les  deux  lectures  diffèrent,  cela  indique 
que  la  ligne  des  zéros  n’est  pas  parallèle  à l'axe  du  niveau,  et 
que,  dans  la  seconde  opération,  elle  a pris  une  position  symétri- 
que de  celle  qu'elle  occupait  dans  la  première  ; l'angle  du  niveau 
et  du  rayon  visuel  en  est  la  moyenne.  Si  donc  on  amène  le  ver- 
nier  vis-h-vis  le  chiffre  qui  exprime  cette  moyenne  ; si,  ensuite,  on 
rétablit  la  lunette  sur  le  point  de  mire,  h l’aide  du  mouvement 
général,  et  si  enGn,  au  moyen  de  la  vis  de  rappel  du  niveau,  on 
retrouve  dans  ses  repères  la  bulle  qui  avait  été  dérangée  par 
l'effet  du  mouvement  général,  il  en  résultera  que  l'instrument 
est  réglé  : au  surplus,  on  recommence  une  semblable  opération 
pour  en  être  plus  certain.  Nous  répéterons  encore  ici  qu'il  est  pré- 
férable de  placer  le  chiffre  100  au  lieu  de  zéro,  alors  l'instrument 
donne  les  distances  zénithales  et  évite  la  considération  des  angles 
d'ascension  ou  de  dépression. 

L'erreur  de  collimation  est  moins  facile  h trouver  dans  les  écli- 
mèlrcs  dont  nous  avons  parlé  en  dernier  lieu,  puisque  le  retour- 
nement est  impossible.  Voici  le  moyen  qu’il  faut  employer  : 

Soient  a et  a’  les  distances  zénithales  réciproques  observées 
do  deux  points  A et  B (fig.  172)  : soient  <r  et  $'  les  mômes  quan- 
tités corrigées  de  l’erreur  de  collimation  que  nous  désignerons 
par  e et  de  celle  de  réfraction,  qui,  représentée  par  r,  est  égale 
h 0,08  C.  (Voir  le  § 441  du  livre  V.) 

Nous  aurons 

A = / + e — r;  y <=J'  + e — r.  d'OÙ  A + A’  = S +i  '+  if  — 2r  ; 
or  J-f  <r'  = 2l)0+ C donc  A + A’  = Î00  + C-fîf  — îr; 

Tirons-cn  la  valeur  de  r , elle  sera 

r = (00>  — r = — "tA’  — tOO-  — C (t  -0,08)  = 

"3  «T 

\ 4-  A' 

-T,  - 


Pour  connaître  la  valeur  de  l’angle  au  centre  C,  il  sullit  de  se 


TOPOGRAPHIE . 


174 


rappeler  qu’un  grade  sur  la  terre  est  égal  à 100000”,  une  minute 
à 1000”  et  une  seconde  à 10”.  a et  A'  sont  les  lectures  fournies 
par  les  deux  observations  réciproques,  donc  tout  est  connu  dans 
la  formule.  Le  signe  qui  affectera  le  résultat  du  calcul  indiquera 
dans  quel  sens  doit  être  faite  la  correction. 

Il  est  plus  avantageux  de  régler  simultanément  deux  écli- 
inètres,  par  un  procédé  analogue  : les  deux  instruments  étant 
placés  à une  distance  convenable,  on  dirige  l’axe  optique  do  la 
lunette  de  l'un  d'eux  sur  l'objectif  de  celle  de  l'autre,  et  récipro- 
quement, de  manière  que  ce  sont  bien  réellement  deux  distances 
zénithales  réciproques  que  l'on  observe. 

Si  e,  e1  représentent  les  erreurs  de  collimation  des  deux  écli- 
mètres,  on  a A = <f-f«  — r,  A'  = <f'-f-  e'+r 


d’où  «-p«,=  A-f- A'-f-îr  — -J-/'),  e-f  e'  = A + A'— 2C  — 200-f2r 

Connaissant  la  somme  des  deux  erreurs,  on  trouvera  chacune 
d’elles,  si  l’on  connaît  aussi  leur  différence.  Rien  n’est  plus  facilo 
que  de  la  trouver,  puisqu’il  suffit  de  prendre  la  même  distance 
zénithale  avec  les  deux  éclimètres.  Soient  d et  d' les  nombres 
qu’ils  indiquent,  il  est  évident  que  e — e/  = rf— d', 


et  qu’ainsi 


A + A'  — 200  — C-fîr  d-rfi 

2 + î 

A+A'  — Î00  — C + 2r  d-d< 

2 2~ 


M.  le  commandant  Ilossard,  qui  s’occupe  souvent  de  questions 
scientifiques  et  toujours  avec  fruit,  a indiqué,  il  y a quelques 
années,  dans  une  notice  sur  le  nivellement,  une  méthode  qui 
permet  de  régler  un  éclimôlre  du  dernier  modèle,  au  moyen 
d’une  seule  distance  zénithale  et  sans  changer  de  station. 

Voici  comment  il  s'exprime  en  parlant  de  ce  procédé  : 

* « Après  avoir  pris  la  distance  zénithale  d’un  point,  l’observa- 

« teur  fait  exécuter  à l’instrument  une  demi-révolution  zéni- 
« thaïe,  de  manière  à ce  que  l'oculaire  soit  du  côté  de  l’objet  : 
a puis,  plaçant  l'œil  à environ  un  mètre  ou  un  demi-mètre  en 
a arrière  de  l’objectif,  afin  d’apercevoir  l’image  des  fils  dans  le 
« cercle  de  cet  objectif,  il  lui  est  facile,  tout  en  maintenant  la 
« bulle  du  niveau  dans  ses  repères,  d’amener  l'objet,  vu  h l’œil 
« nu,  presqu’en  contact  avec  le  corde  extérieur  de  la  lunette 
« et  sur  le  prolongement  de  la  génératrice  latérale,  de  telle  sorte 
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« que  le  point  de  mire  soit  aussi  bien  que  possible  sur  l'horizon- 
« taie  passant  par  le  point  d’intersection  des  fils  ; puis,  dans  cet 
« état,  il  fait  une  seconde  lecture.  Si  l’instrument  n’était  affecté 
u d'aucune  erreur,  la  somme  des  deux  distances  zénithales  don- 

« nerait  200*,  et  l’erreur  de  collimation  serait  dans  tous  les  cas, 

• 

A+ A’—  200* 

' 2 

« Pour  se  convaincre  de  la  vérité  théorique  de  cette  méthode,  il 
« suffit  de  se  rappeler  que  le  réticule  étant  placé  au  foyer  prin- 
« cipal  de  l’objectif,  les  rayons  lumineux  émis  par  leur  point 
« d'intersection  sortiront  do  cet  objectif  parallèlement  à l’axe 
« optique  de  la  lunette,  et  que  par  conséquent  l'image  de  la 
« croisée  des  fils  sera  toujours  vue  par  l'œil  dans  une  direction 
« parallèle  à celle  suivant  laquelle  on  la  verrait  par  l'oculaire 
« L'exactitude,  dans  la  pratique,  dépend  du  degré  d'apprécia- 
« lion'que  peut  apporter  l’observateur  opérant  à œil  nu.  Si  fe 
« point  de  mire  est  bien  tranché,  il  est  probable  que  l’erreur 
« commise  sur  la  valeur  de  la  collimation  no  dépassera  pas  deux 
« minutes  centésimales  : ce  qui  suppose  un  observateur  capable 
« d'apprécier  quatre  minutes. 

« Si  l’objet  se  projette  en  terre  ou  près  de  l’horizon,  il  faut 
« coller  un  petit  papier  sur  l’œilleton  de  la  lunette,  afin  que 
« l'image  du  réticule  se  dessine  sur  un  fond  blanc. 

« Pour  ces  observations,  il  est  bon  que  la  monture  del’objec- 
« tif  n'ait  pas  un  diamètre  plus  grand  que  celui  de  la  lunette, 
« ou  du  moins  que  la  saillie  soit  limée  à Heur  de  ce  tube  du  côté 
u où  doit  venir  s'appliquer  l'image  directe  de  l'objet.  » 

Quelle  que  soit  la  forme  de  l'éclimètre,  l'observation  étant 
faite,  pour  lire  l'angle  mesuré,  on  compte  le  nombre  de  grades 
et  de  demi-grades  compris  entre  les  zéros  du  limbe  et  du  vernier. 
Dans  la  fg.  173,  nous  trouvons  2\50'  plus  une  petite  quantité  a. 
qu'il  faut  apprécier.  Pour  cela,  on  suit  de  l'œil  les  divisions  du 
vernier  jusqu'à  celle  qui  coïncide  avec  une  du  limbe  : ici,  c'est 
la  sixième.  Il  est  évident  qu'alors  <*  = 12'  si  le  vernier  est  divisé 
en  25,  car  la  sixième  coïncidant,  la  cinquième  diffère  de  2',  la 
quatrième  de  1,  la  troisième  de.  6,  la  seconde  de  8,  la  première 
de  10,  et  enfin,  comme  nous  l’annoncions,  celle  cotée  zéro  est  en 
avance  de  12’.  Quand  on  a recueilli  tous  les  angles  et  que  l'ofl 
connaît  les  distances  horizontales,  on  trouve  les  différences  do 
niveau  au  moyen  do  la  formule  dN  = K colang.  t que  l'on  cal- 
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cule  par  logarithmes,  ou  plus  sim])lcmenl  avec  (Tes  tables  a dou 
ble  entrée  dont  les  arguments  sont  K et  j.  La  hauteur  de  l’in- 
strument entraîne  une  correction  qui  varie  de  signe  suivant  que 
l'observation  se  fait  au  point  dont  la  cote  est  connue,  ou  à celui 
quo  l’on  vout  déterminer,  et  cela  indépendamment  de  l’ampli- 
tude de  f.  La  hauteur  de  l’instrument  s’ajoute  au  résultat  du 
calcul  dans  le  premier  cas,  et  s'en  retranche  dans  le  second. 

Pour  recueillir  les  observations  avec  méthode,  on  peut  modi-  • 
fier  le  registre  indiqué  au  § 1G8,  et  le  composer  de  sept  colonnes: 
dans  la  première,  on  désigne  la  station  ; l’angle  observé  dans  la 
deuxième;  la  troisième  contient  les  noms  des  points  visés,  et  la 
quatrième  la  distance  horizontale  -,  on  inscrit  les  angles  à l’hori- 
zon ou  au  zénith,  dans  la  colonne  suivante;  si  l’on  emploie  les 
ascensions  et  dépressions,  il  faut  consacrer  les  cinquième  et 
sixième  colonnes  à leur  inscription;  enfin,  la  dernière  est  destinéo 
h recueillir  les  remarques  que  l’on  peut  avoir  h faire. 

185.  Problèmes  de  nivellement.  L’objet  du  nivellement  réduit  à 
son  terme  le  plus  simple,  comme  nous  l’avons  dit,  est  do  trouver 
la  différence  de  niveau  entre  deux  points.  Lorsque  l’on  peut  arri- 
ver à ce  résultat  au  moyen  d’une  seule  station,  le  nivellement  est 
simple;  il  est  dit  composé  dans  le  cas  contraire.  En  n’employant 
d’abord  que  les  instruments  qui  donnent  seulement  la  ligne  du 
niveau  apparent,  supposons  que  l’on  veuille  trouver  la  différence 
de  niveau  des  deux  points  A et  B (fig.  157).  On  établit  l’instru- 
ment en  S à peu  près  au  milieu  do  AB  pour  éviter  les  corrections 
relatives  h la  différence  du  niveau  vrai  au  niveau  apparent  et  à 
la  réfraction  ; on  fait  porter  lu  mire  successivement  en  A et  en  B ; 
on  lit  les  chiffres  correspondant  aux  deux  positions  de  la  mire,  et 
l’on  a,  en  les  désignant  par  a et  /3 , </N  a — Ê. 

Si  l’on  ne  peut  se  placer  entre  les  points  et  6i  les  distances  sont 
grandes,  la  nouvelle  position  de  s I fig.  159)  exige  que  l’on  tienne 
compte  des  corrections  ci-dessus  mentionnées  § 1G5. 

Si  le  poii^t  le  plus  élevé  A était  accessible,  on  s’y  placerait  en 
ayant  encore  égard  à ces  corrections  [fig.  171). 


186.  Lever  le  profil  d'un  terrain , c’est  chercher  les  différences 
de  niveau  des  divers  points  de  l'intersection  «le  ce  terrain  avec 
une  surface  cylindrique  h base  quelconque.  Si  les  points  h nive- 
ler ne  sont  pas  désignés  d’avance,  et  si  le  terrain  n’est  que  légè- 
ment  ondulé,  on  prendra  les  distances  ac,rd,de,  etc.,  égales  entre 
elles,  et  l’on  fera  placer  la  mire  en  A,  C,  0,  etc.  (fig.  160).  On 
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fera  un  croquis,  comme  l’indique  la  figure,  et  l’on  inscrira  les 
longueurs  trouvées  de  \a,Cc,  etc.  Si  l’on  n’a  pas  pu  prendre  égales 
les  quantités  ac,cd,  etc.,  on  les  porte  telles  qu’on  les  a trouvées. 
Il  est  nécessaire  de  relever  aussi  la  projection  du  profil  lorsqu’il 
n'est  pas  situé  dans  un  môme  plan  vertical.  Souvent,  lorsque  les 
différences  de  niveau  sont  trop  peu  sensibles,  on  emploie,  en  les 
rapportant  sur  le  papier,  pour  les  hauteurs,  une  échelle  double, 
triple,  quelquefois  décuple  de  celle  adoptée  pour  les  distances 
horizontales. 

187.  Nivellement  composé.  Si  l'opération  n'a  pas  pu  se  faire 
d'une  seule  station  et  si  rien  ne  précise  à l’avance  les  points  du 
profil  dont  il  faut  trouver  les  cotes,  on  fait  placer  la  mire  aux 
endroits  qui  sont  propres  à faire  mieux  sentir  Jes  inflexions,  et 
l’on  stationne  en  des  positions  intermédiaires. 

Soient  A, B,C,D,  etc.  (fig.  161),  ces  points,  et  S, S’, S",  etc., 
les  différentes  stations  : à chacune  d’elles  on  donne  un  coup  de 
niveau  d’arrière  et  un  d’avant,  de  manière  que,  sur  chacune  des 
verticales  de  B,C,  etc.,  il  y aura  deux  coups  de  niveau  qui  lieront 
les  opérations  faites  aux  différentes  stations. 

On  tracera  le  profil  sur  le  papier  {fig.  162),  en  portant  sur  l’ho- 
rizontale af,  les  projections  ab, bc, cd,  etc.,  réduites  à l’échelle,  des 
portions  AB,BC,  etc.,  du  profil  ; on  abaissera  les  verticales  A a, 
B£>,  Ce,  etc.,  et  l’on  inscrira  à droite  de  chacune  d'elles  la  cote 
d'arrière  correspondante  et  à gauche  la  cote  d’avant  : on  fera  sé- 
parément les  deux  sommes  dont  la  différence  sera  précisément 
celle  de  niveau  des  points  extrêmes.  En  effet,  considérant  les 
quatre  premiers  points  A,B,C,D,  la  différence  entre  A et  D sera 
AO  — Am  -4- no  — mn.  Mais  A m = a — |S  ; no=an — ; mn=z 

B' — a',  en  désignant  par  a,*',*'  ’ les  coups  de  niveau  d’arrière, 
et  par  fï,  P"  ceux  d’avant;  il  viendradonc,  comme  nous  l’avons 
annoncé,  en  substituant 

AO  ou  dN  = (a-,e)-H“’’-é'0-(ô,-a')  = <*  + a'+a,')-(/S+/5'-M'') 

; 

Si  le  nivellement  est  un  peu  long,  on  ne  pourra  bien  compter  sur 
son  exactitude  qu’après  avoir  répété  l’opération,  la  première  fois 
de  A en  E,  la  seconde  de  E en  A. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  points  soumis 
au  nivellement  étaient  situés  au-dessous  du  plan  horizontal  fourn  i 
par  le  liquide  de  l'instrument.  Il  peut  arriver  pour  quelques-uns 
d'entro  eux,  dans  des  circonstances  très-rares  à la  vérité,  qu’il 
n'en  soit  pas  ainsi.  Supposons  que  dans  le  profil  h suivre  se  ren- 

23 
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contre  un  mur  de  terrasse  BC  ( fig . 163).  La  différence  de  niveau 
entre  les  points  A et  B sera,  comme  précédemment,  la  différence 
des  deux  coups  de  niveau  donnés  en  S;  mais  pour  comparer  B 
et  D,  on  voit  que  ce  sera  la  somme  des  deux  lectures  qu’il  faudra, 
prendre.  On  peut  déduire  de  là  cette  règle,  que  dans  le  cas  géné- 
ral a,  <>■',  etc.,  p,  P',  etc.,  qui  servent  'a  déterminer  rfN,  doivent 
être  considérés  comme  do  même  signe,  et  qu’il  faut  affecter  de 
signes  contraires  les  coups  de  niveau  d’avant  et  d’arrière  d une 
station,  quand  les  deux  points  visés  no  sont  pas  placés  du  même 
côté  par  rapport  à la  surface  de  niveau  de  l’instrument. 

188.  On  voit  1»  l’inspection  de  la  fig.  161  quo  tous  les  points 
du  nivellement  sont  rapportés  deux  à deux  à des  plans  différents. 

11  est  souvent  plus  commode  tle  les  rapporter  tous  au  même,  afin 
de  connaître  immédiatement  la  différence  de  niveau  de  deux  quel- 
conques d’entre  eux.  Pour  cela,  on  imagine  un  plan  général  de 
comparaison  situé  au-dessus  ou  au-dessous  du  profil  d’une  quan- 
tité assez  grande  pour  qu’il  ne  le  coupe  pas.  Sa  position  est  dé- 
terminée par  la  distance  arbitraire  à laquelle  on  le  suppose  situé 
par  rapport  à un  point  quelconque  du  profil,  au  point  de  départ 
A,  par  exemple  (fig.  161).  Aa,Bè',Cc',  etc,,  B6,Cc,  etc.,  sont  les 
cotes  obtenues  par  les  coups  de  niveau  d’arrière  et  d’avant  ; c’est 
ce  que  précédemment  nous  avions  désigné  par  a,  a',p,|}',ctc.  On 
retranche  Aa  de  la  cote  do  départ,  si  le  plan 'est  au-dessus  et  la 
différence  est  la  cote  du  plan  ab  du  liquide  pour  la  station  S : en 
y ajoutant  B b,  on  a colle  do  B ; puis  do  celle-ci,  retranchant  B b', 
on  obtient  celle  du  second  plan  particulier  b'c  appartenant  à la 
seconde  position  S'  de  l'instrument.  Celle  deC  s'en  conclut  en  y 
ajoutant  Ce,  et  ainsi  de  suite.  Nous  rendrons  cela  plus  clair  en 
donnant  la  forme  du  registre  dans  lequel  on  fait  les  calculs,  et  en 
y insérant  un  exemple,  après  toutefois  avoir  fait  remarquer  qu'il 
ne  suffit  pas  toujours  de  connaître  uniquement  le  nivellement  de 
la  sinuosité  du  terrain  quo  suit  le  profil  : souvent  il  est  très  im  - 
portant,  comme  dans  les  tracés  de  roules,  canaux,  aqueducs,  etc., 
de  savoir  comment  se  comporte  le  terrain  à droite  et  à gauche  de  • 
l’axe  de  nivellement.  Pour  y parvenir,  on  fait  des  nivellements 
en  travers  : ainsi,  par  exemple,  si  A,B,C,D  (fig.  161) , sont  des 
stations  de  l’instrument  appartenant  au  nivellement  en  long,  il 
pourra  être  nécessaire  d’y  rattacher  les  nivellements  en  travers 
FEBGH.MLCRI.  Ceux-ci  s’exécutent,  comme  nous  l’avons  déjà 
dit,  et  se  rattachent  à l'opération  principale  par  les  cotes  B cl  C. 

189.  Le  registre  de  nivellement  peut  se  mettre  sous  la  forme  - 
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indiquée  par  la  fig.  165  : il  sc  compose  de  six  colonnes.  Dans  la 
première  s’inscrivent  les  stations  de  l'inslrument  : on  les  désigne 
quelquefois  par  la  suite  des  nombres  naturels  écrits  en  chiffres 
romains  : nous  les  avons  exprimés  par  S, S',  etc.  ; au  surplus,  la 
notation  est  chose  fort  indifférente,  le  point  essentiel,  c’est  l’ordre 
et  la  clarté.  Dans  la  seconde  colonne,  on  inscrit  la  désignation 
des  points  sur  lesquels  on  donne  des  coups  de  niveau  : on  ajoute 
parfois  quelque  indice  h la  notation  du  point  de  repère  commun 
à deux  stations  pour  le  faire  plus  aisément  reconnaître.  Ici,  la 
môme  lettre  reproduite  aux  deux  stations  ne  nous  parait  laisser 
aucun  doute.  En  inscrivant  plus  de  deux  points  pour  chaque  sta- 
tion, nous  avons  supposé  qu’à  chacune  d’elles  on  avait  déterminé 
les  cotes  de  quelques  points  en  dehors  de  la  ligne  que  l’on  par- 
court. La  troisième  colonne  contient  les  lectures  faites  sur  la  mire. 
La  plupart  des  chiffres  que  nous  y avons  insérés  indiquent  des 
longueurs  plus  grandes  que  les  mires  usitées,  mais  il  ne  s'agit  ici 
que  de  donner  un  type  de  calcul.  Dans  la  quatrième,  on  écrit  les 
cotes  qui  marquent  à quelle  distance  du  plan  général  do  compa- 
raison est  située  la  surface  du  liquide  de  l’inslrument  dans  cha- 
cune de  ses  positions  particulières.  La  cinquième  est  consacrée  h 
l’inscription  des  cotes  définitives  des  points  nivelés.  On  voit  que 
dans  l’exemple  de  la  fig.  165,  nous  avons  supposé  quo  le  plan  de 
comparaison  ôtait  à 100“  au-dessous  du  6ol  en  A.  Ce  sera,  si  l’on 
veut,  la  surface  dus  eaux  moyennes  de  la  mer,  adoptée  pour  plan 
général  de  comparaison  dans  les  travaux  de  la  nouvelle  Carte  de 
France.  Enfin,  la  sixième  et  dernière  colonne  est  destinée  aux 
remarques  que  croit  devoir  y placer  l’opérateur,  pour  l'intelli- 
gence de  ses  travaux. 

On  conçoit  aisément  que  la  marche  que  nous  venons  d’indi- 
quer n’est  pas  absolue:  nous  plaçons  ci-dessous  un  exemple  des 
dispositions  adoptées  par  le  Corps  des  ponts  et  chaussées  et  par 
l’École  d’application  do  Metz.  Dans  l’un  et  l'aulre,  le  plan  géné- 
ral de  comparaison  est  pris  au-dessus  du  terrain. 

Ponts  et  chaussées. 


Colc  du  point  1 200" ,000 

Coup  d’arrière — o ,655 

Cote  du  plan  de  nivellement  de  l'instrument.  . ....  409  343 

Coup  d'avant -f.  2 ,115 

Colc  du  point  2 201  ,460 

Coup  d'arrière o ’.52i 

* • 

Cote  du  deuiième  plan  de  uiveau 200  ,936 

Cote  d’avaut * -f  2 ,087 

Cote  du  point  3 203  ,023’ 
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200%000 
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• 
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201  ,460 

0 ,531 

t 

\ ,563 

• 

i ,087 

203  ,023 

0 ,773 

0 ,957 

» 

4 

« ,739 

203  ,980 

mm 

3 ,343 

• 

1 ,673 

H 

0 ,667 

H 

202  ,305 

190.  Les  clisimètres,  en  tête  desquels  nous  pouvons  placer 
celui  de  Chézy,  sont  généralement  employés  à trouver  l’incli- 
naison du  terrain  ou  à lui  en  assigner  une. 

Pour  tracer  sur  le  terrain  une  ligne  d'une  inclinaison  donnée, 
on  se  transporte  au  point  de  départ  A [fig.  166  et  167),  établis- 
sant dans  sa  verticale  le  trou  de  la  petite  pinnule  (nous  suppo- 
sons qu’on  emploie  le  clisimètre  de  Chézy).  On  place  l’index  de 
la  grande  pinnule  sur  la  division  qui  indique  la  pente  demandée  : 
on  fait  placer  en  avant  un  jalon  de  la  hauteur  du  trou  de  la  petite 
pinnule  au-dessus  du  sol,  puis  on  le  fait  porter  d’un  côté  et  d’au- 
tre, jusqu'à  ce  qu’après  plusieurs  tâtonnements,  la  ligne  de  visée 
passe  par  le  milieu  du  voyant.  Le  pied  B du  jalon  est  un  point  du 
terrain  appartenant  à la  direction  cherchée.  Si  l'on  doit  opérer 
dans  un  alignement  donné,  on  fait  hausser  ou  baisser  le  voyant 
jusqu’à  ce  qu’il  affleure  la  ligne  de  visée,  et  la  quantité  dont  il 
aura  fallu  lever  ou  baisser  par  rapport  à sa  première  position, 
indiquera  la  hauteur  ou  la  profondeur  du  remblai  ou  du  déblai. 

S’il  s'agit  de  mesurer  la  pente  du  terrain  dans  uno  direction  as- 
signée, on  prend  encore  une  mire  de  la  hauteur  de  l'instrument  ; 
on  le  fait  porter  dans  ta  direction  à une  distance  qui  permette  de 
bien  distinguer  la  ligne  du  voyant;  on  fait  glisser  dans  son  châs- 
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sis  la  grande  pinnule  mobile,  jusqu’à  ce  que  la  ligne  de  visèecoupe 
en  deux  le  voyant.  Le  chiffre  auquel  correspond  alors  l’index 
exprime  quelle  est  la  pente  du  terrain.  Il  est  évident  que  l’on 
emploie  l’oculaire  de  la  petite  ou  de  la  grande  pinnule,  suivant 
que  le  point  visé  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  niveau  de  l’ob- 
servateur. 

191.  Des  sondes.  Un  nivellement,  pour  être  complet,  doit  em- 
brasser aussi  les  cotes  du  terrain  couvert  par  les  eaux.  C’est  au  - 
moyen  de  sondes  que  l’on  se  procure  ces  cotes. 

Si  les  eaux  sont  stagnantes,  il  suffit  d’avoir  les  cotes  relative- 
ment à leur  niveau  supposé  connu.  Si  l’eau  est  guéable,  un  homme 
entre  dedans  et  sonde  avec  une  mire  graduée  ; on  détermine  par 
recoupement  les  différentes  positions  qu’il  occupe,  de  deux  points 
connus  du  rivage.  Si  l’eau  est  trop  profonde,  on  se  sert  d’une 
barque  et  d’une  sonde,  c’est-à-dire  d’un  cordeau  à l'extrémité 
duquel  est  suspendu  un  poids.  Les  points  de  sonde  sont,  comme 
dans  le  cas  précédent,  déterminés  par  deux  observations  simul- 
tanées. Si  les  deux  observateurs  sont  dépourvus  d’instruments, 
ils  emploient  la  méthode  des  alignements. 

Supposons  connus  les  points  A,D(G,E,C,I  ( fig . 168).  Le  pre-  • 
mier  observateur  pourra,  partant  de  A,  se  diriger  sur  D et  s’arrê- 
ter eu  B au  moment  où  il  sera  sur  l’alignement  du  canot  en  S et 
d'un  point  connu  C : la  distance  AB  étant  mesurée,  on  pourra 
tracer  la  projection  de  BC  sur  le  plan.  Le  second  observateur  mar- 
chant de  G en  E s'arrêtera  de  même  quand  il  sera  parvenu  en  H 
sur  l’alignement  SI  qui,  reporté  sur  le  papier,  donnera  par  son 
intersectioii  avec  BC,  la  position  du  canot,  et  par  conséquent  le 
point  où  la  cote  doit  être  inscrite. 

Si  la  surface  des  eaux  à sonder  est  peu  spacieuse  ou  peu  large, 
on  tend,  d’ün  bord  ù l’autre,  une  corde  dans  des  directions  con- 
nues. Cette  corde  peut  être  graduée,  et,  dans  ce  cas,  on  fait 
couler  la  sonde  à chaque  division.  Par  ce  moyen,  on  peut 
obtenir  une  connaissance  parfaite  des  formes  du  terrain  sub- 
mergé. 

C'est  surtout  aux  approches  des  côtes  qu'il  est  essentiel  de  con- 
naître la  profondeur  de  la  mer  et  la  nature  du  fond  ; c’est  encore 
au  moyen  des  sondes  que  l'on  y parvient, 

L’instrument  employé  à cet  usage  est  composé  du  plomb  et  de 
la  ligne.  Le  plomb  de  soude  est  une  pyramide  tronquée  {fig.  169), 
à la  base  de  laquelle  on  pratique  un  creux  de  O1”, 05  environ  ife 
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profondeur  pour  y mettre  du  suif.  A la  base  supérieure  est  fixé 
un  crochet  auquel  on  attache  la  ligne  qui  a ordinairement  200°* 
de  longueur.  Le  plomb  du  sonde  pèse  do  5 à 100  livres.  Le  suif 
est  destiné  h prendre  l’empreinte  des  roches,  à retenir  du  sable 
ou  de  la  vase,  et  à faire  ainsi  connaître  la  nature  du  fond.  Pour 
avoir  sur  le  plan  les  positions  du  canot,  on  peut  prendre,  au 
moyen  de  la  boussole  à réflexion  ou  de  celle  do  Burnier,  les  an- 
gles que  forment  entre  eux  deux  ou  trois  objets  situés  sur  le  ri- 
vage. Les  oscillations  qu'éprouve  ordinairement  l'embarcation 
rendent  cette  méthode  plus  sûre. 

On  obtient  plus  do  précision  par  les  opérations  simultanées 
faites  par  deux  personnes  à terre,  et  qui,  à un  signal  donné  par 
celui  qui  opère  dans  la  harquo , dirigent  chacune  un  rayon 
visuel  sur  un  point  de  mire  tel  qu’un  drapeau.  Ici  encore,  il  est 
assez  difficile  de  saisir  l’instant  précis  du  signal,  et  d'ailleurs,  il 
faudrait  trois  observateurs  pour  qu'il  y eût  vérification. 

Une  autre  méthode,  préférable  encore,  consiste  en  ce  qu’un 
observateur  soit  embarqué,  muni  de  trois  instruments  à réflexion, 
trois  sextants  par  exemple.  A l'instant  oüle  plomb  de  sonde  prend 
terre,  il  observe,  avec  l’un  des  instruments,  l’angle  entre  deux 
points  connus  de  la  côte  sans  s’occuper  de  le  lire;  il  observe  rapi- 
dement avec  un  autre  sextant  l'angle  entre  l’un  de  ces  points  et 
un  troisième  également  connu  ; le  dernier  instrument  est,  de  la 
mémo  manière,  employé  par  lui  h mesurer  le  troisième  angle 
que  fournissent  les  trois  points  visés  et  combinés  deux  h deux. 
C’est  alors  seulement  quo  l'observateur  lit  les  angles  et  construit 
la  position  au  moyen  des  segments  capables.  Si,  comme  il  peut 
arriver,  les  deux  circonférences  se  coupaient  sous  on  angle  très- 
aigu,  il  devrait  se  rappeler  que  la  ligne  qui  unit  les  deux  centres 
est  perpendiculaire  à la  corde  commune  aux  deux  circonférences 
et  la  partage  en  deux  parties  égales. 

Les  sondes  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  celles  quo  l'on  inscrit 
sur  les  cartes  hydrographiques,  puisque  la  mer  variant  sans  cesse 
de  hauteur,  il  ne  peut  exister  d’ensemble  entre  les  operations 
faites  à des  instants  différents.  On  les  ramène  à la  surface  do 
basse  mer  aux  équinoxes.  Pour  opérer  cette  réduction,  il  faut 
connaître  de  combien  la  mer  était  élevée  au-dessus  de  ce  niveau 
au  jour  et  à l’heure  auxquels  on  a sondé.  On  fait  usage  pour  cela 
de  l'échelle  des  marées  ; c'est  un  long  madrier  disposé  verticale- 
ment h l’entrée  des  ports,  sur  lequel  est  tracé  le  niveau  do  la 
basse  mer  des  équinoxes  et  son  élévation  successive  de  quart 
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d'heure  en  quart  d’heure,  en  sorte  qu'en  notant  l'heure  précise 
h laquelle  on  a mesuré  chaque  sonde,  on  aura  de  suite  par  l’é- 
chelle la  plus  voisine  du  lieu  de  l’opération  la  quantité  qu'il  faut 
ajouter.  Quand  on  n’est  pas  à portée  d’une  telle  échelle,  on  en 
fait  élever  une  provisoire  sur  le  rivage;  on  y trace  les  hauteurs 
do  la  mer  de  15  en  15  minutes,  on  rapporte  les  sondes  mesurées 
au  point  le  plus  bas  de  cette  échelle,  et  plus  tard,  on  tient  compte 
do  la  différence  de  hauteur  de  ce  terme  de  comparaison  h l’é- 
chelle des  marées  la  plus  voisiner.  Si  l’on  n’a  pas  de  goniomètre 
à sa  disposition,  on  pourra  encoro  déterminer  d'une  manière  ap- 
prochée les  stations  par  alignement,  connaissant  d'avance  la 
position  de  quelquo  point  remarquable  en  mer,  comme  uno 
pointe  do  roc,hno  balise,  un  fort,  etc.  On  s'y  transportera,  puis 
on  avancera  vers  un  point  déterminé  do  la  côte,  en  comptant 
les  distances  entre  les  stations  au  moyen  du  loch.  , 

Si  l’on  voulait  que  les  sondes  du  littoral  de  la  France  fussent 
d'accord  avec  celles  inscrites  sur  la  nouvelle  carte,  c’est-à-dire 
rapportées  au  même  plan  général  de  comparaison,  le  niveau 
moyen  de  la  mer,  il  faudrait  se  rappeler  que  ce  niveau,  constant 
pour  chaque  jour  do  l’année,  est  précisément  la  moyenne  entre 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  élévation  quotidienne,  quels 
que  soient  les  heures  do  haute  et  basse  mer,  l'établissement  du 
port  qui  varie  d'un  lieu  à un  autre  en  raison  des  circonstances 
locales,  etc. 

Les  sondes,  dans  les  cours  d'eau,  sont  de  la  plus  grande  utilité, 
soit  pour  reconnaître  les  gués,  soit  pour  calculer  le  volume 
d'eau,  etc.  Pour  bien  connaître  le  fond  d’une  rivière,  on  pratique 
un  nivellement  longitudinal  et  des  nivellements  transversaux.  Le 
premier  se  fait  suivant  l’axe  de  la  rivière,  c’est-à-dire  suivant  la 
ligne  qui  est  toujours  à égale  distance  des  deux  rives  : ces  distan- 
ces se  comptent  et  les  profils  transversaux  se  font  sur  les  normales 
à la  ligne  milieu. 

Si  AB, AC  [fig.  170),  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  rives,  l'angle  de  ces  droites  sera  le  même  que  celui  des  bords 
de  la  rivière.  Soit  a cet  angle,  la  normale  à l'axe  fera  avec  chacune 

a 

des  lignes  AB, AC,  un  angle  s.  Faisant  donc  en  A un  angle  égal  à 

“ • 

5( 

100 — j avec  le  rivage,  on  aura  la  direction  du  profil  .transversal 

dont  le  point  milieu  appartiendra  au  profil  longitudinal.  Ce  que 
nous  disons  pour  deux  rives  en  ligne  droite  s’applique  également 
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à celles  qui  sont  curvilignes,  en  les  décomposant  en  petits  côtés 
sensiblement  rectilignes. 

Pour  exécuter  le  profil  transversal,  on  tend  une  corde  graduée 
de  A en  B et  l’on  sonde  à chacune  de  ses  divisions.  Afin  d’éviter 
autant  que  possible  l’erreur  due  U la  flexion  de  la  corde,  on  sus- 
pend de  forts  poids  h ses  extrémités  ou  l’on  emploie  un  treuil,  si 
faire  se  peut.  On  abandonne  ce  moyen  pour  l’un  de  ceux  indiqués 
précédemment,  si  le  cours  d’eau  est  trop  large. 

Comme  la  ligne  peut  être  entraînée  par  le  courant  et  éprou- 
ver une  courbure  qui  donne  une  indication  trop  grande,  il  est 
bonde  calculer  la  verticalo  ( fig . 171)  au  moyen  de  la  proportion 

AB  : AC  ! : AD  ; AE  d'où  AE=^‘ 

Ad 

CHAPITRE  X. 

NIVELLEMENT  TOPOGRAPHIQUE  ET  FIGURÉ  DU  TERRAIN. 

192.  Nous  avons  dit  précédemment  que  la  description  com- 
plète du  terrain  se  composait  de  deux  parties  bien  distinctes  : la 
projection  horizontale,  la  pianimétrio  ou  la  levée  et  la  détermi- 
nation des  ordonnées  verticales  de  tous  les  points,  ou  le  figuré. 
L’objet  du  nivellement  topographique  est  de  soumettre  à des  rè- 
gles géométriques  ce  figuré  qui  jadis  s'exécutait  d’une  manière 
tout  à fait  arbitraire  et  tenant  plus  ou  moins  du  dessin  d'imita- 
tion. 

C’est  ainsi  que,  dans  les  cartes  anciennes,  et  dans  quelques-unes 
même  d'une  date  plus  récente,  les  mouvements  de  terrain  étaient 
figurés  par  un  rabattement  sur  le  plan  horizontal  ou  par  une  es- 
pèce de  perspective  qu’on  appelait  perspective  cavalière.  Plus  tard, 
on  abandonna  ce  procédé,  qui  avait,  entre  autres  inconvénients 
graves,  celui  de  cacher  une  grande  partie  des  détails  du  plan,  et 
l’on  exprima  la  projection  horizontale  des  formes  par  le  moyen 
de  hachures  qui  indiquaient  à peu  près  le  sens  des  pentes,  mais 
elles  n’étaient  astreintes  à aucune  loi,  ni  pour  leur  longueur,  ni 
pour  leur  grosseur,  ni  même  pour  leur  direction. 

On  se  servait  seulement  comme  auxiliaires  des  moyens  qu'of- 
frent les  oppositions  de  l'ombre  et  de  la  lumière  dans  la  nature 
ainsi  l'on  supposait  le  terrain  à représenter  éclairé  par  un  faisceau 
de  rayons  lumineux  parallèles  faisant  avec  l’horizon  un  angle  de 
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50*,  et  venant  du  nord-ouest.  Cette  convention  fournissait  des  ef- 
fets variés  qui  faisaient  apprécier,  jusqu'à  un  certain  point,  les 
relations  de  hauteur  entre  les  sommités  les  plus  prononcées,  et 
dans  les  cartes  minutes,  le  travail  du  lavis  venait  au  secours  des 
hachures  tracées  préalablement.  A mesure  que  la  topographie 
faisait  des  progrès,  on  cherchait  à rectifier  l’exécution  de  ces  ha- 
chures et  à les  astreindre  à certaines  conventions.  On  a üni  par 
les  définir  rigoureusement  sous  te  nom  de  lignes  de  plus  grande 
pente  et  enfin  par  les  combiner  avec  les  courbes  horizontales. 

193.  Si  l'on  prétendait  calculer  les  cotes  de  tous  les  points  ou 
obtenir  directement  tous  les  points  de  courbes  extrêmement  rap- 
prochées, l'opération  serait  impraticable  j on  se  contente  d’un 
certain  nombre  qui  sert  à conclure  les  autres.  Si  donc  on  conçoit 
le  terrain  à représenter  coupé  par  une  série  de  plans  horizontaux 
équidistants  et  assez  rapprochés  pour  que,  d'une  tranche  à l’au- 
* tre,  la  ligne  droite  la  plus  courte  que  l’on  puisse  mener  par  un 
point  donné,  jusqu'aux  deux  sections,  puisse  être  considérée  comme 
se  confondant  avec  la  surface,  il  est  facile  de  voir  tjuo  l'on  pour- 
ra conclure  la  hauteur  verticale  d’un  point  quelconque  M {fiy. 
174),  de  celles  des  deux  tranches  qui  le  comprennent,  car  si  l’on 
rabat  le  triangle  ABB'  formé  par  la  ligne  de  plus  grande  pente 
AB',  par  sa  projection  AB  et  par  l’équidistance  BB'  des  plans  cou- 
pants, le  point  M se  rabattra  en  M'  et  sa  cote  serait  évidemment 
celle  du  plan  inférieur  augmentéedeMM'  qui  est  égale  à l'équidi- 

AM'  AM 

stance  BB'  multipliée  par  ou  par  jg. . 

Le  problème  sera  donc  ramené  à obtenir  sur  le  plan  les  pro- 
jections des  sections  horizontales  du  terrain.  Pour  cela,  on  cal- 
culera sur  deux  bases,  s’il  est  possible,  les  différences  de  ni- 
veau d’autant  de  points  qu’on  pourra,  puis  on  ira  de  l’un  à l’autre 
en  nivelant  lesprofilsAB,BC,  etc.  [fig.  175), et  marquant  sur  l’axe 
du  nivellement  les  points  de  passage  des  courbes  dont  on  a assi- 
gné d’avance  l’équidist&nce,  on  repartira  de  ces  points  et  l'on  ira 
d’un  profil  AB  à un  autre  AE  en  nivelant  chaque  courbe  en  par- 
ticulier. 

Celte  méthode  excessivement  longue  et  pénible  ne  peut  être 
employée  que  dans  un  espace  de  terrain  très-resserré  et  pour  des 
plans  spéciaux  destinés  à recevoir  des  projets  de  travaux  parti- 
culiers et  levés  à une  très-grando  échelle.  La  topographie  à pe- 
tites échelles,  les  levées  militaires  surtout,  exigent  des  moyens 
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plus  prompts.  On  se  contente  de  déterminer,  comme  nous  venons 
do  le  dire,  avec  toute  l'exactitude  possible,  les  cotes  d’un  grand 
nombre  do  points,  particulièrement  les  plus  importants  sous  le 
rapport  do  la  forme.  On  prend  aussi  de  temps  en  temps  les  pentes 
du  terrain  relativement  à l'horizon,  et  l'on  en  conclut  certains 
points  de  passage  des  courbes.  On  réunit  tous  les  points  qui  ont 
même  cote  et  l’on  intercale  entre  deux  points  nivelés  le  nombre 
de  tranches  indiqué  par  leur  différence  de  niveau.  Les  inflexions 
de  ccs  courbes  et  leur  degré  de  rapprochement  entre  les  points 
déterminés  rigoureusement  se  déduisent  du  figuré  à vue  du  ter- 
rain. On  conçoit  donc  combien  il  est  important  d’exercer  son 
œil  à juger  avec  précision  les  ondulations  les  moins  sensibles. 
Nous  allons  détailler  la  marche  h suivre  dans  le  nivellement  ainsi 
conçu. 

194.  La  première  chose  à faire  sera  de  dessiner  sur  la  minute 
le  relief  du  terrain,  en  s'aidant  pour  cela  du  figuré  partiel  que 
l'on  a déjà  fait  autour  de  chaque  station  pendant  la  levée  du 
plan.  Pour  bien  encadrer  et  saisir  chacun  des  mouvements,  on  le 
considérera  sous  différents  aspects,  en  se  transportant  sur  les 
points  élevés:  on  marquera  avec  soin  l'origine,  la  fin  et  les  chan- 
gements des  pentes  ; ce  premier  travail  fera  reconnaître  les  par- 
ties du  terrain  uniformément  inclinées  et  celles  dont  l'inclinaison 
augmente  ou  diminue.  On  devra  relever  avec  la  plus  scrupuleuse 
attention  les  lignes  de  faite  ou  de  partageai,  les  thalwegs  ou  lignes  . 
de  réunion  des  eaux. 

195.  Ces  deux  sortes  de  lignes  que  nous  allons  définir  sont,  de 
toutes  celles  qui  servent  à figurer  rapidement  les  formes  d'une 
portion  du  globe,  les  seules  que  l’on  puisse  lever  géométrique- 
ment, en  raison  de  leurs  propriétés  caractéristiques.  Pour  les  pre- 
mières, leur  qualification  indique  assez  que  de  toutesles  directions 
parlant  d'un  point,  la  ligne  de  partage  est  celle  qui  a le  moins 
de  pente,  quand  on  envisage  le  terrain  de  haut  en  bas,  de  telle 
sorte  que  les  eaux  pluviales  qui  tombent  sur  la  surface  du  terrain 
se  séparent  suivant  cette  ligne  pour  s'écouler  à droite  et  à gauche. 
De  là  résulte  encore  qu’entre  deux  plans  consécutifs  elle  est  la 
plu6  longue  de  toutes  les  normales  aux  sections  horizontales.  De 
sa  propriété  caractéristique,  on  déduit  la  manière  de  la  trouver. 
En  effet,  l’éclimètre  étant  placé  en  un  point,  on  mesure  l'incli- 
naison suivant  plusieurs  directions  et  la  plus  petite  indique  la 
ligne  de  faîte.  Ce  serait  le  contraire  si  I on  était  au  bas  de  la  pente 
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et  que  l’on  dût  la  suivre  en  montant,  car  alors  la  ligne  de  pente 
serait  la  plus  inclinée,  toute  autre  directiou  ferait  un  plus  petit 
angle  avec  l'horizon  et  serait  comprise  entre  la  courbe  horizon- 
tale et  la  ligne  de  faite.  Marchant  et  mesurant  sur  celte  ligne, 
jusqu’au  moment  oü  elle  change  de  direction,  une  opération  ana- 
logue en  détermine  le  prolongement  et  ainsi  de  suite.  Puisqu'elle 
est  la  plus  longue  de  toutes  les  lignes  du  terrain  qui,  partant  d'un 
môme  point,  vont  aboutir  h la  section  horizontale  placée  au- 
dessous,  il  s’ensuit  que  sur  elle  se  trouveront  les  points  saillants 
des  courbes,  c’est-à-dire,  qu'elle  sera  le  lieu  géométrique  de  leurs 
points  de  rebroussement.  H en  sera  de  môme  des  thalweg»  : il  est 
seulement  à remarquer  qu’ils  seront  ordinairement  beaucoup  plus 
faciles  à trouver,  parce  qu’ils  sont  indiqués  souvent  par  des  riviè- 
res, des  ruisseaux  ou  des  fossés  dans  lesquels  se  réunissent  les 
eaux  qui  descendent  des  deux  versants.  Il  faut  observer  encore 
•ici  que  la  définition  d'un  thalweg  doit  exprimer  dans  quel  sens 
on  le  considère  : si  en  effet  on  l’observe  de  haut  en  bas,  il  est  la 
ligne  de  plus  grande  pente;  car  en  visant  à sa  droite,  ou  à sa 
gauche,  la  direction  se  rapproche  de  la  courbe  horizontale; 
quand,  au  contraire,  c'est  de  bas  en  haut  qu’on  l'envisage,  il  est 
la  ligne  de  plus  petite  pente. 

Si  la  surface  est  telle  que  l’inclinaison  du  terrain  soit  uniforme 
autour  de  la  station,  les  normales  qui  vont  rencontrer  la  courbe 
inférieure  sont  toutes  de  môme  longueur,  et  il  n’existe  pas  do 
ligne  de  partage.  C'est  ce  qui  arriverait  sur  une  demi  sphère 
{fig.  176),  ou  sur  un  cône  droit  {fig.  177)  : les  sections  faites  dans 
ces  deux  solides  donneraient  des  cercles  concentriques. 

Si  nous  prenons  un  cône  oblique  {fig.  178),  la  ligne  de  partage 
SA  sera  d'autant  plus  évidente  que  l'obliquité  de  son  axe  sur  le 
plan  horizontal  sera  plus  grande,  et  les  normales  en  seront  aussi 
d'autant  plus  inégales  de  longueur.  La  figure  178  suffit  encore 
pour  faire  voir  que  le  maximum  de  courbure  correspond  au 
maximum  SA  et  au  minimum  SB  de  longueur  des  normales.  Les 
propriétés  que  nous  venons  de  signaler  suffisent  pour  faire  sentir 
de  quelle  importance  sont  ces  lignes  pour  obtenir  un  tracé  ra- 
tionnel des  courbes  horizontales. 

196.  Lorsqu'on  sera  très-exercé  au  figuré  du  terrain  pour  le- 
quel on  emploiera  les  procédés  et  les  signes  dont  nous  parlerons 
à l’article  du  dessin  topographique,  on  pourra  faire  simultané- 
ment les  deux  opérations  du  dessin  à vue  et  de  la  recherche  des 
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cotes  de  niveau.  Jusque-là,  il  est  bon  de  les  séparer  : on  en  reti- 
rera cet  avantage,  qu’après  la  première  opération,  on  saura,  d’une 
manièro  très-précise,  quels  sont  les  points  les  plus  importants  à 
niveler,  parcequ’ils  caractérisent  davantage  les  formes,  et  qu’ainsi 
l’on  évitera  un  grand  nombre  de  tâtonnements  et  des  opérations 
inutiles. 

197.  Nous  avons  donné,  § 179  et  184-,  la  formule  usitée  pour  le 
calcul  des  cotes,  et  nous  avons  parlé  des  tables  que  l'on  y emploie  : 
l’opération  est  peut-être  plus  simple  encore  au  moyen  d’une  table 
de  tangentes,  calculée  de  5 en  5 minutes  pour  les  dix  premiers 
grades,  et  de  25'  en  25’  pour  les  autres  jusqu'à  40‘.  On  n'a  qu'une 
multiplication  à faire.  Du  reste,  pour  les  angles  intermédiaires, 
on  fait  aussi  une  interpolation. 

198.  Si  l'on  connait  d'avance  les  cotes  de  certains  points  trigo- 
nométriques,  on  se  transporte  d’abord  et  successivement  à ehaT 
cun  d’eux  pour  s’assurer  qu'ils  s'accordent  ensemble,  sinon  on  les 
rejette.  Supposons  qu’on  n’en  ait  aucun,  on  se  place  à l’un  des 
points  de  sa  propre  triangulation,  auquel  on  attribue  une  cote  ar- 
bitraire, 100,  Oou  tout  autre  nombre  On  y observe  les  distances 
zénithales  doubles  de  tous  les  autres  points  du  canevas,  de  ceux 
du  moins  qui  sont  visibles.  On  emploie,  pour  cola,  la  méthode  in- 
diquée pour  régler  l'éclimètre  : on  lit  les  deux  verniers,  et  l'on 
en  déduit  les  distances  zénithales  aussi  parfaites  que  le  comporte 
l’instrument  et,  par  suite,  les  cotes  de  tous  les  points  visés.  On 
opère  de  même,  à chacun  des  points  principaux,  pour  avoir  des 
vérifications;  puis  ensuite, pour  les  points  de  détail,  on  se  borne  à 
observer  les  distances  zénithales  simples.  On  se  transporte,  sup- 
posons, au  sommet  d’un  mouvement  de  terrain  d’où  l'on  découvre 
plusieurs  des  points  trigonométriques  nivelés  : on  détermine  sa 
position  par  des  alignements,  des  angles  pris  sur  des  repères,  etc.  ; 
on  prend  les  distances  zénithales  de  tous  les  points  déjà  nivelés  vi- 
sibles et  celles  d’autres  points  que  l’on  juge  être  importants,  et 
que  l'on  a déjà  remarqués  pendant  le  figuré  à vue  j enfin,  on  re- 
lève les  angles  de  pente  dans  les  différents  sens  où  elle  parait 
uniforme  pendant  une  certaine  longueur:  tout  à l’heure  nous 
verrons  dans  quel  but. 

On  parcourt  de  cette  manière  tout  le  terrain,  en  stationnant 
aux  points  caractéristiques.  On  détermine  les  sommets,  plusieurs 
points  des  ravins,  thalwegs,  ruisseaux,  etc.,  les  confluents  des 
cours  d’eau,  leur  entrée  dans  la  levée  et  leur  sortie  du  cadre,  les 
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points  où  les  pentes  changent  d'intensité,  leurs  origines  supé- 
rieure et  inférieure.  On  ne  pourra  ajouter  une  grande  confiance 
qu’à  ceux  qui  auront  été  obtenus  par  deux  observations  au  moins. 
Tous  les  angles  observés,  la  désignation  des  stations  et  des  points 
auxquels  on  ne  s’est  pas  transporté,  les  hauteurs  d'instruments, 
enfin  tous  les  éléments  recueillis  sur  le  terrain,  seront  insérés 
dans  le  registre  indiqué  § 184. 

199.  Quand  les  cotes  sont  calculées  et  rapportées,  soit  au  ni- 
veau de  la  mer,  soit  au  point  le  plus  bas  du  terrain  levé,  on  les 
inscrit  sur  la  minute  ; puis,  pour  tracer  les  tranches,  on  part  de 
l’un  des  points,  de  A (fig.  179)  : en  ce  point,  l’on  a mesuré  les 
angles  de  pente  suivant  AB, AG, AD  : on  multiplie  les  cotangentcs 
de  ces  angles  ou  les  tangentes  des  distances  zénithales  qui  en  sont 
tes  compléments,  par  l’équidistance  adoptée,  et  l’on  obtient  les 
distances  horizontales  des  projections  de  courbes.  Ceci  est  fondé 
sur  les  relations  qui  existent  dans  un  triangle  rectangle,  entre  les 
deux  côtés  de  l’angle  droit  et  la  tangente  de  l’un  des  angles. 
M.  le  chef  d’escadron  Maissiat  avait  calculé  des  tables  qui  don- 
naient immédiatement  ce  résultat  ; on  y entrait  avec  l’équidi- 
stance et  l’angle.  M.  le  capitaine  Duhousset,  dans  son  application 
de  la  géométrie  & la  topographie,  en  a inséré  une  semblable,  mo- 
difiée en  raison  des  nouvelles  conventions  établies  pour  figurer 
les  accidents  du  terrain.  Si  nous  supposons  que  l'équidistance  re- 
lative à la  fig.  179  soit  5 mètres,  la  tranche  immédiatement  au- 
dessous  de  A,  dont  nous  prendrons  63  pour  cote,  sera  60.  Les 
points  de  passage  b,c,d  de  celte  courbe  sur  AB, AC, AD  s’obtien- 
dront en  portant  sur  chacune  de  ces  directions  et  à partir  de  A 
les  J des  distances  des  courbes,  correspondant  aux  inclinaisons 
respectives;  puis,  à partir  de  6.c,d,  on  portera  ces  distances  ho- 
rizontales bb',b'B,cc',c'C,dd',d'D,  etc.,  jusqu’aux  points  où  la 
pente  change;  et  pour  cela,  on  s’en  rapportera  au  figuré  à vue. 
Réunissant  ensuite  tous  les  points  qui  ont  même  cote,  on  arri- 
vera à une  expression  des  courbes  horizontales,  très-rapprochée 
de  la  vérité.  Pour  reproduire  les  accidents  particuliers  du  terrain 
qui  peuvent  exister  entre  les  profils  AB, AC, AD,  on  infléchit  les 


courbes  d’après  le  figuré  à vue. 
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CHAPITRE  XI. 

DU  DESSIN  DES  CARTES  TOPOGRAPHIQUES. 

200.  Nous  avons  passé  en  revue  les  procédés  employés  pour 
déterminer  la  projection  horizontale  du  terrain  considéré  dans 
tous  ses  détails,  et  les  cotes  des  points  projetés,  les  unes  par  un 
nivellement  rigoureux,  les  autres  par  interpolation.  Les  courbes 
horizontales  et  équidistantes,  que  nous  avons  donné  le  moyen  dé 
construire,  résolvent  complètement  le  problème  du  nivellement, 
en  y joignant  toutefois  l’expression  la  plus  exacte  possible  du  fi- 
guré à vue  nécessaire  pour  rectifier  les  cotes  interposées.  Néan- 
moins on  emploie  subsidiairement  les  lignes  de  plus  grande  pente 
pour  donner  plus  d’effet  au  dessin  et  faire  ainsi  mieux  juger  de 
suite  le  relief  du  terrain.  Nous  avons,  au  premier  chapitre  du 
livre  3,  indiqué  les  propriétés  dont  jouissent  les  lignes  de  plus 
grande  pente  : nous  rappellerons  ici  qu'elles  sont  normales  aux 
sections  horizontales,  et  que  leurs  projections  sont  perpendicu- 
laires aux  projections  do  ces  sections.  Dans  la  démonstration  que 
nous  en  avons  donnée,  nous  avons  dû  considérer  seulement  un 
élément  do  celte  normale  en  supposant  les  deux  courbes  assez 
rapprochées  pour  que  cet  élément  pût  être  envisagé  comme  une 
ligne  droite.  L’élément  suivant  jouit  de  la  même  propriété,  sans 
pour  cela  être  sur  le  prolongement  du  précédent,  et  ainsi  de 
suite  : leur  ensemble  formera  donc  une  courbe  généralement  à 
double  courbure  sur  le  terrain.  Elle  sera  plane,  quand  les  courbes 
horizontales  seront  parallèles  ; auquel  cas  sa  projection  sera  une 
ligne  droite,  et  lu  même  chose  aurait  lieu,  à plus  forie  raison, 
dans  le  cas  infiniment  rare  où  le  terrain  affecterait  la  forme  d’un 
solide  de  révolution,  tel  qu’un  cône  droit,  une  demi-sphère,  etc. 

201.  Il  n’est  vrai  de  dire  qu’un  corps  grave  abandonné  à lui- 
même  suivra  la  ligne  de  plus  grande  pente,  que  pour  une  pre- 
mière fraction  très-petite  du  temps  : car,  ensuite,  il  se  trouve 
soumis  à deux  forces:  la  vitesse  acquise  dans  le  premier  moment 
cl  la  nouvelle  action  de  la  pesanteur  qui  l'entraînerait  ensuite 
vers  la  ligne  do  la  plus  grande  pente  : c’est  donc  suivant  la  ré- 
sultante de  ces  deux  forces  qu’il  se  dirigera  dans  la  seconde  por- 
tion du  temps.  Le  même  raisonnement  s'applique  à tous  les  in- 
stants consécutifs  de  la  durée  de  son  trajet. 
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202.  Au  lieu  de  Iracer  les  projections  des  lignes  de  plus  grande 
pente  d’une  manière  continue,  on  est  convenu  de  les  interrompre 
à la  rencontre  des  courbes  horizontales  qui  sc  trouvent  ainsi  suf- 
fisamment  indiquées  par  ces  interruptions,  surtout  lorsqu'on  a 
soin  de  ne  pas  reprendre  les  hachures  précisément  sur  le  prolon- 
gement de  celles  de  la  tranche  précédente. 

Maintenant,  quelle  loi  suivront  les  normales  pour  leur  espace- 
ment et  leur  grosseur?  En  conservant  avec  elles  le  système  de  ta 
lumière  inclinée  à 50‘,  on  avait  proposé  de  modiGcr  leur  écarte- 
ment et  leur  grosseur  d’après  la  loi  de  décroissement  de  la  lu- 
mière et  de  donner  ainsi  ce  qu'on  appelle  un  demi-effet,  soutenu 
ensuite  et  complété  par  des  teintes  d’encre  de  Chine  étendues  au 
pinceau. 

203.  Ce  système  offre  d'assez  grands  inconvénients  : 1°  d’abord 
il  y a contradiction  entre  les  deux  hypothèses  fondamentales,  car 
d’une  part  on  suppose  l'œil  à une  distance  infinie  pour  concevoir 
la  projection,  et  de  l'autre  à une  distance  Gnie  pour  obtenir  des 
effets  de  perspective  aérienne; 

2°  Le  plan  horizontal  qui  reçoit  Ta  lumière  obliquement,  de- 
vrait être  teinté  : les  pentes  de  ôO'du  côté  de  la  lumière  devraient 
être  aussi  éclairées  que  possible,  c’est-U-dire  qu'il  faudrait  y ré- 
server le  blanc  du  papier;  enfin  celles  qui,  avec  la  même  pente, 
sont  opposées  à la  direction  de  la  lumière,  devraient  être  dans  une 
grande  obscurité  ; 

3"  On  est  obligé  de  supposer  qu’il  n’y  a pas  d’ombres  portées 
pour  ne  pas  couvrir  les  détails  de  la  carte  et  nuire  à sa  clarté  ; 

4"  EnGn  l’exécution  d’une  carte  ainsi  entendue  devient  exces- 
sivement difGcile, si  l’on  veut  atteindre  le  degré  do  perfection  dont 
elle  est  susceptible,  et.  si  l'on  ne  l'atteint  pas,  elle  induit  le  juge- 
ment en  erreur,  en  présentant  aux  yeux  l’image  d’un  relief  dif- 
férent de  celui  de  la  nature. 

204.  Quelques  topographes,  voulant  réformer  ce  qu'avait  d’in- 
exact et  d’incohérent  la  méthode  de  la  lumière  oblique,  ont  re- 
marqué que  si  l’on  convenait  d’espacer  d’autant  plus  les  normales 
que  la  pente  serait  moins  rapide,  les  résultats  seraient  conformes 
aux  effets  produits  par  des  rayons  lumineux  dirigés  verticalement. 
Dans  celte  hypothèse,  en  effet,  la  quantité  de  lumière  reçue  par 
une  surface  plane  donnée  est  d’autant  moindre  que  cette  surface 
s'éloigne  davantage  de  l'horizontalité  : mais  ce  décroissement 
ôtant  proportionnel  au  cosinus  de  l’inclinaison,  donnerait  pour 
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la  variation  d'écartement  des  hachures  une  loi  beaucoup  trop  peu 
rapide  dans  les  pentes  qui  se  présentent  le  plus  fréquemment  dans 
la  nature.  De  zéro  à 30%  le  rapport  des  cosinus,  par  conséquent 
des  quantités  de  lumière  reçue  et  par  suite  des  écartements  de 
hachures  serait  : : 1 : 0,89,  c'est-à-dire  d'environ  un  dixième; 
ce  rapport  ne  serait  encore  que  de  1 à 0,707  en  passant  de  l'ho- 
rizontalito  à 50*. 

205.  Il  a donc  fallu  modifier  ce  principe  pour  rendre  les  dif- 
férences de  pente  plus  facilement  appréciables,  par  les  nuances 
que  produisent  les  hachures.  Pour  atteindre  ce  but,  on  est  con- 
venu de  les  écarter  du  quart  de  leur  longueur  : nous  allons  voir 
un  peu  plus  loin  jusqu'à  quelle  intensité  de  pente  on  peut  se  con- 
former à celte  convention,  en  vertu  de  celle  adoptée  pour  les 
sections  horizontales. 

206.  La  longueur  des  hachures  dépendant  de  l'écartement  des 
plans  coupants,  on  avait  d’abord  songé  à une  équidistance  con- 
stante pour  toutes  les  échelles;  mais  on  a bientôt  reconnu  que 
les  courbes  seraient  trop  espacées  dans  les  plans  à grande  échelle 
ou  trop  serrées  dans  le  cas  contraire.  Après  plusieurs  essais,  on 
est  arrivé  à faire  constant  le  rapport  de  l'équidistance  à l’échelle, 
et  l'on  a adopté  0",0005,  c'est-à-dire  un  demi-millimètre  pour 
l’équidistance  réduite. 

Il  en  résulte  pour  l'échelle  de  ~ j;; 

g 

0».0005=— - d’où  E = 0">, 0008  X 8000  = 2», 50 

50UU 

pour  ; 0».0005=-^;  E=  0“,0008  X <0000  = 5m. 

nî«  E=t0m. 

Pour  les  minutes  à et  la  gravure  à de  la  carte  do 
France,  les  équidistances  adoptées  sont  10“  pour  la  première  et 
20"  pour  la  seconde,  ce  qui  revient  à une  équidistance  réduite  de 
J de  millimètre.  - 

De  la  convention  que  nous  venons  d'établir  découle  un  très- 
grand  avantage,  c’est  de  pouvoir  comparer  la  rapiditéde  terrains 
représentés  surdos  cartes  d’échelles  différentes.  En  effet,  désignant 
par  e l'équidistance  réduite  et  par  n (fig.  180),  une  projection  do 

normale,  la  tangente  de  l'angle  de  pente  est  exprimée  par^  quelle 
que  soit  l’échelle.  Or,  quand  sur  des  plans  différents,  une  même 
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ligno  n représente  des  longueurs  doubles,  triples,  quadruples,  etc., 
sur  le  terrain,  c’est  que  l’échelle  devient  elle-même  double,  tri- 
ple, quadruple,  etc.;  et,  dans  ce  cas,  en  vertu  de  la  convention  ci- 
dessus  énoncée,  l’équidistance  E croît  dans  le  mémo  rapport,  et 
parconséquent  l’inclinaison  correspondante  est  toujours  la  même  : 
donc  alors  des  hachures  de  même  longueur  sur  différentes  cartes 
indiquent  des  pentes  égales.  Concluant  ensuite  de  tang.  ( inclinaison ) 

= que  l’inclinaison  est  en  raison  inverse  de  la  longueur  de  la 

hachure  n,  il  en  résulte  que  de  deux  normales  comparées  (à 
même  échelle  ou  à des  échelles  différentes),  celle  qui  est  double 
de  l’autre  correspond  b une  pente  environ  deux  fois  moindre  et 
ainsi  de  suite. 

Cette  relation  entre  l’équidistance  des  différentes  échelles  est 
encore  avantageuse  quand  il  s’agit  do  réduiro  un  dessin,  puis- 
qu’il suffit  de  reproduire  une  courbe  sur  deux,  trois  ou  quatre, 
suivant  qu’on  réduit  b la  moitié,  au  tiers  ou  au  quart. 

Les  longueurs  des  hachures  seront  en  raison  do  ce  qui  pré- 
cède, 

O"1 ,033  pourt»,  0,016  pour  2*  : 0,0106  pour  3*  : 0,0079 pouri*  : 

0,0063  pour  B*  : 0,0005  pour  50*. 

11  serait  impossible  de  tracer  des  hachures  plus  courtes  que  un 
demi-millimètre  : mais  aussi  les  pentes  plus  rapides  que  50'  peu- 
vent être  considérées  comme  escarpements  et  figurées  comme 
telles.  On  voit  qu’ici  la  loi  d’écartement  n’est  plus  exécutable, 
puisque  les  hachures  ne  devraient  être  séparées  d’axe  en  axe  que 
de  £ de  millimètre.  Si  l’on  admet  que,  dans  la  pratique,  on  ne 
peut  séparer  les  normales  de  moins  que  [ de  millimètre,  ceci  cor- 
respond b la  pente  de  30‘,  pour  laquelle  elles  ont  un  millimètre  b 
peu  près  de  longueur. 

Quant  b celles  qui  correspondent  b un  grade,  elles  sont  bien 
difficiles  à tracer  purement. 

On  peut  éluder  la  difficulté  suivant  les  circonstances,  ou  en 
employant  des  courbes  intercalaires  (fig.  181),  ou  en  supposant  le 
terrain  décomposé  en  deux  portions  [fig.  182),  dont  l’une  aurait 
plus  de  pente,  3‘  par  exemple,  et  l’autre  serait  horizontale. 
Dans  le  premier  cas,  les  éléments  de  hachures  devront  conserver 
entre  eux  l’écartement  qui  conviendrait,  si  elles  étaient  tracées 
d’une  manière  continue  \ dans  le  second,  les  hachures  prendront 
l’écartement  relatif  b la  pente  substituée. 

207.  Pour  donner  encore  plus  d’expression  au  figuré  du  ter- 
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rain,  on  est  convenu  do  grossir  les  hachures  proportionnellement 
aux  pentes.  Quant  au  rapport,  on  a voulu  qu'il  fût  fourni  par 
une  loi  telle  que  los  nuances  fussent  beaucoup  plus  sensibles  pour 
les  pentes  douces  que  pour  celles  qui  sont  très-intenses,  tout  en 
conservant  une  rclali  n entre  l’inclinaison  et  la  nuance.  Il  im- 
porte en  effet  fort  peu  do  pouvoir  juger,  au  premier  coup  d’œil, 
si  un  terrain  est  incliné  de  48  ou  de  50',  puisqu'il  est  également 
impraticable  dans  les  deux  cas;  tandis  que  quelques  grades  de 
différence  dans  les  pentes  moyennes  font  quoie  terrain  est  pra- 
ticable ou  non  aux  voitures,  puis  aux  bêtes  de  somme,  et  enfin 
aux  hommes.  Cette  loi  concorde,  au  reste,  avec  la  précédente,  en 
vertu  de  laquelle  l’écartement  des  courbes  variant  en  raison  in- 
verse de  la  marche  des  tangentes,  décroît  de  moins  en  moins  ra- 
pidement à mesure  que  la  tangente  augmente. 

On  a trouvé  la  relation  que  l’on  cherchait  dans  la  progression 
fournie  par  les  sinus  des  angles  depuis  0‘  jusqu'à  100'  ; puisque 
croissant  d’abord  très-rapidement,  la. marche  progressive  se  ra- 
lentit d'autant  plusquo  l'angle  approche  davantage  d'être  droit. 

Les  pentes  plus  grandes  que  50'  étant  classées  parmi  les  escar- 
pements, rochers,  etc.,  et  figurées  comme  telles,  on  a pu  épuiser 
toutes  les  ressources  do  la  loi  adoptée  pour  les  inclinaisons  de  0‘ 
h 50*.  Si  l’on  compare  donc  le  blanc  du  papier  au  sinus  de  l’angle 
0*,  qui  est  nul  lui-même,  et  le  noir  absolu  au  sinus  de  l’angle 
droit,  c’est-à-dire  au  rayon,  on  aura  toutes  les  nuances  de  teinte 
comprises  entre  ces  doux  limites  pour  représenter  les  pentes  de 
0‘  à 50',  en  établissant  ce  principe  que,  pour  une  inclinaison 
quelconque,  le  rapport  des  quantités  de  noir  et  de  blanc  em- 
ployées ou  le  rapport  du  plein  des  hachures  au  vide  qui  les  sé 
parc,  est  représenté  par  le  sinus  do  l’angle  double  de  celui  du 
terrain.  Dans  ce  cas,  l’inclinaison  de  50*  se  trouverait  représen- 
tée par  le  noir  absolu.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  qui  ne  pour- 
rait être  toléré  dans  le  dessin  des  cartes,  on  a modifié  la  loi  en 
disant  que  les  grossissements  do  hachures  seront  proportionnels 
aux  sinus  des  angles  doubles  de  la  pente  correspondante  diminués 
do  — . Ainsi,  une  inclinaison  do  50'  sera  exprimée  par  une  teinte 
produite  par  1 partie  blanche  et  14  parties  noires. 

Ce  grossissement  force  à abandonner  la  loi  d’écartement  du 
quart  de  la  longueur  plus  tôt  qu’on  le  ferait  dans  l’hypothèse  des 
hachures  de  grosseurs  constantes.  C’est  environ  vers  14  ou 
15  grades  qu’elle  n’est  plus  praticable.  C’est  au  surplus  peu  im- 
portant. 
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208.  Nous  allons  placer  ici  quelques  observations  sur  diverses 
circonstances  particulières  que  présente  l'emploi  des  lignes  de 
plus  grande  pente.  Les  hachures  extrêmes  supérieures  ou  infé- 
rieures d’un  mouvement  de  terrain  doivent  se  terminer  aussi 
fines  que  possible,  pour  rendre  moins  dur  à la  vue  le  passage  de 
la  teinte  qu'elles  produisent  au  blanc  du  papier.  Cela  est  d'ail- 
leurs conformo  à ce  qu'oITre  la  nature  dans  laquelle  les  commen- 
cements et  tins  de  pente  ne  se  terminent  pas  brusquement,  mais 
forment  une  sorte  de  quart  de  rond  dans  le  haut,  et  de  congé 
vers  le  bas  ( fig . 183),  en  passant  par  une  suite  d'inclinaisons  de 
plus  en  plus  faibles.  Il  n’y  a d'qxception  à celte  règle  que 
lorsque  les  terres  ont  été  travaillées  par  la  main  des  hommes  ou 
lorsqu’elles  sont  soutenues  par  des  roches. 

Il  faut  bien  s'abstenir  de  figurer  des  normales  suivant  la  ligne 
de  faite  indiquée  par  une  ligne  ponctuée  sur  les  figures  181,  182 
et  185  : leur  suite  produirait  une  ligne  continue  qui  attirerait 
l'œil,  contradictoirement  à la  convention  qui  établit  que  pour  les 
pentes  les  plus  douces  le  papier  doit  être  le  moins  couvert  par  la 
teinte. 

* 

Lorsque  suivant  uiic  inclinaison  quelconque,  il  existe  un  chan- 
gement de  pente  brusque,  il  produit  une  arête  qui  coupe  les 
courbes  et  sur  laquelle  elles  s’infléchissent  toutes  angulairemcnt. 
Les  portions  séparées  parcelle  arête  appartenant  à des  surfaces 
d'inclinaisons  différentes,  doivent  être  représentées  par  des  ha- 
chures de  grosseurs  et  d'écartements  différents  aussi,  qui  n'abou- 
tissent pas  à l'arête  sur  le  prolongement  les  unes  des  autres. 
Dans  chacune  de  ces  parties,  les  hachures  ou  fractions  de  hachu- 
res seront  proportionnelles  à l'écartement  correspondant  des 
courbes,  comme  si  elles  étaient  continuées  au  delà  de  l'arête,  ou 
en  d'autres  termes,  comme  si  chacune  des  deux  surfaces  con- 
servait son  uniformité  au  delà. 

Si  l'inclinaison  de  l'arôte  est  extrêmement  faible,  celle-ci  ne 
coupera  les  courbes  qu'à  do  très-grandes  distances,  et  si,  au-des- 
sus ou  au-dessous  d'elles,  le  terrain  n’a  qu'une  pente  extrêmement 
peu  sensible,  il  sera  peut-être  impossible  de  bien  l'exprimer  par 
des  hachures.  Alors,  pour  pouvoir  suivre  l’ensemble  des  cour- 
bes et  les  relier  entre  elles , peut-être  devrait-on  les  figurer 
elles-mêmes  par  des  lignes  très-fines  ou  ponctuées  (fig.  185). 
Cette  circonstance  se  présente  assez  souvent  dans  les  pays  dont 
les  mouvements  sont  doux,  ou  vers  le  bas  des  rameaux  qui  des- 
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coudent  des  chaînes  principales  dans  les  pays  de  grandes  mon- 
tagnes. 

La  position  des  arêtes  doit  être  déterminée  géométriquement 
comme  celles  des  lignes  de  faîtes  et  des  thalwegs. 

Pour  mieux  concevoir  ce  qui  précède,  relativement  à la  gros- 
seur et  h l'écartement  des  normales  qui  ne  sont  pas  entières , 
prenons  des  surfaces  planes  et  supposons  que  ABC  (fig.  185)  soit 
une  arête  (concave  pour  conserver  plus  de  vraisemblance)  sui- 
vant laquelle  elles  se  coupent.  Il  ne  faudra  pas  conclure  de  ce  que 
les  normales  vont  en  diminuant  de  longueur  dans  le  segment 
ADB,  que  leur  écartement  dpit  diminuer  et  leur  grosseur  aug- 
menter : car  la  pente  restant  la  même,  rien  ne  doit  changer  dans 
la  proportion  des  hachures.  Leur  moindre  longueur  vient  de  ce 
que  ce  ne  sont  que  des  portions  de  hachures  dont  la  véritable 
* dimension  sera  connue  en  général,  en  supposant  FB  prolongé,  et 
dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons,  sera  la  même  par- 
tout entre  les  deux  sections  AE,BF  qui  sont  deux  droites  paral- 
lèles. La  ligne  d’intersection  ABC  sera  un  thalweg,  puisque 
chacun  de  ses  points  sera  la  réunion  de  deux  normales  descendant 
des  deux  flancs  du  ravin  : elle  sera  donc  le  lieu  géométrique  do 
tous  les  points  semblables  et  par  conséquent  ce  que  l'on  désigno 
sous  le  nom  de  ligne  de  réunion  des  eaux. 

Que  le  terrain  présente  une  surface  concave  ou  convexe,  le 
même  genre  de  raisonnement  s'applique  à tous  les  cas  où  il  y a 
intersection  de  surface  et  non  raccordement. 

D’après  cela,  dans  les  ravins  étroits  et  profonds,  il  ne  faut  pas 
chercher  à faire  raccorder  pour  la  direction,  les  normales  par- 
tant de  AB  (fig.  186)  avec  la  lignede  fond  AC , mais  les  terminer 
par  un  trait  délié.  Ce  cas,  au  reste,  se  présente  rarement  : pres- 
que toujours,  les  deux  parties  latérales  se  raccordent  avec  la 
ligne  du  fond  par  une  espèce  de  surface  cylindrique  dont  le  dia- 
mètre de  la  base  est  très-petit.  La  normale  s’infléchit  alors  en 
traversant  cette  surface  et  vient  s’approcher  autant  que  possible 
de  la  ligne  AB  (fig.  187),  sans  cependant  la  rencontrer. 

Cette  restriction  est  fondée  sur  ce  que  la  ligne  de  plus  grande 
pente  étant  l’intersection  du  terrain  par  un  plan  qui  passe  par  la 
normale  à la  surface  du  terrain  et  par  la  verticale  du  lieu,  et  ce 
plan  étant  unique  pour  chaque  point,  celui-ci  ne  peut  appartenir 
qu'à  une  seule  ligne  de  plus  grande  pente.  Dans  le  cas  précédent, 
rtous  avons  dit  au  contraire  qu’à  chaque  point  do  la  ligne  de 
fond,  aboutissaient  deux  lignes  de  plus  grande  ponte,  parce  qu’h 
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ce  point  commun  aux  deux  surfaces,  on  pouvait  élever  une  nor- 
malo  h chacune  d'elles,  imaginer  ainsi  deux  plans  verticaux  qui 
coupent  le  terrain  suivant  deux  lignes  do  plus  grande  pente. 

Dans  le  cas  où  l’on  doit  représenter  un  mamelon,  il  arrive  le 
plus  ordinairement  que  le  sommet  S {fig,  188)  est  compris  entre 
deux  tranches.  Les  dernières  hachures  n'indiquent  pas  alors  la 
cote  do  S que  l’on  inscrit  en  chiffres,  car  elles  ne  sont  pas  en- 
tières; de  plus,  elles  devraient  passer  toutes  par  le  point  S,  et  si 
on  voulait  les  exécuter  ainsi,  on  formerait  autour  do  ce  point  une 
teinte  très-forte,  bien  que  la  pente  fût  très-douce  au  sommet. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  ne  tracera  que  la  partie  des 
hachures  aboutissant  à la  première  courbe,  et  on  les  terminera 
avant  d'atteindre  S. 

Une  circonstance  que  présente  assez  fréquemment  la*  nature 
est  celle  des  cols  ou  points  de  partago  des  eaux.  Le  point  O ( fig . 
189)  est  le  point  le  plus  bas  du  profil  AB  et  le  plus  haut  du  prolil 
CD  : les  lignes  de  plus  grande  pente  Oa,  06,  Oc,  Od  appartenant 
à quatre  surfaces,  viennent  y aboutir  et  s’y  perdre  sans  être 
achevées  : les  autres  se  comportent  comme  il  est  indiqué  par  la 
figure. 

Les  quatre  normales  Oa,  06,  Oc,  Od  doivent  donc  élro  termi- 
nées en  mourant  vers  0 pour  indiquer  qu’elles  ne  sont  pas  en- 
tières. Lorsque  le  petit  plateau  dont  O est  le  centre  a une  pente 
très-peu  sensible,  on  peut  le  considérer  comme  plan  et  disposer 
les  tranches  ainsi  que  l’indique  la  fig.  190. 

Quelquefois  on  rencontre,  sur  les  flancs  des  montagnes,  des 
contre-jentes  qui  affectent  la  forme  dont  nous  venons  de  parler  : 
on  y retrouve  un  mamelon  séparé  de  la  pente  générale  par  un 
col  {fig . 191). 

209.  Nous  allons  terminer  ce  chapitre  par  quelques  mots  sur 
le  trait  et  le  lavis  des  cartes  topographiques.  D'après  les  conven- 
tions actuelles  qui  n'admettent  plus  d'ombres,  tous  les  traits  de  la 
planimétrie  sont  delà  même  grosseur,  attendu  que  dans  l'ancien 
système  on  ne  les  renforçait  en  certaines  parties,  que  pour  indi- 
quer le  côté  de  l'ombre.  Néanmoins,  on  marque  d’un  trait  rouge 
plus  fort,  les  gros  murs  dans  le  cas  où  l'échelle  ne  permet  pas 
d’apprécier  rigoureusement  leur  épaisseur  par  deux  traits  extrê- 
mement rapprochés  et  comprenant  un  petit  espace  teinté  avec  du 
carmin.  La  même  observation  subsiste  pour  les  ruisseaux  dont 
la  largeur  ne  comporte  pas  deux  traits.  Tout  ce  qui  n’appartient 
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jias  au  figuré  général  du  terrain  doit  être  considéré  comme  trait  : 
tels  sont  les  petits  accidents  qui  ne  sont  pas  assez  considérables 
pour  être  indiqués  par  les  tranches,  tels  que  les  escarpements,  les 
ravins  et  les  rochers.  On  pourra,  pour  ces  objets*  exécuter  un  tra- 
vail qui  rentre  dans  le  dessin  d'imitation,  et  qui  deviendra  alors 
signe  conventionnel  : ainsi  les  escarpements,  les  ravins  et  les 
rochers  seront  représentés  par  des  traits  dont  les  contours  expri- 
meront les  différentes  masses  irrégulières  projetées  horizontale- 
ment. Ces  traits  seront  plus  ou  moins  multipliés,  suivant  que  les 
rochers  seront  plus  ou  moins  divisés  : leur  inclinaison  sera  dé- 
terminée à peu  près  par  le  gisement  des  couches.  Ils  ne  seront 
au  surplus  assujettis  à aucune  loi  fixe. 

Pour  distinguer  la  nature  et  l'importance  des  chemins,  ou  a 
établi  des  conventions  qui  les  font  reconnaître  il  la  simple  in-  * 
spection.  C’est  ainsi  qtfe  les  routes  nationales  se  tracent  au  moyen 
de  deux  traits  pleins  avec  fossés.  Les  routes  départementales  et 
les  chemins  de  grande  communication. s’expriment  au  moyen  de 
deux  traits  pleins  sans  fossés.  Les  chemins  vicinaux  so  repré- 
sentent par  un  trait  plein  et  l'autre  ponctué  ; les  chemins  d'ex- 
ploitation par  deux  traits  ponctués,  et  enfin  les  sentiers  par  un 
seul  trait  plein  ou  ponctué.  Au  surplus,  il  faut  pour  tout  ce  qui 
est  relatif  au  tracé  dos  routes,  chemins,  canaux,  etc.,  consulter 
le  tableau  qui  a été  gravé  au  Dépôt  général  de  la  guerre,  et  qui 
donne  les  modèles  pour  les  échelles  le  plus  fréquemment  usitées. 

Les  teintes  sont  conventionnelles  et  réduites  h la  plus  grande 
simplicité  pour  la  facilité  et  la  promptitude  du  travail.  Elles  sont 
uniformes  comme  le  trait,  c'est-à-dire  posées  à plat  : il  n’y  a 
d’exeeption  que  pour  les  eaux  que  l'on  renforce  également  sur 
l'un  et  l’autre  hord  par  une  légère  teinte  adoucie.  Nous  rappe- 
lons ici  succinctement  que  les  bâtiments  et  constructions  se  figu- 
rent par  une  teinte  peu  intense  de  carmin  ; les  prés,  pâturages 
et  vergers,  par  des  verts  plus  ou  moins  bleus.  Les  bois,  par  du 
jaune  légèrement  modifié  pur  de  l’indigo  ; les  vignes,  par  une 
teinte  violette  composée  avec  do  l'indigo,  du  carmin  et  un  peu  do 
gomme-gutte  ; les  broussailles,  les  bruyères  et  les  friches  par  du 
vert  peu  intense  pauaché  avec  de  la  teinte  de  bois,  du  rose  ou  de 
la  teinte  nankin  (anciennement  consacrco  à représenter  les  ter- 
res labourables  et  formée  do  gomme-gutte  et  do  carmin)  : les 
eaux  douces  s’expriment  par  une  faible  teinto  de  bleu  indigo  ; 
celles  de  la  mer  par  la  mémo  teinte  modifiée  avec  une  très-petite 
quantité  de  gomme-gutte;  enfin  les  sables,  par  une  teinte  de 
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jaune  et  de  carmin,  un  peu  plus  forte  que  celle  dont  on  couvrait 
les  terres  labourables.  On  emploie  la  mémo  couleur  pour  les  es- 
carpements. Quant  aux  rochers,  dont  le  ton  local  varie  ordinai- 
ment  avec  leur  structure,  ils  seront  représentés  par  des  nuances 
imitées  de  la  nature,  de  manière  à rendre  le  mieux  possible 
l’espèce  des  roches,  comme  la  disposition  du  trait  indiquera  leur 
composition  par  stries,  par  couches  ou  par  blocs.  On  ne  peut 
rien  dire  de  plus  positif  b leur  égard,  l'habitude  du  dessin  d’imi- 
tation suppléera  au  reste. 

Ajoutons  encore  que,  dans  un  plan  de  ville,  on  est  dans  l’usage 
de  signaler  les  bâtiments  publics,  civils  ou  religieux  par  une 
teinte  rouge  deux  fois  plus  intense  que  pour  les  habitations  pri- 
vées : les  établissements  du  génie  militaire  sont  teintés  avec  du 
bleu  un  peu  rompu  par  du  carmin  pour  donner  b peu  près  l’aspect 
de  l’ardoise,  et  ceux  de  l’artillerie  par  une  teinte  violette  com- 
posée des  mêmes  couleurs  que  la  précédente,  mais  dans  une  autre 
proportion. 

Peut-être  devrions-nous  indiquer  ici  une  chose  qui  nous  pa- 
raît bonne,  quoique  pas  encore  généralement  adoptée  : elle  con- 
siste b employer,  pour  le  dessin  des  fossés  et  ruisseaux  dont  la 
largeur  no  comporte  pas  deux  traits,  le  bleu  do  cobalt;  on  évite 
par  là  l’inconvénient  d'un  trait  qui  se  confond  quelquefois  avec 
le  noÎT,  lorsqu’il  est  fait  avec  do  l’indigo. 

Tout  ce  qui  peut  contribuer  b la  clarté  d'une  carte  n’est  point 
b dédaigner,  attendu  qu’après  l'exactitude,  c’est  son  principal 
mérite.  Sous  ce  rapport,  il  n'est  pas  indifférent  d'écrire.de  telle 
ou  telle  manière  les  noms  propres  ou  les  indications  quelconques 
qui  doivent  y entrer. 

Pour  tout  ce  qui  est  relatif  b la  grandeur  des  lettres,  b leur 
grosseur,  leur  écartement,  etc.,  il  faut  consulter  les  modèles  adop- 
tés en  dernier  lieu  au  Dépôt  do  la  guerre.  On  y trouve  des  types 
de  tous  les  caractères  usités,  puis  l'indication  et  les  dimensions  de 
ceux  qui  sont  consacrés  b tout  ce  qui  doit  s’écrire  sur  une  carte. 
L’usage  est  d’écrire  los  noms  des  villes,  villages,  bâtiments  isolés 
b droite  ; cependant  on  pourra  déroger  b cette  règle  dans  le  cas 
où  le  nom,  ainsi  placé,  couvrirait  des  détails  essentiels.  Les  noms 
de  routes,  chemins,  sentiers,  et  les  désignations  des  communica- 
tions qu’ils  fournissent,  s’écrivent  parallèlement  à leurs  sinuosités 
en  choisissant  pour  le  sens  de  l'écriture  celui  qui  force  le  moins  b 
tourner  la  carte  pour  faciliter  la  lecture.  Le  commandant  Mais- 
siat  a inventé  un  instrument  qu’il  a désigné  sous  le  nom  de  gram- 
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momètre,  et  qui  donno,  avec  beaucoup  de  précision  l'écartement 
des  parallèles  que  l’on  trace  pour  écrire. 

210.  Un  des  usages  les  plus  importants,  quoique  assez  peu  fré- 
quent, des  plans  topographiques,  est  celui  que  l’on  en  fait  pour  la 
construction  des  reliefs.  Nous  avons  prouvé  que  l’on  pouvait  ob- 
tenir par  le  tracé  des  tranches  la  cote  d’un  point  quelconque;  on 
pourra  par  conséquent  avoir  le  profil  du  terrain  dans  une  direc- 
tion aussi  quelconque.  On  conçoit  donc  qu’en  élevant  sur  une 
surface  plane  des  verticales  matérielles  égales  aux  cotes  trouvées, 
et  en  unissant  par  une  matière  malléable  tous  les  sommets  de  ces  ver- 
ticales, on  aura  une  image  fidèle  du  terrain.  On  peut  ensuite  faci- 
lement, sur  les  épreuves  en  plâtre  que  l’on  aura  tirées  du  premier 
relief,  reproduire  les  courbes  horizontales  àu  moyen  d’une  tige 
verticale  graduée,  adhérente  à deux  règles  CD, EF  ( fig . 192),  que 
l’on  fait  mouvoir  sur  le  bord  supérieur  et  horizontal  MNOP  d'une 
boite  ou  châssis  qui  enveloppe  le  plâtre. 

211.  Les  levées  peuvent  encore,  à la  rigueur,  servir  à faire 
des  vues  perspectives  du  terrain  qu  elles  représentent  ; car  ce  ter- 
rain, étant  connu  par  ses  projections  horizontale  et  verticale, 
peut  être  mis  en  perspective  par  les  procédés  de  la  géométrie 
descriptive. 

212.  Les  levées  sont  enfin  d'une  grande  utilité  lorsque  l'on  doit 
mettre  quelque  projet  à exécution  : car  celui-ci  étant  d'abord 
tracé  sur  la  carte,  le  problème  se  réduit  à construire  sur  le  ter- 
rain une  ligne  donnée  sur  le  plan.  Si  cette  ligne  aboutit  à un 
point  connu  et  accessible,  on  s'y  transporte,  on  y décline  la  plan- 
chette, et  l’on  place  l’alidade  sur  la  ligne  du  plan  ; on  fait  établir 
des  jalons  dans  cette  direction  et  mesurer  le  nombre  de  mètres 
exprimé  par  la  longueur  de  la  droite  sur  le  plan  : par  ce  moyen 
l’extrémité  est  déterminée. 


CHAPITRE  XII. 

LEVÉES  RT  RECONNAISSANCES  MILITAIRES- 

213.  Les  levées  militaires  sont  celles  que  l'on  est  obligé  d’exé- 
cuter avec  rapidité  et  parfois  en  présence  de  l’ennemi,  soit  avec 
des  instruments  spécialement  consacrés  à cet  usage,  soit  même 
le  plus  souvent  sans  leurs  secours.  Il  est  inutile  d’insister  sur 
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l'utilité  de  pareilles  levées  : il  suffit  de  rappeler  qu  elles  servent 
de  guides  pour  les  mouvements  de  troupes,  de  canevas  pour  les 
projets  de  campements,  de  fortifications  de  campagne,  passages 
do  rivières,  positions  de  troupes  ; en  un  mot,  qu  elles  forment  la 
base  de  toute  reconnaissance  militaire. 

2lfc.  Los  reconnaissances,  dans  toute  l’acception  du  mot,  se 
composent  de  deux  parties  distinctes  : un  plan  topographique,  y 
compris  les  légendes  destinées  à donner  des  notions  exactes  sur 
des  choses  que  le  dessin  do  la  carte  ne  peut  indiquer  qu’impar- 
faitement,  et  les  mémoires  statistiques  et  militaires. 

215.  Ces  mémoires  font  connaître,  avec  toute  la  précision 
possible,  les  ressources  de  toute  espèce  que  peut  fournir  le  pays, 
et  les  avantages  ou  les  inconvénients  qu’il  présente  sous  le  rap- 
port d’une  occupation  actuelle  ou  présumée. 

La  première  partie  des  reconnaissances  est  tout  entière  du 
ressort  de  la  topographie,  la  seconde  se  rattache  plus  particulière- 
ment à l’art  militaire  : aussi,  n’en  dirons-nous  que  quelques 
mpts. 

Les  mémoires  ou  rapports  doivent  donner  la  description  phy- 
sique et  géologique  du  tçrrain.  Ils  contiennent  l’indication  sta- 
tistique des  ressources  que  peut  offrir  le  pays,  sous  le  triple  rap- 
port des  moyefts  de  transport  et  de  la  subsistance  ainsi  que  du 
logement  des  hommes  et  des  chevaux. 

On  y mentionne  la  nature  des  routes  et  des  chemins  : leur  état 
d’entretien  et  le  genre  de  leur  construction;  s’ils  sont  praticables 
en  toutes  saisons  ou  en  été  seulement  ; s’ils  peuvent  servir  ou  non 
aux  trois  armes,  infanterie,  cavalerie  et  artillerie. 

‘On  y décrit  les  positions  offensives  ou  défensives  qui  s’y  trou- 
vent; les  obstacles  naturels  qui  peuvent  venir  en  aide  ou  qu’il 
s'agirait  de  surmonter;  les  travaux  qu'il  faudrait  effeefuer  dans 
un  cas  donné,  soit  pour  l’établissement  d’un  camp,  soit  pour  as- 
surer le  passage  de  l’armée  ou  arrêter  la  marche  de  l’ennemi. 

On  y indique  encore,  et  toujours  en  raison  d’événements  prd- 
bables,  le  nombre  d'hommes  et  les  armes  qui  seraient  nécessaires 
pour  défendre  une  position,  une  ville,  une  place,  etc.,  ou  pour 
.s’en  rendre  maître,  pour  forcer  ou  défendre  un  passage  de  ri- 
vière. On  a soin,  enfin,  de  relater  les  voies  de  communication 
qui  relient  le  terrain  parcouru  aux  points  principaux  qui  en 
sont  plus  ou  moins  éloignés. 
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215  6.  Les  levées  militaires  ou  expédiées  faites  avec  des  instru- 
ments, ayant  pour  but  de  faire  connaître  le  terrain  avec  toute 
l'exactitude  que  comporte  le  peu  de  temps  dont  on  peut  disposer, 
il  est  évident  que  leurs  principes  doivent  être  les  mômes  que  ceux 
des  levées  régulières.  Toute  la  différence  consistera  dans  l'emploi 
d'instruments  plus  portatifs  et  surtout  moins  vplumineux  ; dans 
la  substitution  du  mesurage  au  pas,  à celui  fait  à l'aide  de  ki 
chaîne  ; dans  l'estimation  môme  à vue  do  certaines  distances*  do 
divers  détails,  etc.  L’habitude  fait  encore  juger  dos  choses  sur 
lesquelles  il  faut  plus  particuliérement  porter  son  attention,  et  de 
celles  que  Ton  peut  négliger  sans  aucun  inconvénient.  Il  est  donc 
absolument  nécessaire  d'avoir  beaucoup  levé  régulièrement,  pour 
connaître  la  marche  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et  pou- 
voir apprécier  les  erreurs  causées  par  les  avaries  que  peuvent 
subir  les  instruments. 

On  commencera  toujours  par  déterminer,  au  moyen  d'une 
triangulation,  les  points  principaux  auxquels  on  devra  rattacher 
ensuite  les  levées  de  détails.  Tout  se  réduira  donc  encore  ici  à 
mesurer  une  base  et  des  angles.  Cette  base  pourra  quelquefois 
ôlrc  fournie  par  des  cartes  régulières  appartenant  au  matériel 
topographique  de  l’armée,  sinon  on  la  mesure  h la  chaîne  ou 
au  pas. 

Dans  le  cas  où  Tou  doit  la  mesurer,  la  base  sera  prise  sur  un 
, terrain  uni,  élevé  s’il  est  possible,  et  tel  que  de  ses  deux  extré- 
mités on  découvre  une  grande  étendue  du  terrain  à lever.  De  là, 
par  le  plus  petit  nombre  de  stations  que  Ton  pourra,  on  passera  à 
deux  points  occupant  une  position  centrale  dans  la  levée  et  sus- 
ceptibles de  servir  de  stations  : de  ces  deux  points,  on  rayonnera 
et  l’on  recoupera  tous  ceux  qui  peuvent  être  reconnus  et  servir 
de  points  de  repère  pour  le  détail.  De  cette  manière,  on  mul- 
tipliera le  nombre  des  triangles,  tout  en  diminuant  la  longueur 
de  leurs  côtés.  Ceux-ci  serviront  U trouver  une  foule  d’autres 
points,  de  telle  sorte  que  le  détail  intermédiaire  se  fera  facile- 
ment au  pas  et  sans  erreurs  notables. 

La  levée  de  détail  devra  se  faire  presque  entièrement  par  in- 
tersections: car  le  chaînage  régulier  entraînant  déjà  dans  des  er- 
reurs appréciables,  ou  conçoit  combien  plus  grandes  encore  se- 
ront celles  causées  parle  mesurage  opéré  d'une  manière  approxi- 
mative. Ainsi  donc,  on  se  rappellera  les  principaux  moyens  que 
nous  avons  indiqués  pour  déterminer  un  point  sans  mesurer  de 
ligne  : ce  sont  les  méthodes  d’intersection  et  de  recoupement, 
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celles  des  segments  capables,  des  courbes  de  recherche  el  par  lo 
papier  h calquer. 

On  partira  de  chaque  point  de  station  ainsi  déterminé,  et  l'on 
figurera  à vue  et  au  pas  tous  les  détails  qui  se  trouveront  h droite 
et  à gauche  d'une  direction  qui  sera  celle  d'un  côté  de  triangle,- 
ou  qyi  fera  avec  l’un  d’eux  un  angle  que  l’on  observera  et  rap- 
portera immédiatement.  De  cette  manière,  on  remplira  très- 
vite  et  assez  exactement  la  surface  de  chaque  triangle.  Ceci  est 
général  et  doit  être  appliqué  à tous  les  terrains  : si  on  lève  en 
pays  découvert,  l’opération  est  facile;  si  l’on  se  trouve  engagé 
dans  un  pays  couvert,  la  difficulté  augmente,  et  cependant  on  ne 
devra  recourir  à la  méthode  de  cheminement  qu'à  la  dernière 
extrémité. 

Si  le  terrain  est  libre  et  que  .l’on  ait  quelques  hommes  et  du 
temps  à sa  disposition,  on  fera  signaler  des  arbres  remarquables 
par  leur  position  ou  leur  élévation  ; puis  alors , en  s'élevant  au- 
dessus  du  sol  par  tous  les  moyens  qu'offriront  les  localités,  on 
déterminera  chacun  des  points  qui  doivent  devenir  stations  et 
servir  do  centres  aux  petites  opérations  de  détail  qui , pour 
chacun  d eux,  no  s'étendront  qu'à  moitié  distance  des  stations 
environnantes;  Ceux  qui  ont  déjà  levé  savent  combien  une  faible 
élévation  d’un  mètre  seulement  peut  souvent  augmenter  l’étendue 
de  l’horizon.  L'officier  à cheval  aura  donc  déjà  un  grand  avan- 
tage; mais  alors  il  faut  qu'il  emploie  un  instrument  qui  n'ait 
pas  besoin  d’établissement  fixe  : tels  sont  la  boussole  à réflexion, 
celle  de  Burnier  et  surtout  le  sextant.  S'il  n’a  pu  faire  signaler 
ies  points  qu'il  a choisis,  il  devra  s’efforcer  de  vaincre  la  grande 
difficulté  qu’on  éprouve  à reconnaître  le  mémo  objet  vu  sous  des 
aspeclsdilTérentsoudiversementéclairés.  Dès  lors,  tout  le  guidera: 
* le  sommet  d'un  arbre  d’une  forme  ou  d’une  couleur  particulières, 
une  pointe  de  rocher,  une  cheminée,  la  fumée  même  qui  s’en 
échappe,  si  la  cheminée  cesse  d’être  visible.  Il  ne  devra  pas  re- 
garder comme  perdu  le  temps  qu’il  consacrera  à déterminer  une 
bonne  station^  il  lo  regagnera  par  la  rapidité  avec  laquelle  il 
opérera  dans  l'intérieur  des  triangles,  certain  qu’il  sera  de  no 
commettre  qde  des  erreurs  médiocres,  qui  seront  promptement 
rectifiées  par  la  rencontre  fréquente  de  points  connus.  11  y aura 
encore  éiîpnomie  de  temps  en  ce  sens  que,  sur  son  croquis,  l’offi- 
cier dessinera  avec  la  certitude  de  ne  pas  revenir  sur  ce  qu’il 
aura  fait  précédemment,  tandis  que,  par  la  méthode  du  chemine- 
ment, il  lie  tracera  une  ligne  qu’avec  la  crainte  de  l’effacer 
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l’instant  suivant  pour  la  rectifier;  ainsi , non-seulement  H des- 
sinera plus  vite,  mais  encore  sa  minute  sera  plus  nette. 

Mais  enfin,  le  pays  pourra  être  tellement  boisé  qu’il  soit  impos- 
sible d’opérer  autrement  que  par  cheminement,  et  en  ne  se  rat- 
tachant que  de  loin  en  loin  à des  repères  connus.  C’est  alors  que  . 
le  travail  devient  très-pénible.  Il  faut  déterminer,  avec  tout  le 
soin  possible,  les  directions  principales  que  l’on  suit  et  les  points 
où  ellos  se  coupent  : il  faut  faire,  à chaque  instant,  des  excursions 
adroite  et  à gauche  pour  trouver  des  issues  et  marcher  en  quelque 
sorte  par  une  suite  de  petites  reconnaissances  partielles,  avant 
de  tracer  une  seule  ligne  sur  le  papier. 

Nous  avons  nommé  tout  à l’heure  quelques-uns  des  instruments 
dont  on  peut  se  servir  dans  ces  sortes  d’opérations  : nous  ajoute- 
rons que,  dans  le  premier  cas,  celui  où  l’on  peut  employer  les 
recoupements  et  intersections , ce  qu’il  y a de  mieux  et  de  plus 
prompt  peut-être,  c’est  l’emploi  de  la  planchette,  mais  delà 
planchette  modifiée  en  raison  des  circonstances  dans  lesquelles 
on  se  trouve.  Cet  instrument  de  petite  dimension  se  compose  de 
plusieurs  règles  égales  en  longueur  et  largeur,  réunies  par  une 
feuille  de  peau  ou  de  forte  toile  sur  laquelle  elles  sont  collées. 

On  les  maintient,  quand  on  veut  faire  usage  do  la  planchette, 
dans  un  môme  plan,  au  moyen  de  deux  autres  règles  qui  prennent 
une  position  rectangulaire  sur  les  premières,  en  pivotant  sur  l’une  4 
de  leurs  extrémités  ; après  quoi  elles  sont  fixées  par  un  petit 
crochet  placé  à l’autre  extrémité  ( fig . 193).  Quand  on  a terminé  n 
son  travail  ou  qu’on  le  suspend  , on  rend  libres  ces  deux  règles 
qui  alors  se  superposent  sur  la  première  et  la  dernière  de  celles 
qui  sont  réunies  : on  roule  alors  le  tout,  qui  est  assez  peu  volu-  * 
mineux  pour  pouvoir  tenir  dans  une  fonte  de  pistolet.  Celte 
planchette  peut  s’adapter  sur  un  bâton  armé  d’un  dard  en  fer  • 
que  l’on  plante  en  terre.  On  peut  avoir  une  très-petite  alidade 
que  l’on  construit  soi-môme  avec  une  règle  ou  un  doublo  déci- 
mètre triangulaire  sur  lequel  on  fixe  deux  clous  ou  deux  aiguilles. 
Celte  manière  de  lever  est  plus  prompte,  surtout  quand  on  peut 
y ajouter  un  déclinatoire,  en  ce  qu’elle  évite  la  perte  de  temps 
qu’entraîne  le  report  des  angles  observés  à la  boussole. 

Une  autre  méthode  approximative  d’orientation  prompte 
remédie  à l’absence  d’un  déclinatoire  : elle  consiste  à fixer  un 
style  vertical  sur  la  planchette,  et  pour  cela  on  peut  se  servir 
d’une  aiguille  ou  d une  épingle;  on  trace  avec  le  secours  d’une 
montre,  les  ombres  du  style  pour  les  différentes  heures  du  jour. 
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et  le  cadran  solaire  qui  en  résulte  pourra,  les  jours  suivants, 
servir  à décliner  toujours  la  planchette  de  la  môme  manière.  Il 
suflira  do  regarder  sa  montre  chaque  fois  que  l’on  s'établira  en 
station,  et  de  faire  tourner  la  planchette  jusqu'à  ce  que  l’ombre 
du  style  corresponde  à l'heure  à laquelle  on  opère.  On  voit  que 
ce  moyen  n’est  pas  d'une  exactitude  parfaite  ; mais  aussi  ne  l’in- 
diquons-nous  pas  pour  des  levées  régulières.  Les  conditions 
indispensables  sont,  que  l'on  ait  uno  montre  et  qu'il  fasse 
soleil.  Cette  dernièro  condition  est  satisfaite  d'une  manière 
presque  certaine  et  continue  pendant  les  deux  tiers  de  l'annéo 
dans  les  contrées  méridionales,  comme  l’Italie,  l'Espagne  et 
l'Algérie. 

Quand  on  opère  par  cheminement , il  nous  paraît  préférablo 
pour  le  détail , de  faire  des  croquis  cotés  sur  carnet.  On  ferme 
ainsi  des  polygones  que  l'on  rapporte  ensuite  sur  lo  papier  avec 
la  possibilité  et  la  certitude  même  de  faire  aboutir  les  directions 
parcourues  aux  points  où  elles  doivent  réellement  passer.  Si  la 
nature  du  pays  n’a  pas  permis  de  mesurer  une  base  assez  longue, 
on  en  construit  une  de  dimension  double,  au  moyen  de  la  méthode 
indiquée  § ICO. 

Les  angles  pourraient  se  mesurer  avec  l'instrument  connu  dans 
différents  métiers  sous  le  nom  de  fausse  équerre.  Il  est  formé  de 
deux  règles  unies  par  une  charnière,  comme  un  compas,  et  pou- 
vant, par  suite,  varier  d'inclinaison  entre  elles.  On  le  modifierait 
en  plantant  des  aiguilles  au  centre  du  mouvement  et  à l'extré- 
mité des  règles. 

216.  Dans  une  levée  militaire,  le  figuré  du  terrain  est  au  moins 
aussi  essentiel  que  le  plan.  La  marche  à suivre  pour  effectuer  le 
nivellement  est  encore  la  même  que  pour  les  levées  régulières  : 
c’est  toujours  par  des  cotes  calculées  au  moyen  de  la  base  et  do 
l’angle  de  pente  que  l’on  rectifiera  ce  que  peut  avoir  d’inexact 
le  figuré  à vue.  Après  avoir  mesuré  une  inclinaison,  on  pourra, 
sans  calculer  le  triangle,  trouver  immédiatement  la  différence  de 
niveau  au  moyen  de  la  fig.  19i,  dans  laquelle  la  base  AB,  divisée 
en  parties  égales,  représentera  la  longueur  de  la  base  à l'échelle. 
Du  point  C partent  les  droites C5,  CIO,  C15,etc.,  qui  forment, 
avec  CA,  des  angles  de  5,  10, 15  grades  : les  perpendiculaires  éle- 
vées par  les  points  de  division  de  la  base  complètent  plusieurs 
séries  de  triangles  rectangles  semblables,  dont  les  hauteurs  mul- 
tipliées par  le  dénominateur  de  l'échelle  sont  précisément  les 
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différences  de  niveau  cherchées.  On  comprend  que  l’on  n'atleint 

pas  ainsi  une  précision  extrême  : mais  il  s’agit  seulement  de  le-  i 

vées  expédiées. 

Comme  il  est  probable  que  l'on  n’a  pas  à sa  disposition  une 
grande  boussole  armée  d'un  éclimètre,  on  peut  employer  une 
petite  boussole  dont  on  dispose  le  limbe  verticalement.  An  pivot 
est  suspendue  librement  une  aiguille  dont  le  poids  suffit  pour  la 
maintenir  dans  la  position  verticale.  Si  la  boussole  n’a  pas  été  dé5- 
clinéc,  le  perpendicule  marque  100‘  quand  la  lunette  est  hori- 
zontale, et  donne  la  distance  zénithale  de  la  direction  h laquelle  ' 
correspond  l’axe  optique  de  la  lunette.  Si,  au  surplus,  on  avait 
quelque  raison  do  douter  du  parallélisme  du  diamètre  zéro — 200* 
et  de  la  lunette,  on  s’assurerait  du  chiffre  que  couvre  le  perpen- 
dicule quand  elle  est  horizontale , et  ce  chiffre  servirait  de  point 
de  départ. 

Le  clisimètre  de  Burnier  est  préférable,  puisque  c'est  pour  ce 
genre  d’opérations  seulement  qu’il  a été  conçu.  Dépourvu 
toute  espèce  d'instrument,  on  peut  encore  obtenir  graphiquement 
les  angles  principaux.  Pour  cela  on  plante  une  canne  ou  un  jalon 
en  terre;  on  s assure  de  sa  verticalité  au  moyen  d’un  fil  h plomb  ; 
on  trace  sur  du  papier,  sur  une  feuille  du  carnet  si  l'on  veut,  une  » 
droite  que  l'on  applique  au  long  du  jalon  ; on  appuie  sur  le  papier 
la  règle  ou  le  décimètre  que  l'on  dirige  sur  l’objet  dont  on  veut 
connaître  la  hauteur  relative;  on  trace  celte  ligne  au  crayon,  et, 
en  retranchant  l’angle  droit  de  celui  que  forment  les  deux  lignes 
sur  le  papier  s’il  est  obtus,  ou  le  retranchant  de  l’angle  droit  s'il 
est  aigu,  on  a l'angle  do  dépression  ou  d'ascension.  On  peut  en- 
core trouver  la  différence  de  niveau  entre  deux  points  au  moyen 
de  deux  jalons  de  hauteurs  différentes  : on  place,  si  l'on  veut, 
le  plus  court  au  point  où  l’on  est  en  station,  et  l’on  cherche  pour 
l'autre,  sur  la  direction  du  point  dont  on  veut  troqver  l'élévation 
au-dessus  de  la  station,  une  position  telle,  que  les  sommets  des  deux 
jalons  et  le  point  visé  soient  en  ligne  droite  ; on  forme  ainsi  deux 
triangles  semblables  qui  fournissent  une  proportion  dont  le  qua- 
trième terme  est  la  hauteur  cherchée,  tandis  que  les  trois  autres 
sont  la  distanco  des  deux  jalons,  celle  des  deux  objets  et  la  diffè-  | 

rence  de  hauteur  des  jalons.  Si  l'on  était  au  contraire  au  point 
le  plus  haut,  ce  serait  là  que  se  placerait  le  plus  grand,  tandis  que 
celui  qui  l'est  le  moins  serait  établi  quelque  part  en  avant.  Ceci 
suppose  que  les  deux  jalons  sont  pladtés  en  terrain  horizontal. 

S’il  en  était  autrement,  le  quatrième  terme  de  la  proportion  ne 
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donnerait  que  la  hauteur  du  point  visé  au-dessus  du  terrain  in- 
cliné 6ur  lequel  l’opération  a été  faite. 

Nous  termincronsïce  qui  a rapport  à ce  sujot  en  indiquant  un 
procédé  très-simple  et  très-ingénieux  : il  consiste  à suspendre  une 
I petite  règle  AB  (/?</.  195)  par  un  cordon  ACB  ; le  point  de  suspen- 
sion est  choisi  avec  soin,  tel  que  la  règle  AB  soit  horizontale.  On 
l’élève  jusqu'à  la  hauteur  de  l'œil  et  l’on  remarque  à quel  point  D 
du  terrain  correspond  le  rayon  visuel  dirigé  suivant  AB  : on  s'y 
transporte  en*rnesurant  la  distance  pour  laquelle  on  sait  que  l’on 
s'est  élevé  d’une  quantité  égale  à la  hauteur  de  l’œil  au-dessus  du 
sol.  Arrivé  en  I),  on  recommence  l’opération,  et  ainsi  de  suite.  Si 
l'on  voulait  en  mémo  temps  connaître  l’inclinaison  d'une  station 
à l'autre,  il  faudrait  résoudre  le  triangle  tel  que  SAD  qui  donne- 
AS 

rail  gp  poLr  le  sinus  de  I fhclinaison. 

217.  Levées  à vue.  Les  besoins  de  l'armée  exigent  très-souvent 
que  I on  ait  de  suite  des  renseignements  sur  un  terrain,  en  pré- 
sence de  l’ennemi.  Alors  tout  doit  étro  sacrifié  à la  promptitude 
de  l’exécution,  l’exécution  elle-même.  L'officier  est  livré  à ses 
propres  ressources  et  n'a  plus  même  à sa  disposition  les  instru- 
ments les  plus  simples.  C'est  donc  de  la  rapidité  et  de  la  justesse 
du  coup  d'œil  que  dépend  le  succès  de  sa  mission,  et  c'est  en  cette 
occasion  surtout,  qu'il  sentira  la  nécessité  de  l'avoir  exercé. 
Moins  il  pourra  compter  sur  l’exactitude  de  ses  opérations  de  dé- 
tail, plus  il  devra  mettre  d'attention  à suivre  la  marche  que 
nous  avons  indiquée.  Ce  seront  toujours  de  grands  triangles  qu’il 
formera  et  dont  il  remplira  la  surface  parle  détail  dessiné  à vuo 
autour  de  chaque  station.  Les  angles  seront  en  général  tracés  à 
vue  5 cependant,  pour  ceux  que  forment  do  longues  directions, 
on  fera  bien  d’employer  la  méthode  suivante  : soient  SA, SB 
(pg.  196)  les  directions  que  l’on  veut  rapporter  sur  le  papier.  On 
• élève,  par  l'un  des  moyens  indiqués,  SB'  perpendiculaire  à SA  ; 
• on  partage  ASB1  en  deux  parties  égales,  par  la  droite  SB"  que 
I on  jalonne  , on  subdivise  ensuito  celui  des  deux  angles  de  50* 
qui  renferme  SB  : l'angle  B"SB''',  dans  lequel  se  trouve  cette 
droite,  est  encore  partagé  en  deux,  et  l’on  poursuit  le  cours  d’o- 
pérations analogues  jusqu'à  ce  qu’on  obtienne  une  ligne  SB"'  par 
exemple,  assez  voisino  de  SB.  Sur  le  papier,  et  à l’aide  du  com- 
pas, on  répète  le  même  nombro  de  subdivisions,  et  l’on  obtient 
ainsi  la  projection  de  ASB  en  asb  avec  l'approximation  que  l'on 
juge  convenable.  Quoique  ce  travail  no  soit  pas  excessivement 
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long,  néanmoins  comtoc,  dans  les  circonstances  que.nous  suppo- 
sons, le  temps  est  extrêmement  précieux,  il  ne  faut  user  dé  cette 
méthode  qu'à  la  dernière  extrémité.  Il  serait  bien  plus  prompt 
de  mesurer  les  trois  côtés  d'un  triangle,  savoir  : deux  sur  les  di- 
rections dont  on  s’occupe  elle  troisième  entre  les  deux. 

Pour  le  nivellement,  on  se  borne  à figurer  les  mouvements  à 
vue,  cl  l’on  ne  détermine  que  le  commandement  des  hauteurs. 

La  règle  indiquée  à la  fin  du  paragraphe  216  et  représentée  (fi g. 
193)  est  très-bonne  à cet  usage.  On  arriverait  au  même  but  en 
employant  une  équerre  le  long  de  l'un  des  côtés  de  laquelleserait 
suspendu  un  fil  à plomb,  tandis  que  l'autre  servirait  de  ligne  de 
visée.  L’œil  placé  à l’exlrémite  s'assiérait  par  ce  moyen,  si 
l'horizontale  passe  par-dessus  ou  au-dessous  du  mamelon  ou  de 
la  position  que  l'on  compare  à celle  oli  l'on  se  trouve.  On  pour- 
rait môme  estimer  à pou  près  quelle  est  la  différence. 

218.  Levées  de  mémoire.  L’officier  chargé  d’une  reconnaissance 
n'a  quelquefois  pas  le  temps  do  s’arrêter  : il  doit  voir  et  plus  tard 
transmettre  sur  le  papier,  une  image  aussi  fidèle  que  possible  de 
ce  qu’il  a vu.  11  n’y  a aucun  précepte  à donner  sur  ce  genre  do 
travail.  11  faut  que  l'officier  soit  familiarisé  avec  les  formes 
qu’affecte  toute  espèce  de  terrain,  avec  les  lois  de  la  nature  qui 
procède  presque  toujours  par  analogie  dans  les  mêmes  localités. 

Il  faut  qu'il  sache  conclure,  jusqu'à  un  certain  point,  ses  parties 
masquées,  à l'aide  de  celles  qui  sont  visibles. 

219.  Reconnaissances  par  renseignements.  Il  peut  arriver  enfin 
que  l'officier  isolé  sur  un  point,  cl  dans  l'impossibilité  de  tenir  la 
campagne,  soit  obligé  de  rapporter  des  notions  du  pays  où  il  se 
trouve.  Les  renseignements  recueillis  auprès  des  habitants  seront 
alors  sa  seule  ressource  : toute  l’habileté  consistera  à les  avoir 
exacts  et  à discerner  avec  tact  le  degré  de  confiance  qu’il  devra 
leur  accorder.  Du  reste,  il  construira  encore  des  triangles  par  les 
trois  côtés  au  moyen  des  distances  itinéraires  qu’on  lui  indi-  • 
quera,  et  il  achèvera  le  détail  par  tâtonnement  en  rapportant 
chaque  point  par  l'intersection  de  deux  ou  trois  arcs  de  cercles 
dont  les  rayons  seront  les  distances  à des  points  déjà  placés.  C'est 
ainsi  qu'il  établira  les  fermes,  les  maisons  isolées,  les  cours  d'eau, 
puits,  fontaines,  etc. 

Les  mêmes  renseignements,  épurés  par  une  critique  judicieuse, 
lui  fourniront  les  moyens  d'exprimer  les  mouvements  du  terrain. 

11  sera  indispensable,  pour  tout  cela,  qu'il  ail  une  table  de  réduc- 
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lion  des  mesures  du  pays  en  mètres.  Il  sera  même  plus  sûr  de 
faire  estimer  les  distances  en  heures  de  marche.  Les  mouvements 
seront  le  plus  ordinairement  représentés  par  les  hachures  pri- 
vées du  secours  des  tranches  préalables,  mais  toujours  d’autant 
plus  serrées  et  plus  courtes  qu’elles  exprimeront  une  pente  plus 
rapide. 

Telles  sont  les  réflexions  générales  que  l'on  peut  faire  sur  Ie6 
reconnaissances. 

L’esprit  de  mélhode,  qui  devra  servir  de  guide,  sera  le  même 
quel  que  soit  le  genre  de  reconnaissance  qu’il  faudra  exécuter; 
ainsi  peu  importe  que  l’on  ait  à reconnaître  une  route,  une  ri- 
vière, une  position  : seulement,  dans  le  cas  où  l’on  devra  opérer 
à vue  et  avec  rapidité,  il  faudra  sacrifier  quelques  détails  pour 
s’occuper  plus  particulièrement  de  ceux  d’une  utilité  spéciale. 
Les  instructions  du  général  et  la  connaissance  de  l’art  militaire 
devront  en  diriger  le  choix. 


CHAPITRE  XIII. 

PLANS  COTÉS. 

220.  Nous  avons,  en  exposant  les  premiers  principes  de  la  to- 
pographie, § 76,  parlé  de  l’impossibilité  qu’il  y aurait  d'appliquer 
à cette  branche  de  la  science  descriptive  la  mélhode  dans  la- 
quelle on  fait  usage  de  deux  plans  de  projection.  Nous  avons  dit 
comment  on  pouvait  supprimer  l'un  d’eux  en  indiquant,  par  des 
chiffres,  sur  l’autre,  les  distances  des  points  principaux  à ce  der- 
nier. Ce  procédé,  qui  convient  parfaitement  lorsqu'il  s'agit  de 
décrire  des  corps  ou  des  surfaces  de  formes  peu  compliquées,  fa- 
cilement définissables,  manquerait  le  but  qu’on  veut  atteindre, 
lorsqu’il  s’agit  de  question  de  topographie  proprement  dite.  Aussi 
avons-nous  de  suite  indiqué  quelles  modifications  on  y apporte, 
lorsqu'il  faut  représenter,  sur  une  surface  plane,  les  différentes 
circonstances  que  présente  le  terrain.  Les  sections  horizontales 
cotées,  les  lignes  de  plus  grande  pente  dont  on  fait  usage  ne  sont 
qu’une  modification,  ou  plutôt  qu’une  application  de  la  théo- 
rie que  nous  allons  exposer  dans  ce  chapitre. 

C’est  particulièrement  dans  les  projets,  dans  les  tracés  de  for- 
tification, qu’on  se  sert  avec  fruit  des  plans  cotés,  et  qu’on  ré- 
sout ainsi  une  grande  quantité  de  problèmes  dont  la  solution  serait 
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infiniment  moins  simple,  si  l'on  ne  savait  se  servir  que  des  mé~ 
lliodes  générales  de  la  géométrie  descriptive. 

221 . Les  objets  que  l'on  peut  se  proposer  do  décrire  se  rappor- 
tent nécessairement  à l'une  des  catégories  suivantes  : 

Un  point  ; 

Une  ligne  droite  ou  courbe  ; 

Une  surface  plane  ou  courbe. 

Un  point  est  parfaitement  déterminé  par  sa  projection  et  sa 
cote. 

La  position  d'une  droite  étant  établie,  par  la  condition  qu  elle 
passe  par  deux  points,  il  s'ensuit  qu’il  suffit  de  connaître  les  pro- 
- j celions  et  les  cotes  de  deux  de  ses  points. 

Si  la  ligne  est  une  ellipse,  dont  la  projection  doive  être  un 
cercle,  la  position  do  trois  points  et  leurs  cotes  suffisent. 

Pour  une  courbe  quelconque,  plane  ou  à double  courbure,  les 
projections  des  points  donnés  doivent  être  d’autant  plus  multi- 
pliées, qu'on  veut  obtenir  plus  de  précision.  Quant  aux  cotes,  il 
suffit  d'en  connaître  trois,  pour  le  cas  où  la  courbe  est  plane. 

Une  surface  est  décrite  par  des  sections  horizontales  équidi- 
stantes, qui  donnent  des  droites  parallèles  lorsque  la  surface  est 
plane,  et  des  courbes  pouvant  affecter  les  formes  les  plus  variées, 
lorsqu’on  s’occupe  de  surfaces  qui  ne  sont  pas  planes. 

222.  L'échelle  de  pente  d'une  droite  ou  d'un  plan  fournit  le 
moyen  de  connaître  l’inclinaison  de  l'un  ou  l'autre  sur  le  plan 
de  projection. 

Soit  A'B'  (fig.  11 , planche  xx),  la  projection  d’une  droite  que 
nous  supposons  rabattue  sur  le  plan  horizontal.  Ce  rabattement, 
procédé  dont  on  ne  fait  pas  usage  dans  la  méthode  des  plans 
cotés,  n’est  figuré  ici  que  pour  aider  les  esprits  qui  ne  sont  pas 
encore  familiarisés  avec  cette  branche  de  la  géométrie. 

Désignons  par  a et  P les  cotes  qui  représentent  les  distances 
AA'  et  BB'  des  points  A et  B au  plan  horizontal.  La  tangente  de 

y9  — a 

l’inclinaison  de  la  droite  est  -ÿg7- 

Si  l’on  veut  diviser  A'B',  de  manière  que  les  divisions  soient 
les  projections  de  points  qui  s'élèvent  ou  s’abaissent  successive- 
ment les  uns  sur  les  autres  de  mètre  en  mètre,  on  cherche  la 
ligne  AD  correspondant  à une  verticale  CD  qui  soit  un  mètre  : 
elle  est  fournie  par  la  proportion 

AF 

/)  — a ; AE  ; ; 1”  : AD  d'oïl  AD . 

1 
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Maintenant,  pour  diviser  la  ligne  totale  et  même  prolongée  au 
besoin,  en  portions  égales  h AD, et  faire  en  sorte  que  les  poinlsA' 
et  B'  occupent  exactement,  sur  l’échelle,  la  position  qu’indiquent 
leurs  cotes,  on  cherche,  toujours  à l’aide  de  la  même  proportion 
modifiée,  l’intervalle  horizontal  qui  doit  séparer  l’un  d’eux  du 
nombre  entier  de  mètres  le  plus  voisin.  La  même  figure  suffit  pour 
faire  mieux  comprendre,  puisque  l’on  peut  tout  aussi  bien  sup- 
. poser  que  CD  représente  une  fraction  quelconque  du  mètre.  Dans 
ce  cas,  A'D'  indique  la  fraction  correspondante  de  l’horizontale. 
(Voir  l’exemple  représenté  par  la  fig.  12.) 

En  opérant  de  la  même  manière  par  rapport  au  second  point 
donné,  on  a un  moyen  de  vérification. 

La  projection  ainsi  divisée  est  l’échelle  de  pente  de  la  droite. 

La  suite  des  normales,  qui  aboutissent  les  unes  aux  autres  sur 
les  sections  consécutives  d'un  plan  topographique,  sont  autant 
d’échelles  de  pente  partielles  qui  varient  d’intensité  si  les  cour- 
bes se  rapprochent  ou  s'éloignent  horizontalement.  Lorsque 
l’échelle  du  dessin  est  assez  grande,  et  quand  l’inclinaison  est  assez 
faible  pour  le  permettre, on  divise  l’une  des  parties  qui  correspon- 
dent à lm,  en  10,  quelquefois  même  l'une  do  celles-ci  en  10  en- 
core, et  l’on  a les  bases  de  hauteur  exprimées  en  décimètres  et  en 
centimètres.  Bien  de  plus  facile  maintenant  que  de  trouver  la 
cote  d’un  troisième  point  C d’une  droite,  lorsqu’on  en  connaît 
la  projection,  ou  réciproquement,  de  trouver  la  projection  du 
point  qui  aurait  pour  cote,  un  nombre  fixé  d’avance. 

Si  d’abord  la  projection  D',  fig.  12,  planche  XX,  est  donnée, 
on  a a 'B'  : AD';  : /î  — a : DC,  d’où  la  quantité  à ajouter  à la  cote  du 

point  inférieur,  ou  CD  = ^|(/9— a). 

En  second  lieu,  CD  est  connu,  c’est  A'D1'  que  l’on  cherche, 
donc  il  faut  transformer  la  proportion  en  l’équation  suivante  : 


223.  Lorsque  les  données  du  problème  sont,  la  projection  do  la 
droite,  la  projection  et  la  cote  d’un  seul  de  ses  points  et  l’incli- 
naison exprimée  par  le  rapport  on  prend  , avec  le  compas, 

M mètres  sur  l’échelle  horizontale,  puis  on  porte  celle  longueur 
sur  la  projection  de  la  droite,  à partir  du  point  donné.  Celui  où 
aboutit  l’ouverture  du  compas  aura  une  cote  différente  de  celle 
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connue,  précisément  d'un  mètre.  Telle  sera  l'unité  de  division  de 
l'échelle  de  pente  qui  pourra  dès-lors  être  tracée,  comme  il  est 
dit  plus  haut. 

224.  Faire  passer  par  un  point  connu  une  droite  d'une  inclinai- 
4 

son  — • 

tn 

La  solution  ressemble  beaucoup  h la  précédente.  11  est  h re- 
marquer néanmoins  que  le  problème  est  indéterminé,  c'est-à-dire 
qu’une  infinité  de  droites  satisferont  à l'énoncé. 

On  prend  sur  l’échelle  horizontale  une  longueur  représentant 
m mètres;  on  s’en  sert,  comme  rayon,  pour  décrire  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  la  projection  du  point  donné  P.  Toutes 
les  droites  partant  de  cette  circonférence  qu’on  cotera  d’un 
mètre  en  plus  ou  en  moins  que  P,  pour  s’appuyer  constamment 
sur  le  point,  seront  inclinées  à l’horizon  dans  le  rapport 


225.  Deux  droites  étant  connues  par  leurs  projections  et  par  les 
cotes  de  deux  de  leurs  points,  pour  reconnaître  si  elles  se  coupent , 
il  faut  calculer  la  cote  du  point  de  chacune  d'elles  qui  se  projette  à 
l’intersection  des  projections  des  droites.  Elles  se  rencontrent  dans 
l’espace  lorsque  le  résultat  du  calcul  donne  le  môme  chiffre  pour 
les  deux.  Ce  problème  no  présente  aucune  difficulté  nouvelle: 
car  nous  avons  indiqué  précédemment  comment  on  trouve  la 
cote  d’un  point  dont  la  projection  est  connne. 

Si  ces  droites  sont  contenues  dans  un  mémo  plan  vertical,  elles 
se  rencontrent  inévitablement,  à moins  qu'elles  soient  parallèles. 
Soit  donc  a'P  ( fig . 13 , planche  XX) , la  projection  commune  aux 
droites  AB,  AM}*.  On  cherche  les  cotes  do  deux  points  de  l’une 
d’elles,  ayant  mêmes  projections  que  deux  connus  do  l'autre. 

C’est  pour  mieux  faire  comprendre  ce  qui  se  passe  dans  le  plan 
vertical,  que  nous  employons  encore  un  rabattement. 

Ce  sont  ici  les  points  A"  et  B"  de  AB  qui  ont  mêmes  projections 
que  A'  et  B'  de  la  seconde  droite. 

Le  rabattement  met  en  évidence  deux  triangles  semblables 
dont  le  sommet  commun  C est  le  point  cherché. 

Ces  triangles  fournissent  la  proportion 
A'A'f  ; B'B''  ; ; CD';  CD  OU  A'a'—  A"«'  : B"B>  — B’ pi  : :«*y  : fi’t 

A" a1  cl  B"  3'  sont  les  cotes  des  points  auxiliaires  employés.  On- 
sait  les  trouver- 
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La  première  proportion  peut  encore  se  transformer  en  la  sui- 
vante 


A'A"  +B'B»  : B'B"::CD'  + CD  ou  DD':  CD. 


ün  en  déduit  enfin 


B’B''  X DD' 
A'A1' + B 'B» 


Nous  donnerons  un  peu  plus  loin,  § 235,  une  autre  méthode 
qui  nécessite  l’emploi  de  plans  auxiliaires,  et  que,  par  ce  motif, 
nous  expliquerons  après  avoir  parlé  des  propriétés  particulières 
aux  plans. 

L’opération  est  plus  simple  lorsqu'on  a préalablement  établi 
les  échelles  de  pente  des  deux  droites,  puisqu’on  peut  trouver 
de  suite  sur  la  projection  ou  sur  son  prolongement  un  point  de 
cote  commune  aux  deux  échelles. 


226.  Faire  passer  par  un  point  donné  une  droite  parallèle  à une 
autre  droite  connue  déposition. 

Il  est  évident  que  les  projections  doivent  être  parallèles  et  les 
échelles  de  pente  égale.' Il  suffit  donc,  pour  résoudre  le  problème 
de  tirer,  par  le  point,  une  parallèle  à la  projection  connue;  % 
d’unir  ce  point  à celui  de  l’échelle  de  pente  do  la  droite  donnée 
qui  a même  cote , puis  de  mener  à cette  ligne  do  jonction  des 
parallèles  par  les  points  de  division  de  la  première  échelle,  jusqu'à 
celle  à construire. 

227.  Un  plan  est  déterminé  de  position  par  l’ensemble  des  hori- 
zontales qu'il  contient  ou  par  son  échelle  de  pente.  Celle-ci  se  pro- 
jette perpendiculairement  à la  trace  ou  à l’ensemble  des  horizon- 
tales. 

Ainsi,  pour  un  plan  illimité,  il  est  complètement  défini  par  une 
horizontale  cotée  et  l’échelle  de  pente. 

228.  Faire  passer  ün  plan  par  trois  points  donnés. 

Soient  A,  B,  C,  ces  trois  points  qui  ont  pour  cotes  10,  15  et  13. 

On  joint  ceux  dont  les  cotes  sont  la  plus  forte  et  la  plus  faible  : tels 
sont  A et  B dans  la  fig.  14,  planche  XX.  On  cherche  sur  cette 
ligne  le  point  1)  qui  a môme  cote  que  C.  On  unit  C à D par  une 
droite  qui  est  l'une  des  horizontales  du  plan  ; on  mène  par  toutes 
les  cotes  entières’  de  AB  des  parallèles  à CD  ; on  leur  élève  une 
perpendiculaire  EF  et  celle-ci  est  l’échelle  de  pente  du  plan. 

229.  Mener  par  une  droite  un  plan  d'une  inclinaison  donnée. 
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Soient  A et  B les  deux  points  cotés  do  la  droite  et  ^ l’expres- 
sion de  l’inclinaison  du  plan. 

Si  l’on  peut  construire  un  cône  droit  dont  la  hauteur  et  le 

rayon  de  la  base  soient  dans  le  rapport  prescrit  —,  tous  les  plans 

tangenls  à ce  cône  seront  inclinés  h l’horizon  dans  ce  rapport,  et 
celui  d’entre  eux  qui  contiendra  la  droite  donnée  sera  celui  que 
l’on  cherche. 

Cette  opération  est  très-facile  et  consiste  à décrire  dans  le  plan 
horizontal  contenant  B et  du  point  A comme  centre,  une  cir- 
conférence dont  le  rayon  soit  h * — [3  (différence  de  cote  dos  2 
points) , dans  le  rapport  denhm. 

La  fig.  15,  planche  XX,  indique  touto  l’opération.  Le  rayon 
cherché  est  AE  et  le  rabattement  fait  voir  qu’on  a A"E'  ou 

H— = — (a— 3). 

Cette  circonférence  est  la  base  d’un  cône  dont  le  sommet  est 
en  A'.  Si  maintenant  nous  cherchons  les  traces  des  plans  tan- 
gents qui  passent  par  B,  le  problème  sera  résolu. 

Il  est  à remarquer  seulement  que,  dans  le  cas  le  plus  général, 
il  y aura  deux  plans  qui  résoudront  le  problème  : ils  seront  symé- 
triques par  rapport  à AB.  Leurs  traces  passant  l’une  et  l’autre 
par  B seront  BC,  BD  et  leurs  échelles  de  pente  auront  pour 
direction  CA,  CD. 

C’est  ainsi  que  la  question  se  présente  lorsque  l’inclinaison 
imposée  au  plan  est  plus  grande  que  celle  de  la  droite. 

Le  rabattement  de  la  fig.  15  étant  celui  du  plan  vertical  qui 
contient  la  droite,  met  en  évidence  son  inclinaison  A'  B'  A ' sur 
le  plan  horizontal  do  B. 

m 

Si  celto  inclinaison  était  précisément  égale  au  rapport  — les 

deux  lignes  A(B',  A'E'  se  confondraient.  La  droite  donnée  serait 
cllc-mômo  une  génératrice  du  cône;  on  no  pourrait  mener  par 
son  pied  B qu’uno  tangente  BD  (fig.  IG , planche  XX)  h la  circon- 
férence. BD  serait  la  trace  du  plan  dont  l'échelle  de  pente  se 
confondrait  avec  celle  de  la  droite. 

Enfin,  le  problème  n'aurait  pas  de  solution  possible  si  l’incli- 
naison — , indiquée  pour  le  plan,  était  plus  faible  que  celle  de  AB. 
La  fig . 17,  planche  XX,  fait  suffisamment  voir  qu’on  no  peut 


Digitized  by  Google 


PLANS  COTÉS.  215 

mener  de  tangente  h la  circonférence  par  B qui  tombe  dans  l'in- 
térieur. 

Si  l’inclinaison  de  AB  est  très-faible,  ou  si  la  pente  - est  très- 

fl 

forte,  ou  mieux  encore  lorsque  ces  deux  circonstances  se  pré- 
sentent simultanément,  la  base  du  cône  sur  le  plan  horizontal 
de  B est  une  circonférence  d’un  trop  court  rayon  et  il  peut  en 
résulter  de  l'indécision  dans  la  détermination  des  traces  des  plans 
tangents. 

On  cherche  alors  ces  traces  sur  un  plan  inférieur  h A et  B. 

Les  plans  cherchés  doivent  contenir  chacun  deux  droites  paral- 
lèles et  inclinées  toutes  deux  dans  le  rapport  prescrit.  Ces  li- 
gnes peuvent  être  considérées  comme  génératrices  de  cônes  qui 
ont  leurs  sommets  en  A'  et  B\  fig.  18.  planche  XX  , et  dont  les 
bases  sont  dans  le  plan  horizontal  indiqué  sur  le  rabattement 
par  MN.  Désignons  sa  distance  verticale  à B par  y.  Les  rayons 
des  deux  cônes  seront 

Ab  = - (y  4.  3 — p)  et  BK  =»  - Y. 
w m 

Les  droites  ge,  dl  tangentes  aux  deux  circonférences  seront 
les  traces  sur  le  plan  auxiliaire  et  l’on  aura  exactement,  s’il  est 
nécessaire,  les  traces  Bc,  Bd  sur  lo  plan  horizontal  de  B.  Elles 
n’ont  d’ailleurs  aucuno  utilité  spéciale,  puisquo  sans  elles  déjà, 
on  possèdo  tous  les  éléments  nécessaires  à la  construction  des 
échelles  de  pente. 

230.  Par  un  point  A situé  dans  un  plan  connu  de  position,  faire 
passer  une  droite  dont  l'inclinaison  soit  exprimée  par  ~ . 

On  connaît  donc  la  trace  et  l’échelle  de  pente  du  plan.  Dans 
ce  plan,  on  imagine  une  horizontale  située  à M"1  au-dessous  de  A. 

Par  la  projection  de  ce  point,  considéré  comme  centre,  on  décrit 

une  circonférence  d un  rayon  — M*.  Les  deux  points  où  elle 

coupe  1 horizontale  tracée  sont  les  extrémités  inférieures  de  deux 
droites  qui  résolvent  le  problème. 

Si  la  distance  do  la  projection  de  A à l’horizontale  est  égale 

k n y a qu'une  droite,  celle  qui  joint  A au  point  de 

tangence,  qui  remplisse  la  condition  voulue. 

, • ^ 
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Si  cette  distance  est  plus  grande  que  ^ M",  il  n'y  a pas  de 

solution  : et,  en  effet,  un  plan  ne  peut  contenir  de  droite  plus 
inclinée  h lhorizon  qu’il  ne  1 est  lui-même. 

231 . Trouver  la  cote  d'un  point  donné  sur  un  plan. 

Il  suffit  de  mener  par  ce  point  une  horizontale  jusqu'à  l'échelle 
de  pente. 

232.  Trouver  l'intersection  de  deux  plans  donnés. 

Dans  chacun  d’eux,  on  trace  deux  horizontales  ayant  respec- 
tivement mêmes  côtes.  Ces  lignes  se  rencontrent  deux  à deux  en 
des  points  qui  appartiennent  k l’intersection  et  la  détermine. 

233.  Si  les  horizontales  tracées  dans  ces  plans  devaient  se  ren- 
contrer trop  loin,  on  parerait  à cet  inconvénient  en  employant 
deux  plans  auxiliaires  d’une  position  et  d’une  inclinaison  quel- 
conques. Cela  se  bornerait  k tracer  deux  couples  de  lignes  paral- 
lèles ; à attribuer  à chacune  d’elles  la  cote  de  deux  horizontales 
appartenant  aux  plans  proposés  : k unir  convenablement,  comme 
l'indique  la  fig.  19,  planche  XX,  ces  8 points  de  rencontre  qui  dé- 
terminent ainsi  les  intersections  des  plans  donnés  par  les  plans 
de  construction.  Les  intersections  des  deux  premiers  pard’un  des 
autres  se  croisent  6ur  la  ligue  cherchée.  Ayant  ainsi  deux  points 
appartenant  à cette  droite,  elle  serait  déterminée. 

Si  les  horizontales  des  deux  plans  sont  parallèles,  leur  inter- 
section aura  la  même  direction  : il  suffira  donc  de  connaître  l'un 
de  ses  points  et  par  conséquent  d’employer  un  seul  plan  auxi- 
liaire. 

234.  Trouver  le  point  où  une  droite  perce  un  plan.  On  imagine, 
comme  ci-dessus,  un  plan  auxiliaire,  mais  avec  la  condition  qu  il 
passe  par  la  droite.  On  cherche  son  intersection  avec  le  plan 
donné  : cette  ligne  et  la  droite  donnée,  se  trouvant  dans  un  même 
plan,  le  plan  do  construction,  se  rencontrent  au  point  cherché. 

Par  les  points  cotés  8 et  14  de  la  droite  {fig.  20,  planche  XX) , 
on  mène,  suivant  une  direction  facultative,  deux  parallèles  jus- 
qu’aux horizontales  8 et  14  du  plan  connu.  Leurs  rencontres  en 
B et  C fournissent  l’intersection  des  deux  plans  et  enfin  le  point  A, 
où  se  croisent  BC  et  la  droite  proposée,  est  celui  où  cette  der- 
nière perce  le  plan  donné. 

235.  Nous  avons  annoncé,  au  § 225,  qu'un  peu  plus  loin,  nous 
indiquerions  un  autre  procédé  pour  trouver  la  rencontre  de  deux 
droites,  situées  dans  un  même  plan  vertical.  Ce  procédé  est  celui 
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qui  déjà  vient  de  nous  servir  dans  les  questions  précédentes. 

Soient  AB,  CD,  {fig.  21 , planche  XX),  les  projections  se  confon- 
dant en  direction  des  droites  proposées. 

Par  les  points  cotés  11  et  15,  par  exemple,  de  l'une,  on  fait 
passer  deux  droites  que  l'on  considère  comme  horizontales  d'un 
plan  de  construction  : par  les  mômes  cotes  de  la  deuxième  droite, 
on  mène  aussi  tes  horizontales  d’un  second  plan.  Celles-ci  coupent 
les  premières  en  EF,  et  la  ligne  EF  est  évidemment  l'intersection 
des  plans.  Son  point  de  rencontre  II  avec  la  projection  commune 
aux  droites  données  est  celui  où  ces  dernières  se  coupent.  11  est 
indispensable,  si  les  échelles  de  pente  sont  tracées  sur  la  figure, 
que  la  côte  de  11  concorde  avec  ces  deux  échelles.  Elles  n’ont 
d'ailleurs  été  indiquées  que  comme  moyen  de  vérification  : et. 
en  effet,  elles  dispensent,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
de  toute  construction  subsidiaire. 

236.  Par  un  point  connu  faire  passer  un  plan  parallèle  à un 
plan  donné. 

Il  faut  joindre  le  point  A celui  qui  a même  cote  sur  l'échelle 
de  pente  du  plan  donné  : tracer  celle  du  plan  cherché  parallèle- 
ment et  déterminer  les  divisions  de  cette  dernière  par  une  suite 
de  droites  parallèles  partant  des  cotes  de  la  première. 

237.  Par  deux  droites  données,  conduire  deux  plans  parallèles 
entre  eux. 

AB,  CD  (fig.  22)  représentent  les  droites  ou,  pour  mieux  dire, 
les  portions  de  ces  droites  comprises  entre  les  mômes  cotes. 

Par  B on  mène  BE  parallèlement  à CD  ; par  I),  la  ligne  DF  pa- 
rallèle à AB.  La  distance  entre  les  cotes  16  et  12  de  BE  sera  égale 
à DC,  et  pour  DF  elle  égalera  AB. 

Donc  , AE  sera  l'horizontale  d’un  plan  passant  par  les  trois 
points  A,  B,  E ; de  même  CF  sera  l'horizontale  12  du  plan  CDF. 

Ces  plans,  passant  chacun  par  l’une  des  droites  données,  seront 
parallèles  entre  eux.  De  plus,  leurs  échelles  s’obtiendront  en  éle- 
- vant  des  perpendiculaires  aux  horizontales  A E,  FC.  Pour  l'une, 
la  cote  12  seraen  G,  et  pour  l'autre  en  K.  Enfin,  les  divisions  qui 
doivent  avoir  même  longueur  pour  loutesdeux , seront  connues  en 
menanll'horizontaled'un  second  point, qui  sur  la  figure  est  D.Ellé 
aboutit  en  H dont  la  cote  est  16,  celle  de  H;  puis,  enfin,  l’on  di- 
vise GH  en  autant  de  parties  qu'il  y a d'unités  entre  les  cotes  do 
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Si  les  droites  données  so  coupent,  les  deux  plans  se  réduisent 
à un  seul. 

Si  elles  sont  parallèles,  le  problème  est  indéterminé. 

238.  Abaisser  d'un  point  donné  une  perpendiculaire  sur  un  plan. 

La  projection  de  la  ligne  cherchée  sera  parallèle  à l’échelle  de 
pente  du  plan,  et  son  inclinaison  sera  complémentaire  de  l'incli- 
naison du  plan.  Si  la  tangerile  de  celle-ci  est  exprimée  par  ~ 

celle  de  la  droite  le  sera  par  — . 

Pour  trouver  le  point  de  rencontre  de  la  normale  et  du  plan, 
il  faut  employer  la  méthode  indiquée  § 234.  Pour  connaître  la 
longueur  de  la  normale,  il  est  nécessaire  de  trouver  la  cotedeson 
pied  sur  le  plan;  mener  par  ce  point,  et  dans  le  plan,  une  hori- 
zontale jusqu'à  son  échelle  de  pente,  et  enfin,  se  rappeler  que  la 
longueur  d’une  droite  dans  l’espace  est  fonction  de  sa  projection 
et  do  la  différence  des  cotes  extrêmes. 

La  fig.  23,  planche  XX,  est  destinée  à faire  voir  que,  quelle  que 
soit  la  position  adoptée  pour  le  plan  qu’on  imagine  par  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  donné  C sur  le  plan  dont  l’échelle 
de  pente  est  MN,  toujours  on  trouve,  comme  cola  doit  être,  la 
même  position  A pour  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

C’est  ainsi  que  BP  et  BP  étant  les  horizontales  de  B dans  deux 
plans  différents  qui,  tous  deux,  passent  par  la  normale  BC,  les 
horizontales  du  plan  donné  se  coupent  avec  celles  des  plans  de 
construction  suivant  deux  droites  PQ  cl  P'Q'  qui  croisent  la  nor- 
male au  môme  point  A. 

239.  Trouver  l’intersection  d’un  plan  donné  avec  une  surface 
connue  par  ses  courbes  horizontales. 

On  trace  sur  le  plan  les  horizontales  qui  ont  mômes  cotes  que 
les  sections  de  la  surface,  et  les  points  de  rencontre  déterminent 
l’intersection  demandée. 

240.  Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  surface.  On  fait 
passer  par  cette  droite,  et  d’une  manière  arbitraire,  un  plan  dont 
on  détermine  la  ligne  d’intersection  avec  la  surface,  comme  il 
vient  d’être  dit  au  paragraphe  précédent.  Le  point  où  celte  ligne 
rencontre  la  droite  donnée  est  évidemment  celui  qu’on  voulait 
trouver. 

241.  Par  un  point,  mener  un  plan  perpendiculaire  à une  droite. 
Lu  trace  de  ce  plan  doit  être  perpendiculaire,  et  par  conséquent 


Digitized  by  Google 


PLANS  COTÉS. 


Ü9 

l'échelle  üe  pente  parallèle  à la  projection  de  la  droite.  Quant  à 
la  division  de  cette  échelle,  elle  est,  comme  nous  avons  déjà  eu 
occasion  de  le  dire,  complémentaire  de  celle  de  la  droite.  Pour 
mieux  faire  comprendre  ceci,  omployonsencorc  une  fois  un  rabat- 
tement, totalement  étranger  d'ailleurs  à la  mélhodedes  plans  cotés  : v 
AB  (fig.  21,  pl.  XX)  est  la  projection  d’une  droite;  P est  celle 
d'un  point.  Eu  rabattemenl.  cette  droite  est  représentée  par  ab, 

dont  la  tangente  d'inclinaison  est ou  le  rapport  de  aa1  à a'b. 
L’inclinaison  du  plan  sera  ba'b'  dont  la  tangente  sera  exprimée 
par  . c’est-à-dire  par  Les  longueurs  des  bases  sont  d'ail- 
leurs, pour  une  même  hauteur,  en  raison  inverse  des  pentes; 
donc  — représentant  la  distance  horizontale  sur  l'échelle  de 
pente  de  la  droite  correspondant  à l’unité  en  hauteur,  ce  sera 

— qui  exprimera  cetto  môme  quantité  sur  celle  du  plan. 

2 bbf  3 , , . 

Si  bâ'  3»  on  aura  wï  î*  et  *cs  divisions  des  échelles  do 

la  droite  et  du  plan  seront  dans  le  rapport  de  J à ; ou  de  9 
à 4. 

242.  Faire  paner  par  une  droite  donnée  un  plan  perpendiculaire 
à un  autre  plan  aussi  donné. 

11  faut  abaisser,  d’un  des  points  de  la  droite,  une  perpendicu- 
laire sur  le  plan,  ainsi  qu’il  a été  dit  § 238. 

On  sait  donc  trouver  sa  projection,  son  échelle  de  pente  et  sa 
longueur.  Si  l'inclinaison  du  plan  est  représentée  par  ',  ),  etc., 
celle  de  la  perpendiculaire  sera  4,  5,  £,  et  les  divisions  des  deux 
échelles  seront  entre  elles  4:{,  5: ::±:  -,  etc.,  ou  en  rédui- 
sant; ;16:1,  ::25;1,  16:9,  etc. 

Nous  réunissons  sur  la  fig.  23,  planche  XX,  toutes  les  opéra- 
tions que  nous  venons  d'indiquer. 

AB,  projection  de  la  droite. 

MN,  échelle  de  pente  du  plan. 

CD,  projection  de  la  normale  à ce  plan,  abaissée  de  C.  Elle  est, 
comme  nous  le  savons,  perpendiculaire  à la  trace  du  plan,  et  par 
suite  parallèle  à son  échelle  de  pente. 

Par  C et  D,  points  de  la  normale,  dont  on  sait  déterminer  la 
différence  de  hauteur,  on  mène  dans  une  direction  arbitraire 
deux  droites  parallèles,  CE,  DF,  représentant  les  horizontales 
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d’un  plan  de  .construction.  Par  les  points  de  l’échelle  du  plan 
donné,  ayant  les  mêmes  cotes  fi  et  <*  que  Cet  D,  on  trace  les  ho- 
rizontales de  ce  plan.  Les  points  de  rencontre  avec  les  deux  pre- 
mières sont  E,  F,  qui  appartiennent  à l'intersection  des  deux 
plans  et  la  déterminent.  Cette  droite  EF  et  la  normale  CD  étant 
l’une  et  l’autre  dans  le  plan  auxiliaire,  se  rencontrent  réellement 
dans  l'espace  au  point  projeté  en  G,  et  ce  point  est  le  pied  de  la 
normale. 

On  a ainsi  deux  droites  AB  et  CD  qui  sont  situées  dans  le  plan 
cherché.  Pour  terminer  l’opération,  il  sutlit  de  considérer  les 
trois  points  de  l’ensemble  de  ces  droites,  C point  commun  , B 
et  G. 

On  cherche  sur  AB  le  point  II,  qui  a môme  cote  Y que  G.  En 
les  unissant,  on  obtient  l’une  des  horizontales  du  plan  demandé. 
Par  B et  C,  on  trace  deux  nouvelles  horizontales.  Elles  rencon- 
trent en  K et  L la  perpendiculaire  élevée  h GII  ou  une  ligne  qui 
lui  soit  parallèle,  et  qui  peut  être  prise  pour  l’échelle  du  nouveau 
plan.  K et  L ayant  mêmes  cotes  fi,  <f  que  C et  B,  il  en  résulte  que 
la  division  de  l’échelle  de  pente  est  facile  h construire,  et  qu’ ainsi 
le  problème  est  résolu. 

243.  Par  un  point  donné  faire  porter  un  plan  tangent  à un  cy- 
lindre. Le  point  peut  être  pris  sur  la  surface  du  cylindre,  comme 
A (fig.  26,  planche  XX)  ou  comme  A'. 

Le  cylindre  est  défini  par  sa  trace  h laquelle  nous  pouvons  at- 
tribuer la  cote  zéro,  et  par  la  projection  cotée  en  un  point  au 
moins  de  l’une  des  génératrices  BD. 

Dans  le  premier  cas,  on  mène  la  génératrice  qui  passe  par  A 
jusqu'à  sa  trace  T,  sur  celle  du  cylindre.  Cette  ligne  AT  est  celle 
de  contact  du  plan  tangent.  Son  échelle  de  ponte  est  la  même  que 
celle  de  BD,  La  droite  BD  étant  horizontale,  il  faudra,  pour  gra- 
duer l'échelle  de  AT,  faire  passer  par  tous  les  points  de  division  de 
celle  de  BD,  des  parallèles  jusqu'à  la  rencontre  de  AT.  Si  la  cote 
de  A est  inconnue,  elle  se  trouve  déterminée  par  cette  opération  ; 
si  elle  était  donnée  d’avance,  il  en  résulterait  une  vérification. 

"•Quant  à l’échelle  de  pente  du  plan  tangent  perpendiculaire  ii 
sa  trace,  qui  n’est  autre  chose  quo  la  tangente  MN  à la  base  du 
cylindre,  elle  suivra  la  direction  du  rayon  CT,  et  ses  divisions 
s’obtiendront  en  menant  par  celles  de  AT  des  parallèles  à MN. 

Si  le  point  A'  donné  est  extérieur,  ou  (race  une  droite  AT'  pu- 
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rallèlc  h OB  et  l’on  Irouve  le  point  T'  où  elle  perce  le  plan  de  la 
base,  en  unissant  A'  au  point  D'  qui  a même  cote  que  lui  et  en 
menant,  par  B,  une  parallèle  BT'  à A I)\ 

La  ligne  A'T'  est  la  projection  de  l'intersection  des  deux  plans 
tangents  que  l'on  peut  faire  passer  par  A'.  Les  lignes  T U et  TV 
sont  les  traces  de  ces  deux  plans. 

244-.  Mener  un  plan  tangent  à un  cylindre,  parallèlement  à une 
droite  donnée. 

Par  un  point  A de  cette  droite  on  mène  une  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre.  Au  moyen  de  l’échelle  de  pente  de  la 
droite,  on  trouve  le  point  B où  elle  perce  le  plan  de  la  base.  On 
trouve  également  la  trace  C de  la  parallèle  aux  génératrices  que 
l’on  a fait  passer  par  A.. 

La  jonction  de  ces  deux  points  B et  C détermine  la  trace  d'un 
plan  parallèle  au  plan  cherché.  On  aura  donc  celle  de  ce  plan 
en  menant  une  tangente  à la  base  du  cylindre,  parallèlement 
à BC. 

245.  Par  un  point  donné  sur  une  surface,  faire  passer  un  plan 
tangent  à cette  surface. 

La  surface  est  décrito  par  ses  sections  horizontales.  Le  plan 
tangent  devra  contenir  la  tangente  à la  section  produite  par  le 
plan  horizontal  qui  contient  le  point  donné.  Il  contiendra  aussi 
l'élément  de  la  génératrice  qui  aboutit  au  pçint  de  tangence.  Cet 
élément  est  normal  à la  courbe  et  à la  tangente  qui,  dans  un  es- 
pace très-restreint,  se  confond  avec  elle  Sa  projection  est  égale- 
ment perpendiculaire  à la  tangente.  Celle-ci  est  donc  la  direction 
des  horizontales  du  plan  cherché,  dont  l’échelle  de  pente  a,  par 
conséquent,  la  mémo  direction  que  la  projection  de  la  normale. 
Quant  aux  divisions  de  l'échelle,  elles  dépendent  du  rapport  qui 
existe  entre  l’équidistance  et  la  longueur  de  la  projection  de  la 
normale. 

246.  Trouver  l’intersection  d’une  surface  quelconque  par  un  plan 
connu  de  position. 

Il  suffît  de  tracer  toutes  les  horizontales  du  plan  qui  corres- 
pondent par  leurs  cotes  aux  sections  de  la  surface.  Leurs  points 
dé  rencontre , réunis  par  une  ligne  , donnent  l’intcrscction- 
cherchée. 

247.  Trouver  l’intersection  de  deux  surfaces. 

La  marche  est  identiquement  la  même  que  celle  suivie  dans 
le  problème  précédent. 
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Ce  sont  des  courbes  qui  se  rencontrent  deux  à deux  au  lieu 
d'être  des  droites  et  de*  courbes. 

248.  Faire  passer,  par  une  droite  donnée,  un  plan  tangent  à une 
surface  connue. 

Ce  plan  doit,  comme  il  vient  d'élre  dit  plus  haut,  avoir  deux 
éléments  communs  avec  la  surface.  Ceux  de  la  normale  et  de  la 
courbe,  au  point  de  tangence.  Si  l'on  conçoit  les  plans  qui  pro- 
duisent les  sections  horizontales  suffisamment  rapprochés,  l'élé- 
ment de  la  normale  sera  rectiligne  et  les  tangentes  qui  passent 
par  ses  extrémités  seront  parallèles. 

Il  faut  d'abord  tracer,  par  tous  les  points  de  l'échelle  de  pente 
de  la  droite  AB  (fig.  27,  planche  XX),  qui  ont  mômes  cotes  que 
les  sections  horizontales,  des  tangentes  à ces  sections.  S'il  s’eu 
rencontre  deux  consécutives  parallèles,  elles  soront  contenues 
ainsique  l'élément,  rectiligne  dans  ce  cas,  de  la  normale  qui  unit 
les  deux  points  de  tangence,  et  si,  à plusieurs  hautcursditTérentes, 
cette  condition  se  trouve  remplie,  il  y aura  plusieurs  solutions 
possibles.  Cette  circonstance  peut  ne  pas  se  rencontrer,  surtout 
parce  que  l’équidistance  des  sections  est  souvent  trop  grande  : 
mais  alors  ou  peut  remarquer  que  si  les  tangentes  parlant  de  AB 
vont  en  convergeant  après  avoir  divergé  ou  réciproquement,  il 
doit  y avoir  un  point  intermédiaire  tel  que  sa  tangente  et  la  voi- 
sine soient  parallèles.  Celle  dernière  est  celle  qui  sépare  les 
divergences  des  convergences.  Sa  propriété  caractéristique  est 
qu'elle  forme  la  limite  maxima  ou  minima  de  la  série  des  angle? 
qui  précèdent  et,  par  conséquent,  la  limite  minima  ou  maximu 
des  angles  qui  viennent  ensuite. 

Celte  circonstance  se  présento  deux  fois  dans  la  figure  pour  les 
horizontales  \ et  8.  Il  y a donc  deux  solutions.  Les  échelles  de 
pente  des  deux  plans  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
tangentes  k et  8,  et  leurs  divisions  sont  fournies  par  la  longueur 
des  normales  aux  points  do  tangence,  avec  lesquelles  d'ailleurs 
elles  se  confondent  en  direction. 

249.  Si  la  ligne  donnée  AB  fig.  28,  planche  XXI)  est  horizon- 
tale, il  y a lieu  de  modifier  le  procédé  dont  il  vient  d’être  fait 
usage.  Celle  ligne  est  en  effet  parallèle  à la  trace  du  plan  cher- 
ché. à toutes  ses  horizontales,  et  par  suite  à celle  qui  doit  être 
en  même  temps  tangente  à une  section  de  la  surface. 

Il  faut  donc  d'abord  tracer  toutes  les  tangentes  horizontales 
des  courbes:  mais  le  problème  n’est  pas  encore  résolu,  puisqu'on 
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peut  faire  pisser  par  toutes  ces  tangentes  des  plans  qui  auraient 
AB  pour  traça  commune.  La  plupart  d’entre  eux  couperaient  la 
surface  et  ne  satisferaient  pas  ti  l'énoncé  du  problème.  Il  faut 
trouver  celui  qui  contient  l'élément  de  la  normale  qui,  suffisam- 
ment prolongée,  aboutira  sur  la  ligne  AB. 

Pour  sortir  de  l'indécision  où  l’on  se  trouve,  voici  comment  on 
doit  procéder.  On  divise  AB  en  parties  proportionnelles  à l’équi- 
distance des  sections,  c'est-à-dire  égales  entro  elles. 

Par  un  point  quelconque  de  AB,  on  mène  une  ligne  AB'  dans 
une  direction  facultative,  avec  la  condition  seulement  quelle 
rencontre  toutes  les  tangentes  aux  courbes,  sous  un  angle  qui  res- 
treigne l’opération  dans  les  dimensions  de  l’épure.  On  joint  les 
divisions  1 , 2,  3,  4,  5,  G de  AB,  qui  indiquent  des  multiples  de 
l’équidistance  avec  les  points  où  AB'  rencontre  la  lrt,  la  2*...,  la 
6«  tangente.  Ces  lignes  de  jonction  seront  convergentes  ou  diver- 
gentes ; quelques-unes  pourront  être  parallèles  entre  elles.  Elles 
le  seraient  mêmes  toutes  s’il  s'agissait  d'une  surface  conique  régu- 
lière (/î g.  29,  planche  XXI).  Eu  effet,  la  génératrice  SI),  lieu 
géométrique  de  tous  les  points  de  contact  des  tangentes  aux  sec- 
tions équidistantes,  ayant  une  inclinaison  constante  de  la  base 
au  sommet,  les  points  de  rencontre  des  tangentes  seront  distants 
entre  eux  comme  le  sont  les  plans  horizontaux  coupants.  Il  y a 
équidistance  verticale  entre  ceux-ci,  il  y aura  donc  équidistance 
horizontale  entre  les  divisions  de  AB'.  Il  devient  évident  que 
chacune  des  lignes  AB  et  AB'  étant  divisée  en  parties  égales,  les 
droites  qui  uniront  les  points  correspondants  de  l’une  et  l’autre 
seront  parallèles. 

Revenant  à la  question  principale , nous  dirons’que , si  deux 
lignes  do  jonction  sont  parallèles,  elles  détermineront  un  plan 
qui  coupera  celui  qu’on  peut  faire  passer  par  les  deux  tangentes 
correspondantes  et  consécutives  suivant  une  ligne  droite.  Celle 
droilo,  prolongée  suffisamment,  viendra  rencontrer  la  traco  AB, 
et  puisqu’elle  est  contenue  aussi  dans  le  plan  des  deux  tangentes, 
ce  plan  passera  également  par  la  ligne  horizontale  donnée  AB. 

S’il  n'y  a pas  deux  lignes  de  jonction  parallèles,  mais  si  elles 
sont  d’abord  convergentes,  puis  divergentes  ensuite,  ce  sera, 
comme  il  a été  dit  plus  haut  lorsque  lo  raisonnement  s’appliquai  t 
aux  tangentes  horizontales  , ce  sera  celle  qui  est  l'intermédiaire 
entre  les  unes  et  les  autres,  et  qui  forme  l’angle  maximum  d'un 
côté  et  minimum  de  l'autre  avec  AB',  ou  aussi  avec  AB. 
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Si,  enfin,  ces  lignes,  qui  servent  à découvrir  les  tangentes  favo- 
rables à la  solution  du  problème , sont  toutes  convergentes  ou 
toutes  divergentes:  cela  exprime  qu'il  n'y  a pas  poRibihtè  de  ré-  - 
soudrc  la  question. 

250.  Soient  donné»,  une  surface  par  ses  sections  horizontales, 
un  plan  vertical  par  sa  trace  et  un  point  contenu  dans  ce  plan  par 
sa  projection  et  sa  cote  : on  demande  de  faire  passer  par  le  point 
donné,  u u plan  tangent  à la  surface  en  un  point  de  l intersection  de 
la  surface  par  le  plan  vertical. 

1*0  est  la  trace  du  plan  vertical  cl  P la  projection  du  jjpint  [fiy. 
.‘50.  planche  XXI).  Par  ce  point,  on  mène  une  droite  PB,  faisant 
un  angle  quelconque  avec  PQ,  et  on  la  divise  en  parties  égales, 
que  l'on  joint  avec  les  points  de  cotes  analogues,  sur  1 intersection 
des  courbes  par  le  plan  vertical  PQ.  PH  représente  alors,  comme 
dans  plusieurs  circonstances  précédentes,  une  droite  dans  1 es- 
pace, plus  ou  moins  inclinée  à l'horizon,  selon  que  ses  divisions 
sont  plus  ou  moins  serrées.  Cela  importe  peu,  puisqu’il  s'agit  seu- 
lement de  trouver  une  suite  d'horizontales , afin  de  reconnaître 
>i,  entre  toutes,  il  y en  a deux  consécutives  parallèles. 

S'il  en  est  ainsi , elles  sont  comprises  l une  et  l'autre  dans  un 
plan  passant  par  PR,  et,  par  conséquent,  par  P.  L’intersection 
de  ce  plan,  par  le  vertical  donné,  est  une  droite  projetée  suivant 
PQ  ; AB,  élément  de  la  surface  proposée,  appartient  h cette  droite 
qui  représente  la  tangente  menée  par  P à la  courbe  d'inter- 
section verticale.  Le  plan  tangent  demande  est  alors  connu  : 
car  il  doit  contenir  cette  tangente  et  la  tangente  horizontale  A r. 
La  trace  est  parallèle  et  l'échelle  de  pente  perpendiculaire  h 
cette  dernière.  De  plus,  la  division  de  l’échelle  dépend  des  cotes 
de  P et  de  A.  Le  problème  est  donc  résolu. 

Il  ne  résulte  pas  nécessairement  de  ce  qui  précède  que  le  plan 
tangent  passe  aussi  par  BV,  c’est-à-dire  que  AI  et  BV  soient  pa- 
rallèles. Le  plan  est  langent  au  point  A seulement,  et  peut-être 
sécant  en  B : mais,  réciproquement,  on  peut  mener  un  plan  tan- 
gent en  B,  qui  serait  sécant  en  A.  L’élément  AB  est  alors  1 inter- 
section de  deux  plans  tangents  très-voisins. 

S'il  ne  se  rencontre  pas  deux  lignes  de  jonction  consécutives 
parallèles,  celle  qui  détermine  le  point  de  tangence  demandé  est 
toujours,  comme  nous  l'avons  dit  pour  un  cas  semblable,  la  droite 
où  se  terminent  les  convergences  et  où  commencent  les  diver- 
gences des  autres  lignes  de  construction.  La  direction  AB  n'est 
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point  celle  d'un  élément  normal  de  la  surface,  puisque  son  incli- 
naison est  quelconque  par  rapport  à la  section  horizontale  de  A et 
à sa  tangente.  Mais  elle  n'en  est  pas  moins , dans  une  très-petite 
partie  du  moins,  commune  à la  surface  et  à son  plan  tangent. 

Peut-être  demandera-t-on  si  la  droite  Plt,  dont  la  direction  et 
l'inclinaison  sont  arbitraires,  donnera  dans  toutes  ses  positions,  si 
du  moins  cela  a lieu  pour  l'une  de  ses  positions,  deux  horizontales 
consécutives  do  cotes  constantes?  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  le  pro- 
cédé serait  vicieux,  puisqu'il  indiquerait  un  point  de  tangence 
diffusent,  plus  ou  moins  élevé  suivant  que  la  droite  auxiliaire 
aurait  telle  ou  telle  direction,  telle  ou  telle  inclinaison. 

La  figuro  31 , planche  XXI,  indique  pour  la  droite  auxiliaire, 
trois  projections  différentes,  Plt,  PR'  PR",  et  fait  voir  que  pour 
chacunes  d’elles  c'est  toujours  la  mémo  ligne  de  jonction  (3  sur 
la  figure),  qui  sépare  la  suite  des  angles  divergents  de  celle  des 
angles  convergents.  On  comprend  aisément,  d'ailleurs,  que  le 
changementde  position  de  la  ligne  PR  ne  modifie  que  d’une  même 
quantité  angulaire  celles  des  horizontales  qui  s'appuient  sur  ses 
points  de  division.  Leurs  projections  conservent  donc  la  même 
relation  entre  elles,  pour  telle  position  qu'il  convient  de  donner 
à PR. 

Ainsi,  la  direction  do  PR  est  indifférente  : mais  ce  qui  ne  l’est 
pas,  c’est  son  inclinaison  à l’horizon.  On  a fait  évidemment  va- 
rier, en  augmentant  ou  diminuant  la  dimension  arbitraire  donnée 
aux  Avisions  de  PR.  Si  l’on  trouve  donc,  dans  un  premier  essai, 
toutes  les  lignes  de  jonction  divergentes  ou  toutes  convergentes, 
c’est  une  preuve  que  l'inclinaison  donnée  à la  droite  auxiliaire 
ne  convient  pas.  On  la  fait  varier  et  l'on  procède  de  la  même  ma- 
nière jusqu'à  ce  qu'on  ait  réussi. 

251.  Par  un  point  donné,  faire  poster  un  plan  tangent  à une 
surface,  en  un  point  de  l'une  de  ses  courbes. 

Dans  le  problème  précédent,  on  imposait  la  direction  PQ  sur 
laquelle  devait  se  trouver  le  point  de  tangence.  Ici,  celte  direc- 
tion est  inconnue;  mais  la  hauteur  est  fixée.  C’est  sur  la  section 
AB,  par  exemple  ( pg . 32,  planche  XXI)  qu'il  doit  être. 

Observons  d'abord  qu’une  droite  telle  que  Pm,  soit  dans  l’es- 
pace, soit  en  projection,  rencontre  la  courbe  inférieure  ou  sa 
projection  en  un  point  n qui  divise  Pm  proportionnellement  aux 
hauteurs  de  m et  n au-dessus  de  P.  Le  rabattement  annexé  à la 
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figure  le  ferait  voir  au  besoin.  Ce  fait  est  le  résultat  de  la  simili- 
tude des  triangles  qui,  là,  sont  représentés  parpry  pc' y'. 

Si  par  les  points  m et  n,  on  mène  deux  lignes  parallèles,  elles 
couperont  une  autre  droite  quelconque  PC,  PD,  PE,  partant  de  P 
dans  le  même  rapport  que  Pm,  P»  ; et,  dans  le  cas  où  ces  doux 
lignes  seraient  tangentes  aux  courbes,  le  problème  serait  résolu 
puisqu’elles  détermineraient,  combinées  avec  PC,  PD  ou  PE,  le 
plan  tangent  passant  par  P. 

Celle  considération  rend  la  solution  du  problème  facile.  En 
effet,  du  point  P,  comme  centre,  on  trace  deux  arcs  de  cercles, 
dont  les  rayons  sont  plus  ou  moins  grands,  pourvu  toutefois 
qu’ils  soient  entre  eux  dans  le  rapport  que  nous  mentionnions 
tout  à l’heure,  celui  des  différences  do  niveau  de  la  courbe  AB 
et  de  celle  qui  lui  est  immédiatement  inférieure  ou  supérieure, 
par  rapport  à P.  On  trace  un  certain  nombre  de  rayons  PC,  PD, 
PE,  jusqu’à  ce  qu’on  rencontre  celui  qui  convient,  comme  nous 
allons  le  dire. 

Des  points  E et  E',  de  l’un  d eux,  on  mène  deux  tangentes  ho- 
rizontales aux  sections  dans  les  plans  desquelles  clics  se  trouvent. 
Les  plans  de  tangence  sont  en  m et  m'  ; mais  Em,  E'm'  ne  sont 
pas  parallèles;  m et  n ne  conviennent  donc  pas.  On  continue  à 
opérer  ainsi  par  tâtonnement,  c’est-à-dire  que  l’on  essaie  les 
points  D,D'  d’un  autre  rayon,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on 
rencontre  deux  points  C.CC  tels  que  les  tangentes  qui  les  unis- 
sent aux  courbes  horizontales  soient  bien  parallèles.  C’est  ce 
que  présente  la  figure  21. 

M et  N unis  entre  eux  sont  un  élément  de  la  surface  : MC  et 
NC'  sont  des  horizontales  du  plan  : sa  trace  passe  par  P dans  la 
direction  de  MC  : puis,  enfin,  l’échelle  de  pente  se  divise  en  rai- 
son de  la  différence  de  hauteur  de  M ou  de  AB  et  de  P. 

L’élément  MN.  si  les  sections  étaient  infiniment  rapprochées, 
serait  normal  aux  tangentes  : dans  la  pratique,  il  n’en  est  pas 
toujours  ainsi.  Le  plan  tangent  doit  passer,  dans  tous  les  cas,  par 
MN  et  par  les  deux  tangentes. 

Si  cependant,  les.  opérations  de  tâtonnement  n’amenaient  pas 
à la  découverte  de  deux  tangentes  exactement  parallèles,  celle 
qu’il  conviendrait  do  prendre  serait  toujours,  comme  dans  d’au- 
tres cas  analogues,  1 intermédiaire  entre  les  horizontales  conver- 
gentes et  divergentes. 
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252.  Mener  un  plan  tangent  à une  surface,  parallèlement  à un 
plan  donné. 

MN  et  AB  Ifig.  33,  planche  XXI)  sont  la  trace  et  l'échelle  do 
pente  du  plan  donné.  Les  horizontales  et  la  trace  du  plan  cherché 
doivent  être  parallèles  à MN.  L'échelle  de  pente,  parallèle  à AB, 
aura  des  divisions  de  mémo  dimension  que  les  siennes.  Après 
avoir  tracé  toutes  les  tangentes  aux  courbes,  parallèlement  à 
MN,  on  cherche  la  zone  dont  l’inclinaison  est  la  même  que  celle 
indiquée  par  AB  : car  il  y aura  contact,  suivant  l'élément  de  la 
normale,  entre  la  surface  et  le  plan  cherché.  Pour  trouver  celte 
zone,  on  prend,  en  un  lieu  quelconque  de  l’échelle  AB,  l'écarte- 
ment do  deux  horizontales  correspondant  à l'équidistance  des 
courbes  qui  décrivent  la  surface.  Dans  la  figure,  nous  avons  sup- 
posé l'échelle  AB  divisée  do  mètre  en  mètre  et  l’équidistance  de 
2 mètres.  Cherchant  quelles  sont  les  deux  tangentes  contiguës 
qui  sont  écartées  horizontalement  d’une  quantité  égale  à FG, 
nous  trouvons  que  ce  sont  celles  des  points  C et  D.  Ce  sera  donc 
suivant  l’une  de  ces  deux  tangentes  que  passera  le  plan  cherché. 
Ce  plan  sera  représenté  en  rabattement  par  C;  PC  Sa  Irace  PQ 
sera  déterminée  en  portant  en  contre-bas  de  C la  distance  CD  ou 
FG  autant  de  fois  qu’est  répétée  l’équidistance  entre  C et  P. 

11  peut  se  faire  qu'on  ne  trouve  nulle  part  entre  les  tangentes 
un  écartement  précisément  égal  à FG. 

Si  toutes  sont  plus  ou  moins  distantes,  le  problème  n'est  pas 
réalisable  : si  les  écartements  varient  assez  pour  qu'il  y en  ait  de 
plus  grands  et  de  plus  petits  que  FG,  la  tangente  qui  détermine 
la  position  du  plan  est  celle  qui  sépare  les  trop  grands  écarte- 
ments des  trop  petits. 

253.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'un  cône  dont  le  som- 
met est  donné,  avec  une  surface  à laquelle  il  doit  être  tangent. 

Les  méthodes,  indiquées  aux  paragraphes  250  et  251,  permet- 
tent de  déterminer  par  points  la  courbe  de  contact. 

25Î.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d’un  cylindre  tangent  à une 
surface  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à une  droite  donnée. 
MN  ( fig . 3!>,  planche  XXI)  représente  l’échelle  de  pente  de  la 
droite  dont  nous  suppose  l'origine  O en  M dans  le  plan  do  la 
section  horizontale  inférieure  de  la  surface  proposée.  La  courbe 
de  contact  s’obtiendra  encore  par  points  en  cherchant  successi- 
vement celui  de  tangence  de  chaque  génératrice  avec  l'intersec- 
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lion  de  la  surface  par  le  plan  vertical  qui  contient  cette  géné- 
ratrice. 

On  se  rappelle  que,  pour  y parvenir,  on  joint  par  des  droites 
les  points  cotés  de  même  sur  la  projection  de  la  droite  et  sur  la 
trace  du  plan  vertical.  S’il  n'y  en  a pas  deux  consécutives  paral- 
lèles, nous  savons  où  est  placé  le  point  cherché.  Si,  au  contraire, 
cette  circonstance  se  présente , au  lieu  d’un  point , c'est  une  ligne 
de  contact  qui  est  la  portion  d'intersection  des  deux  plans,  com- 
prise entre  les  parallèles. 

En  imaginant  un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  plans  verti- 
caux , on  obtient  un  pareil  nombre  de  points  ou  d'éléments 
communs. 

Pour  éviter  la  confusion  qu'entraînerait  la  multiplicité  des 
lignes  partant  des  divisions  de  l’échelle  de  pente  MN,  on  peut 
agir  plus  simplement,  en  remarquant  que  si  deux  divisions  quel- 
conques de  l’un  ou  l’autre  des  plans  verticaux  sont  distantes 
entre  elles  comme  leurs  correspondantes  sur  l’échelle,  les  lignes 
de  jonction  sont  parallèles;  que  si,  aucontraire,  cela  n’a  pas  lieu, 
mais  que,  dans  la  suite  des  distances  inégales  de  courbes  sur  PQ 
ou  toute  autre,  elles  deviennent  plus  petites  après  avoir  été  plus 
grandes  ou  réciproquement  qu’une  division  de  l'échelle , cela 
indique  que  le  point  de  contact  est  sur  la  ligne  de  démarcation 
des  unes  et  des  autres.  Il  suffit  donc  de  prendre,  avec  le  compas, 
une  ouverture  égale  à la  division  de  l'échelle,  qui  correspond  à 
l'équidistance  et  de  la  présenter  successivement  sur  les  traces  do 
tous  les  plans  verticaux.  C’est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  la 
eourbo  de  contact  représentée  sur  la  fg.  3i. 

255.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à deux  surfaces. 
Ce  plan  devra  contenir  les  tangentes  des  sections  des  deux  sur- 
faces aux  points  de  contact.  De  plus,  ces  tangentes  horizontales 
elles-mêmes  et  contenues  dans  un  même  plan  sont  parallèles. 

Le  problème  est  donc  ramené  h la  recherche  de  ces  parallèles 
et  pour  le  résoudre  voici  comment  on  peut  s’y  prendre. 

On  imagine  le  plan  tangent  cherché  coupé  par  un  plan  arbi- 
traire; puis,  considérant  l’intersection  qui  en  résulte  et  le  plan 
tangent  par  rapport  à l’une  des  surfaces,  seulement  d'abord, 
il  est  facile,  par  ce  que  nous  avons  vu,  § 2W?,  do  trouver  la  tan- 
gente qui  détermine  la  position  de  ce  plan  tangent.  On  se  rappelle 
qu'il  faut  mener,  par  toutes  les  divisions  égales  et  cotées  do  l’in- 
tersection,  des  tangentes  aux  courbes  qui  ont  respectivement 
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les  mêmes  cotes;  qu’entre  toutes,  on  sait  reconnaître  celle  qui 
appartient  au  plan  tangent  passant  par  la  droite  d’intersection 
et  par  conséquent  par  le  point  donné.  Ou  opère  précisément  de 
la  môme  sorte  à l'égard  de  l'autre  surface.  Si  les  deux  tangentes 
trouvées  de  part  et  d'autre  sont  parallèles,  cela  signiiio  claire- 
ment que  les  deux  plans  se  confondent  en  un  seul,  qui  est  celui 
cherché.  Si  le  contraire  arrive,  ce  qui  est  inliniment  plus  pro- 
bable, cela  prouve  que  la  droite,  qu’on  a prise  arbitrairement, 
n'étant  pas  contenuo  dans  le  plan  tangent  unique  cherché,  n’est 
que  l'intersection  de  deux  plans  tangents  partiels.  Il  faut  donc  ré- 
péter longtemps  et  par  des  tâtonnements  successifs,  des  essais  sem- 
blables, basés  sur  des  inclinaisons  diverses  de  la  droite  auxiliaire. 

Lorsqu’on  a enfin  trouvé  les  deux  parallèles,  tangentes  cha- 
cune h l'une  des  courbes  de  chaque  surface,  et  satisfaisant  à la 
condition  indispensable,  plusieurs  fois  déjà  énoncée,  on  peut 
dire  que  la  trace  et  l'échelle  de  pente  du  plan  demandé  sont 
connues.  Voir,  sur  la  fig.  35.  planche  XXI , les  opérations  qui 
viennent  d’être  décrites  : P projection  du  point  donné;  PQ  celle 
d’une  droite  arbitraire;  les  chiffres  placés  à droite  et  à gauche 
indiquent  deux  essais  relatifs  à deux  inclinaisons  différentes. 

Dans  la  première  opération , représentée  par  les  chiffres  de 
gauche  de  l’échelle  de  pente  PQ,  les  tangentes  6 A et  2 B sont 
parallèles,  mais  ne  satisfont  qu’à  cette  condition;  tandis  que  4 A 
et  5 B non  parallèles  déterminent  la  position  de  deux  plans  tan- 
gents se  coupant  suivant  PQ. 

Arrivant  au  second  essai , eu  passant  sous  silence  ceux  qu'on 
aurait  pu  faire  encore,  sans  plus  de  résultats  que  dans  le  premier, 
les  chiffres  de  droite  nous  indiquent  que  l'inclinaison  de  PQ  plus 
grande  que  la  première  satisfait  à la  solution  du  problème,  puis 
que  les  tangentes  3A  et  5B  sont  en  même  temps  parallèles  et 
limites  entre  les  convergences  et  les  divergences. 

250.  Mener  à deux  surfaces,  un  plan  langent  parallèle  à une 
droite  donnée. 

Nous  employcrons  une  marche  analogue  à la  précédente  : 

Soit  MN  la  projection  et  l’échelle  de  pente  de  la  droite.  Le 
plan  tangent  contiendra  une  droite  parallèle  à la  première  et 
dont  la  projection  peut  être  représentée  par  PQ.  Son  inclinaison 
étant  la  même,  il  nous  est  facile  de  la  diviser  proportionnelle- 
ment à l'équidistance. 

Supposons  l’équidistance  des  sections  de  surface  égale  à 2", 
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les  divisions  de  PQ  seront  doubles  de  celles  de  MN.  Si  nous  con- 
naissions l'intersection  de  la  ligne  projetée  en  PQ  par  l’un  des 
plans  horizontaux  qui  déterminent  les  sections  des  deux  surfaces, 
nous  connaîtrions  également,  en  vertu  de  l'équidistaiice,  tous 
les  autres  points  de  la  droite,  compris  dans  les  plans  coupants. 
Par  ces  points  on  mènerait  des  tangentes  aux  sections  des  sur- 
faces; on  rechercherait  de  part  et  d'autre,  celle  qui  jouit  de  la 
propriété  de  déterminer  le  plan  tangent;  puis,  si  les  deux  lignes, 
qui  satisfont  à cette  condition  pour  les  deux  surfaces  étaient  pa- 
rallèles, le  problème  serait  résolu , car  le  plan  est  parallèle  à MN, 
puisqu'il  passe  par  PQ;  et  il  est  tangent  aux  deux  surfaces,  puis- 
qu'il contient  les  deux  tangentes  parallèles  qui  aboutissent  à PQ. 

Mais  on  11e  connaît  que  la  projection  PQ  et  l'intervalle  de  ses 
divisions  : il  faut  donc  nécessairement  opérer  par  tâtonnement, 
en  attribuant  au  hasard  uno  cote  quelconque  à l'un  des  points, 
P par  exemple,  et  en  l'augmentant  ou  la  diminuant,  jusqu’à  ce 
qu'un  dernier  essai  fournisse  le  parallélisme  des  tangentes  carac- 
téristiques pour  chaque  surface.  La  fig.  3G  ( planche  XXI),  fait 
voir  que  trois  essais  ont  été  tentés.  Nous  avons  attribué  succes- 
sivement à P,  les  trois  cotes  1 , 2 et  3.  Les  cotes  des  autres  divi- 
sions étaient  la  conséquence  de  cos  trois  points  de  départ  et  les 
opérations  sont  distinctes  sur  la  figure,  parce  que  les  lignes  qui 
y sont  relatives  sont  discontinues,  ou  pleines  ou  ponctuées.  On 
reconnaîtra  facilement  que  c’est  le  système  représenté  par  des 
lignes  pleines  qui  résout  la  question,  puisque  les  tangentes  aux 
courbes  cotées  5 sur  les  surfaces  A et  B sont  parallèles  cl  séparent 
les  tangentes  divergentes  des  convergentes.  La  trace  du  plan 
cherché  est  donc  parallèle  à ces  tangentes  5 et  son  échelle  per- 
pendiculaire. L’une  et  l’autre  sont  indiquées  sur  la  figure. 

Généralement,  il  est  probable  qu’il  faut  varier  les  cotes  attri- 
buées aux  divisions  de  PQ  par  des  fractions  quelconques  de  l'é- 
quidistance. Ce  que  nous  avons  supposé  ne  peut  être  qu’un  cas 
particulier  préféré  pour  rendre  l'opération  plus  simple  à pratiquer 
et  à décrire. 

257.  Bien  ne  serait  plus  fucile  maintenant  que  d'indiquer  une 
application  immédiate  de  la  plupart  des  problèmes  résolus  dans 
ce  chapitre,  en  parlant  des  opérations  du  défilement.  Nous  ne 
ne  le  ferons  pas  : ce  serait  trop  nous  écarter  du  sujet  principal 
de  noire  ouvrage  et  empiéter  bien  témérairement  sur  une  science 
qui  est  du  domaine  spécial  du  génie  militaire. 
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CHAPITRE  XIV. 

COPIE  ET  RÉDUCTIONS  DES  CARTES  ET  PLANS. 

258.  Si  l’on  veut  reproduiro  un  dessin  à même  échelle,  on  en 
partage  la  surface  en  carrés  ou  rectangles  par  deux  systèmes  de- 
lignes  parallèles  tracées  légèrement  au  crayon  : on  trace, sur  une 
feuille  de  papier,  un  même  nombre  de  carrés  égaux  à ceux  de 
l'original  et  l’on  y dessine  de  proche  en  proche  tous  les  détails 
compris  dans  les  rectangles  correspondants  de  la  minute  ; cette 
opération  se  fait,  soit  à vue,  soit  en  rapportant  chaque  point  par 
<les  coordonnées,  soit  enfin  en  décrivant  deux  arcs  do  cercles  dont 
il  est  l’intersection.  Les  directions  des  lignes  s'obtiendront  en  pla- 
çant deux  de  leurs  points,  ou  en  les  imaginant  prolongées  jus- 
qu'à la  rencontre  des  côtés  du  rectangle  qui  les  comprend,  et 
en  reportant  les  points  do  rencontre  au  moyen  du  compas.  Dans 
les  parties  du  dessin  plus  chargées  de  détails,  on  pourra  multi- 
plier les  carreaux  ou  les  diviser  par  des  diagonales. 

259.  Si  le  dessin  à copier  est  trop  précieux  pour  y tracer  au- 
cune ligne,  on  pourra  le  couvrir  d’un  papier  transparent  ou  d’un 
verre  sur  lequel  on  établira  toutes  les  lignes  de  construction. 
Lorsqu'il  n’est  pas  chargé  de  détails,  ou  que 'l’échelle  est  un  peu 
grande  et  le  trait  assez  apparent,  on  peut  le  calquer  à la  vitre  sur 
le  papier  même  qui  doit  recevoir  la  copie.  Si  l'on  n’y  voit  pas 
assez,  c’est  sur  une  feuille  de  papier  trausparentk(huilé,  végétal, 
ou  de  gélatine)  que  l’on  calque  d'abord,  puis  on  reporte  cette  pre- 
mière copie  sur  la  feuille  à l’aide  de  papier  plombé. 

260  S’il  s’agit  de  changer  l’échelle  de  la  copie  de  telle  sorte 

que  les  côtés  homologues  soient  dans  un  rapport  donné  on 

commence  par  tracer  un  cadre  dont  les  côtés  soient  dans  ce  rap- 
port avec  ceux  du  cadre  de  l'original,  puis  on  le  divise  en  un 
même  nombre  de  carreaux.  On  opère  ensuite  comme  ci-dessus  en 
réduisant  toutefois  dans  le  rapport  indiqué  les  longueurs  prises  au 
compas  sur  le  modèle.  On  se  sert  pour  cela  ou  d'un  angle  ou  d'un 
compas  de  réduction. 

Pour  construire  un  angle  de  réduction  , on  trace  deux  lignes 

AB  wi 

AB,BC  {fig.  197)  de  longueurs  telles  que  l’on  ait  gg  = - ; on 
achève  le  triangle  en  unissant  A et  C,  puis  on  mène  dans  l'inlé- 
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rieur  des  parallèles  à ïiC  qui  forment  ainsi  une  série  de  triangles 

semblables.  Il  résulte  de  là  qu'une  ligne  telle  que  bc  est  toujours 
la  réduction  de  la  base  correspondante  Ab.  Il  est  superflu  d'ajou- 
ter que  les  droites  AB,  BC  font  entre  elles  un  angle  quelconque. 

261.  Le  compas  de  réduction  sa  compose  de  deux  branches  AD, 
BC  {fig.  198)  se  croisant  en  un  point  O qui  est  la  charnière  du  com- 
pas dont  A,B,C  et  D sont  les  pointes  : les  branches  sont  disposées 
do  manière  que  toujours  la  ligne  qui  unirait  A à B soit  parallèle  à 
celle  qui  irait  de  C en  D : il  s’ensuit  que  l'on  a AB  : CD  : : AU  : 01) 
et  par  conséquent  que  CD  étant  la  longueur  d un  c6lé  sur  le  mo- 
dèle, AB  sera  son  homologue  sur  la  copie,  si  l'on  a pu  établir  d'a- 
vance entre  AO  et  OD  le  rapport  des  deux  échelles.  C'est  à quoi 
I on  parvient  facilement  en  raison  de  la  construction  do  l’instru- 
ment. Le  pivot  0 {fig.  199)  traverse  les  joues  du  compas  par  deux 
fentes  longitudinales  dans  lesquelles  on  peut  le  faire  glisser,  seu- 
lement quand  elles  se  superposent.  L'une  des  branches  AD  porte 
des  graduations  qui  indiquent  que  le  pivot  leur  correspondant,  le 
rapport  de  AO  à OD  est  J,  g,  g,  g,  etc. 

262.  Quelquefois,  les  points  principaux  du  dessin  à réduire  sont 
d’avance  placés  sur  la  feuille  de  la  copie,  mais  dans  un  autre  sys- 
tème de  projection  : on  no  peut  alors  diviser  l’original  et  la  copie 
en  un  nombre  égal  de  carreaux , puisque  les  projections  d’un 
même  point  n'occupcraient  pas  identiquement  la  même  position 
dans  deux  carrés  homologues.  On  commence , dans  ce  cas,  par 
unir  tous  ces  points  principaux  par  des  lignes  qui  forment  une 
suite  do  triangles  un  peu  dissemblables  sur  l'une  et  l'autre  feuil- 
les, en  raison  de  la  différence  de  projection,  puis  on  divise  de 
la  mémo  manière  les  triangles  correspondants. 

263.  Si  l’on  demande  que  les  surfaces  et  non  les  côtés  homo- 
logues soient  dans  un  rapport  donné  p :q-,  en  représentant  par 
S,  S',  A A'  les  surfaces  des  deux  dessins  et  les  deux  côtés  homo- 
logues, on  aura  S : S'  ::  A2  : \n  ::  p : q,  d’où  A1  = A Pour 

trouver  A',  on  peut  employer  la  méthode  graphique  suivante  : 

Sur  une  droite,  on  porte  bout  à bout  deux  longueurs  BE.CE 
(fig.  200)  entre  elles  comme  p et  q.  Par  le  point  E,  on  élève  une 
perpendiculaire , et  sur  BC,  on  décrit  une  demi-conférence  : 
unissant  leur  point  de  rencontre  D à B et  C,  on  forme  deux  trian- 
gles semblables  qui,  ayant  même  hauteur,  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  : leurs  surfaces  sont  proportionnelles  aux  carrés  des 
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côtes  homologues,  dont  BD  : CI)  : : BE  : EC.  Eu  faisant  le  rap- 
port des  côtés  pour  les  deux  dessins,  le  même  que  celui  de  BD  à 
CD,  on  aura  donc  résolu  le  problème.  On  peut,  si  l'on  veut,  dans 
l'angle  BDC,  mener  des  parallèles  à la  base,  et  l’on  est  assuré  que 
les  portions  de  l’un  des  côtés  de  l’angle  limitées  à ces  parallèles 
sont  les  réductions  des  portions  correspondantes  sur  l’autre. 

Il  sera  toujours  facile  de  déduire  l’échelle  nouvelle  de  la  con- 
struction précédente  : en  effet,  si  l'échelle  première  est  on 
porte  sur  BD-un  décimètre,  par  exemple  de  1)  en  G \ il  représente 
1000”;  et  par  conséquent  DII  équivaut  également  à 1000”  sur  le 
nouveau  plan.  On  mesure  DH  etl'ontrouvequc  celle  ligne  a 0”,25 
supposons, il  s'ensuit  que  0“,025  représente  1000”,  etque  l'échelle 
nouvelle  est  —J—,  Les  différents  moyens  que  nous  venons  d’indi- 
quer deviennent  fort  longs  quand  il  s'agit  de  plans  détaillés  et  d’une 
grande  étendue  : on  y supplée  par  l’emploi  de  deux  instruments 
qui  abrègent  beaucoup  les  opérations  et  dont  nous  allons  donner 
la  description  et  indiquer  l'usage. 

204.  Pantographe.  Cet  instrument  se  compose  de  quatre  règles 
AB,DC,AD,BC  égales  en  longueur,  ou  tout  au  moins  égales  deux 
b deux  : elles  sont  unies  par  quatre  articulations  A,B,C,D  (fg. 
201',  de  manière  que  leur  ensemble  forme  toujours  un  losange  ou 
un  parallélogramme  dont  les  angles  seuls  varient.  A un  point 
fixe  K est  adapté  un  calquoir  : en  M est  placé  un  axe  vertical 
traversant  une  douille  qui  est  adhérente  à la  branche  CD.  Tout 
l'instrument  peut  ainsi  se  mouvoir  autour  de  cet  axe  qui  est 
maintenu  par  une  masse  deplombdans  laquelle  il  est  vissé.  Pour 
rendre  plus  doux  les  mouvements  du  pantographe,  il  repose  sur 
des  roulettes  placées  en  A et  aux  extrémités  des  côtés  AB, AD 
prolongés. 

Cela  posé,  démontrons  que  si  un  crayon  est  fixé  en  P sur  le 
prolongement  de  ADetà  la  rencontre  de  la  droite  MK,  il  décrira 
une  figure  semblable  h celle  que  l’on  fera  parcourir  au  calquoir, 
et  déplus  le  rapport  des  côtés  homologues  des  deux  figures  sera 
le  même  que  celui  des  distances  de  P et  K au  pivot  M : en  effet, 
les  côtés  AK  et  DM  étant  constamment  parallèles  et  de  longueurs 
invariables  de  mémo  que  AP  et  DP,  il  en  résulte  que  les  triangles 
AKP,DMP  sont  toujours  semblables  et  fournissent  les  propor- 
tions ( fig . 202) 

ak  : dm  : : ap  : dp  : : kp  : mp.  au»  : d»m  : : a>p>  : d<p'  : : k'P'  : mp> 

. •*-  .30 
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et  puisque  AK  — A'K',  l)M=D'M  on  déduit  KP  : K'P'  ::  PM  : P'M 

ou  km  + mp:kim+mp':;pm:p'm  et  enfin  km  : k«m  ::  pm  : P'M. 


Il  est  évident  maintenant  que  les  triangles  KK'M,PP'M  sont 
semblables  puisqu’ils  ont  un  angle  égal  M compris  entre  des  côtés 
homologues  proportionnels  : ainsi  les  lignes  KK/  et  PP'  parcou- 
rues par  le  calquoir  et  le  crayon  sont  parallèles,  et  dans  le  mémo 
rapport  que  KM  et  MP. 

263.  Si  l’on  veut  que  les  échelles  des  deux  plans  soient  entre 
elles  comme  m et  n,  il  faut  faire  en  sorte  que  KM  et  MP  le  soient 
aussi.  Reste  donc  à trouver  la  position  de  M sur  I)C  et  celle  de  P 
sur  AD  qui  satisfassent  à cette  condition. 

La  comparaison  des  triangles  semblables  AKP.DMP  donne 
AK  : DM  : : KM  + MP  : MP  et  AD  : DP  : : KM  : MP.  Dési- 
gnant par  « et  b le9  longueurs  constantes  AD  et  AK,  par  a:  et  y 
les  variables  DP  et  DM,  et  substituant  m et  n aux  lignes  MP  et 
MK,  les  deux  proportions  ci-dessus  se  transforment  en 

&»y!îw*“f"n*w  n l x l \ n l m. 

. m tu 


En  attribuant  des  valeurs  diverses  à m et  à n,  on  a calculé 
celles  de  x et  de  y correspondant  à différentes  échelles  et  on  les 
a tracées  sur  les  deux  branches  du  pantographe.  On  peut  s’as- 
surer de  l’exactitude  des  nombres  trouvés  pour  x et  y en  plaçant 
une  règle  sur  K et  M ; puis  en  voyant  si  elle  passe  bien  par  le 
point  P trouvé. 

266.  Micrographe.  Cet  instrument,  que  l’on  nomme  aussi  pro- 
sopographe , diffère  du  précédent  en  ce  que  ce  n’est  pas  par  le 
déplacement  des  points  P et  M (fig.  203)  sur  les  règles  DC  et  AD 
qu’on  modifie  le.  rapport  des  échelles , mais  par  celui  des  deux 
pivots  B et  D.  Puisque  M est  invariable  de  position  sur  DC,  nous 
pouvons  l’établir  en  C : ceci  n’est  au  surplus  d’aucune  impor- 
tance. 

267.  Comme  pour  le  pantographe  , la  similitude  des  triangles 
AKP,DMP  entraîne  toujours  celle  des  figures  parcourues  par  K 
et  P.  Dans  ce  premier  instrument,  nous  avons  calculé  DM  et  DP 
en  fonction  des  constantes  AD  et  AK  que  nous  désignions  par  n 
et  3,  dans  le  micrographe  ; c’est  en  fonction  de  la  même  longueur 


ë 
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AK  ou  b et  de  AP  qui  est  ici  la  seconde  constante  a : nous  aurons 
toujours 

DM:ak;:f»m:PM  + km  c’est-à-dire 

m -f-  « 

Pour  trouver  DP  que  nous  nommerons  x,  nous  aurons 
. dp; ap:;ci>:pk  doù 

m-\-n 


Ordinairement , les  deux  règles  AK  et  AP  étant  égales  de  lon- 
gueur, a—  b et  les  expressions  de  x et  do  y sont  égales  enlre 

elles  et  représentées  par  b 

S’il  s'agit  de  copier  un  dessin  à la  meme  échelle  ou  do  le  ré- 
duire, on  a 


pour 


y=l* 


n * 

h 

II 

»*- 

<c 

JL 

Î-* 

T 

H 

y =16 

m 

~n=i 

• X=J h 

etc. 

268.  Les  règles  AP  et  MB  portent  des  divisions  AD,  Ad,  Ad', 
Ad",  etc.,  mB,  mb , mb' , mb"  ( fig . 203),  qui  sont  la  moitié,  les  doux 
tiers,  les  trois  quarts  , etc..,  de  AP  ou  de  son  égal  AK.  Les  règles 
AK,  MD  seront  divisées  de  manière  que  AB,  Ab,  Ab',  etc. , MD, 
md, md',  etc. , soient  la  moitié,  le  tiers,  le  quart,  elc. , do  la 
même  longueur  AP.  Quand  on  fera  correspondre  AB  avec  MB 
et  AD  avec  MD,  on  sera  certain  que  la  copie  aura  même  dimen- 
sion que  l'original  : si  ce  sont  les  divisions  Ab,mb,  Ad,md,  que 
l'on  réunit,  la  copie  sera  au  tiers  du  modèle,  etc. 

Des  trous  sont  percés  à ees  points  de  division  de  manière  à y 
pouvoir  placer  à volonté  les  pivots  B et  D ( fig.  204).  On  pourrait 
encore  mieux  pratiquer  de  longues  rainures  dans  les  quatre  règles, 
ce  qui  permettrait  des  divisions  beaucoup  plus  rapprochées 
que  ne  le  comportent  les  trous  entre  lesquels  il  faut,  pour  la 
solidité,  laisser  un  certain  intervalle.  En  C est  une  pointe  d’acier 
qui  entre  dans  la  table  pour  fixer  l’instrument  et  autour  de  la- 
quelle se  meut  le  micrographe.  Des  roulettes  adaptées  en  A,  B 
et  D rendent  plus  doux  le  jeu  de  l'instrument. 
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269.  Nous  ajouterons  à la  théorie  du  pantographe  une  courte 
description  de  sa  construction.  La  figure  202  n’en  donne  que  les 
lignes  mathématiques  : la  figure  205  présente  les  coulisses  dans 
lesquelles  on  place  le  calquoir  K et  le  crayon  P,  les  roulettes 
adaptées  au  moyen  de  pinces  aux  extrémités  des  branches  exté- 
rieures de  l'instrument , la  tige  à laquelle  tient  le  crayon  et  qui  % 
est  surmontée  d'une  cuvette  dans  laquelle  on  peut  placer  un 
poids  plus  ou  moins  considérable,  en  raison  de  la  dureté  du  crayon 

et  de  l'intensité  du  Irait  que  l’on  veut  obtenir.  Le  fil  indiqué  par 
une  ligne  ponctuée  passant  par  l'agrafe  du  pivot  A tient  à la  par- 
tie inférieure  du  porte-crayon  et  traverse  le  tube  dans  lequel  il 
a la  faculté  do  monter  et  de  descendre.  Le  dessinateur  en  tient 
constamment  l'autre  extrémité,  de  manière  à soulever  le  crayon 
et  éviter  qu’il  trace  une  ligne  sur  le  papier,  lorsqu'il  veut  porter 
le  calquoir  sur  un  autre  point  de  l'original. 

L’axe  vertical  M traverse  la  branche  CD  et  est  vissé  à sa  par- 
tie inférieure  dans  une  masse  de  plomb  garnie  en  dessous  de 
pointes  d'acier  très-courtes  et  très-aiguës  qui  assurent  la  posi- 
tion du  pantographe.  Des  vis  de  pression  placées  sur  les  trois  cou- 
lisses do  K,  M et  P en  arrêtent  le  mouvement  lorsqu’elles  sont 
une  fois  placées  convenablement.  Deux  séries  de  divisions  sont 
tracées  sur  les  deux  branches  DC  et  DI'i-  L’une  donne  des  posi- 
tions correspondantes  de  M et  de  P pour  reproduire  un  dessin  de 
manière  que  les  côtés  homologues  soient  dans  un  rapport  donné  : 
l'autre  sert  lorsque  c’est  le  rapport  des  surfaces  qui  est  déter- 
miné. 

270.  Pour  obtenir  les  graduations  relatives  à celle  seconde  cir- 
constance, nous  allons  modifier  les  expressions  do  a:  et  y trouvées 

plus  haut  : elles  sont  x=a  y = b pour  le  pantographe,  et 

x=b  y = l>  Pour  10  micrographe.  • • * 

Si  les  surfaces  doivent  être  dans  le  rapport  de  p à q,  on  aura, 
en  désignant  par  S,  S'  les  surfaces,  et  par  A,  A'  deux  côtés  ho- 
mologues de  la  minute  et  de  la  réduction 

s:S'::A*  : A'*::P  :9;  mais  on  a aussi  A;  A':»  donc  m : n ::(/>:  y-.,. 

,,  . m | / P m — » v'q 

» r <!  «"  + » VP  + V 9 w + " v/p_pv/v 
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et  ainsi,  pour  le  panlographe  x = a pour  le  micrographe, 
x = b y-,  et  pour  l'un  et  l'autre 


y—h\r,+  \, /* 


271.  Ce  serait  une  opération  peu  exacte  <jue  d’augmenter  les 
dimensions  de  la  copie,  c’est-à-dire  de  passer  d'une  petite  échelle 
à une  grande.  Si  cependant  on  avait  besoin  de  procéder  de  la 
sorte  pour  un  motif  quelconque,  on  conçoit  que  rien  ne  serait 
plus  simple  : il  suffirait  en  effet  do  changer  de  places  entre  eux  le 
calquoir  et  le  crayon;  si  les  échelles  devaient  être  dans  le  rap- 
port de  1 à 3,  on  amènerait  les  index  des  coulisses  M et  P aux 
divisions  qui,  sans  cette  mutation,  auraient  donné  celui  de  1 à 

272.  Lesdeux  instruments  et  leurs  mêmes  divisions  serviraient 
encore  à reproduire  les  dessins,  si  le  pivot  était  mis  en  P et  le 
crayon  en  M : ici,  les  figures  semblables  des  deux  dessins  seraient 
tournées  dans  le  même  sens  par  rapport  au  dessinateur,  tandis 
que  l'une  d'elle  est  renversée  dans  l'état  habituel  de  l'instrument. 
Il  y aurait  un  inconvénient  : ce  serait  d’établir  les  deux  feuilles 
trop  près  l'une  de  l’autre  ; elles  se  superposeraient  pour  peu  que 
leurs  surfaces  eussent  trop  d’étendue. 

273.  Si  le  pantographe  était  dépourvu  de  divisions,  on  pourrait 
encore  opérer  par  tâtonnement.  On  disposerait  le  pivot,  le  cal- 
quoir et  le  crayon  en  ligne  droite,  et  l’on  ferait  parcourir  au  cal- 
quoir, une  ligne  quelconque  do  la  minute  ; on  verrait  si  le  trait 
produit  par  le  crayon  est  à celte  ligne  dans  le  rapport  voulu.  S’il 
n'en  était  pas  ainsi , on  déplacerait  le  pivot  dans  le  sens  conve- 
nable, on  modifierait  la  position  du  crayon , pour  toujours  satis- 
faire à la  condition  que  K,  M et  P soient  en  ligne  droite,  et  l’on 
ferait  un  nouvel  essai. 

274.  Si  le  dessin  à réduire  est  d’une  grandeur  telle  qu’on  ne 
puisse  se  dispenser  de  déplacer  le  pantographe  durant  l’opération, 
il  faudra,  avant  ce  dérangement,  tracer  des  lignes  de  repère  ho- 
mologues, Soit  AB , ab  ces  deux  lignes  : après  avoir  donné  à 
l’instrument  sa  nouvelle  position,  on  place  lecalquoir  surAeton 
amène  a de  la  copie  sous  la  pointe  du  crayon  : pur  le  mouvement 
général  on  fait  dévier  le  crayon,  pour  permettre  d'enfoncer  une 
aiguille  en  « : on  place  le  calquoir  sur  11  ; puis  on  fait  pivoter 
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autour  de  a la  feuille  de  la  copie,  jusqu’à  ce  que  b arrive  préci- 
sément sous  le  crayon.  Dans  cet  état  de  choses  ou  peut  poursuivre 
le  cours  de  la  réduction. 

275.  Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  au  pantographe  en 
disant  qu'au  moyen  d’une  légère  modification,  on  est  parvenu 
pour  la  gravure  à réduire  immédiatement  sur  le  cuivre.  Il  fallait 
pour  cela  obtenir  une  réduction  symétrique  ou  renversée  de  l’o- 
riginal, et  c'est  ce  qui  arrive  lorsqu'au  lieu  du  crayon  on  place 
un  traçoir  d’acier  dont  la  pointe  est  en  haut.  La  planche  de  cuivre 
est  au-dessus  et  présente  sa  face,  enduite  de  vernis,  b la  pointe  qui 
appuie  contre  elle  par  l'effet  d'un  ressort  placé  en  contre  bas.  On 
fait  parcourir  les  contours  do  l'original  par  le  calquoir,ct  le  tra-' 
çoir  reproduit  la  figure  symétrique  sur  le  cuivre  en  enlevant  le 
vernis  et  mettant  le  métal  b découvert.  Une  glaco  placée  sous  le 
pantographe  permet  au  dessinateur  de  pouvoir  suivre  plus  faci- 
lement les  progrès  do  son  travail.  Il  est  presque  superflu  de  dire 
que,  dans  ce  cas,  le  fil  qui,  du  traçoir,  arrive  au  moyen  de  poulies 
de  renvoi  b la  main  du  dessinateur  , produit,  quand  on  le  tire  , 
un  effet  contraire  b celui  que  nous  avons  indiqué  n°  269,  c’est-à- 
dire,  qu’il  fait  descendre  la  pointe.  - 
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276.  Cet  instrument  n'a  qu’un  rapport  très-indirect  avec  la 
topographie  proprement  dite,  aussi  n’en  parlerons-nous  que  pour 
indiquer  seulement  les  propriétés  sur  lesquelles  sont  fondées  ses 
divisions  cl  comment  il  sert  b résoudre  différentes  sortes  de  pro- 
blèmes. Nous  renvoyons,  pour  de  plus  grauds  développements,  à 
l’ouvrage  d'Ozanam,  intitulé  Usage  du  compas  de  proportion,  ou 
mieux  encore  b celui  qui,  sous  le  même  litre,  a été  publié  posté- 
rieurement par  Garnier,  et  imprimé  en  179Î  par  Firmin  Didot. 

Le  compas  de  proportion  est  composé  de  deux  règles  en  cuivre, 
réunies  par  un  pivot  autour  duquel  elles  ont  la  liberté  de  tour- 
ner, de  manière  b former  entre  elles  tous  les  angles  de  Os  jusqu’à 
200s  C'est  la  mémo  forme  que  celle  de  l'ancien  pied  de  roi. 

Sur  l'une  de  ses  faces  {fig.  206)  sont  tracés  sur  les  deux  bran- 
ches plusieurs  systèmes  de  lignes  partant  du  centre  et  également 
inclinées  deux  à deux  sur  la  ligne  du  milieu. 
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Les  deux  lignes  extérieures  symétriques,  désignées  sous  le  nom 
de  parties  égales,  sont  divisées  chacune  en  200  parties  : elles  ont 
0 pouces  de  long,  ce  qui  donne  Olig.  30  pour  chaque  division. 

Les  suivantes  sont  celles  des  plans  : elles  contiennent  6't  divi- 
sions qui  décroissent  suivant  une  proportion  dont  nous  parlerons 
tout  à l'heure.  Enfin,  viennent  les  lignes  des  polygones. 

Sur  l’autre  face  se  trouvent  les  lignes  des  cordes,  celles  des  so- 
lides et  celles  des  métaux  ; parallèlement  aux  bords  du  compas, 
on  voit  des  divisions  ayant  pour  titre,  d'un  côté  poids  des  boulets, 
et  de  l’autre  calibre  des  pièces.  Il  faut  pour  l'emploi  de  ces  deux 
échelles  que  le  compas  soit  entièrement  ouvert. 

277.  Lignes  des  parties  égales.  Comme  il  est  très-important  que 
les  divisions  soient  bien  exactes , on  emploie  pour  les  tracer  un 
compas  à verge  et  h micromètre  (voir§  123). 

Nous  allons  passer  en  revue  quelques-uns  des  nombreux  pro- 
blèmes que  l’on  peut  résoudre  au  moyen  des  lignes  des  parties 
égales.  • . 

On  demande  que  les  deux  branches  du  compas  fassent  entre  elles 
un  ar\gle  donné  <p. 

Eu  considérant  la  ligne  entière  AC  (fig.  208)  comme  le  rayon , 
et  en  supposant  le  problème  résolu,  CF  sera  le  double  du  sinus 

Cp 

de  5 : si  l'on  imagine  la  droite  qui  unit  les  deux  points  cotés  100, 
on  voit  qu'en  vertu  des  trianglesscmblables,  BG  est  moitié  de  CF, 
puisque  AB  est  moitié  de  AC  j donc  BG  =CD=sin.  -.  Si  donc, 

<p 

on  cherche  la  longueur  du  sinus  de  l’angle  — et  si  l’on  ouvre  le 

compas  de  proportion  de  manière  que  la  distance  entre  les  deux 
points  100  soit  égale  à ce  sinus,  l'angle  CAF  sera  l'angle  cherché. 

Trouver  la  »"•  partie  d'une  ligne  AA'  donnée.  On  choisira  sur 
la  ligne  des  parties  égales,  un  nombre  oA  divisible  par  n : soit 
oC  le  quotient  {fig.  209).  On  ouvrira  le  compas  jusqu'à  ce  que  la 
distance  des  nombres  correspondants  AA*  soit  égale  à la  ligne 
donnée,  et  alors  CC'  sera  la  quantité  cherchée  : en  effet , on  a 

_ OA  A A* 

AA'  ;CC':  :OA:OC  ; mais  OC=  — , donc  CC'—  — . Si  la  ligne  don- 
née était  trop  grande  pour  pouvoir  être  embrassée  par  les  deux 
branches  du  compas,  on  porterait  de  A en  A'  la  moitié,  lo  tiers 
ou  toute  autre  fraction  et  CC'  serait  la  même  fraction  de  la 

A 

n*  partie  de  la  ligne  donnée. 
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Partager  une  ligne  en  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rap- 
porl  des  nombres,  m,n,p,  etc. 

Il  faut  faire  la  somme  m-f  n-f p-j-etc.  (/ty.210);  puis  ouvrir 
le  compas  de  manière  que  la  transversale  correspondant  k S soit 
la  ligne  donnée  ; alors  celles  qui  correspondront  à m,  m-pn,  m-t- 
n + p,  etc.,  portées  sur  cette  ligne,  détermineront  les  fractions 
cherchées  do  la  ligne  entière. 

Connaissant  le  nombre  n de  parties  égales  contenues  dans  une 
ligne  AA',  trouver  celui  n'  que  contient  une  autre  droite  CC'-  On 
ouvre  le  compas  de  manière  que  la  distance  des  numéros  n situés 
en  A et  A'  soit  égale  à la  ligne  donnée  : on  cherche  par  tâtonne- 
ment, avec  une  ouverture  de  compas  (ordinaire)  égale  k CC les 
numéros  n'  correspondants  qui  la  contiennent , et  le  problème 
est  résolu. 

Trouver  par  approximation,  une  ligne  droite  égale  à une  circon- 
férence d’un  diamètre  connu. 

Le  rapport  du  diamètre  k la  circonférence  est  1 : 3,  1415  ou 
100  : 314  ou  encore  50  : 157.  Ouvrant  donc  le  compas  de  ma- 
nière que  la  distance  des  deux  points  50  {fig.  212)  soit  égale  au 
diamètre,  la  ligne  qui  unira  les  numéros  157  sera  égale  en  lon- 
gueur à la  circonférence  : cela  résulte  encore  de  la  similitude  des 
triangles. 

A trois  lignes  données,  trouver  une  quatrième  proportionnelle. 

On  fera  OA,  OC  et  AA'  {fig.  209)  respectivement  égales  k cha- 
cune des  données  du  problème;  puis  CC',  qui  unit  les  points  cor- 
respondants sur  les  deux  branches  , sera  la  ligne  cherchée.  Ceci 
fournit  le  moyen  de  mener  par  un  point  déterminé,  une  ligne  au 
point  de  concours  de  deux  autres.  Soient  acb  l'angle  dont  le  som- 
met c {fig.  213)  est  inaccessible,  et  d le  point  donné. 

Il  s'agit  de  trouver  un  second  point  g de  la  droite  cherchée.  Par 
le  point  d,  on  mène  une  droite  rencontrant  les  dçux  côtés  du 
l’angle  en  deux  points  quelconques  a et  b;  puis,  en  avant  ei  k 
une  distance  aussi  grande  qu’on  le  pourra,  on  lui  mènera  une  pa- 
rallèle ef. 

Remarquons  que  si  la  ligne  cd  était  tracée  on  aurait  ab  : ef  : : 
ad  : eg,  puisqu’on  vertu  des  triangles  semblables  on  a ab  ! ef'.'.acl 
ce  et  ad  : eg  ; : ac  : ce,  On  fait  donc  sur  le  compas  de  proportion 
OA  [fig,  209)  = ab  [fig,  213),  AA'  = ad  ; on  prend  oc  = ef,  et  la 
distance  ce'  est  précisément  eg  cherchée. 
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Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  lignes  de  parties 

égales  fassent  un  angle  droit. 

Désignons  par  a et  b deux  nombres  quelconques.  Il  est  évident 
qu’en  faisant  x2  = a2  -f-  ê2>  portant  a sur  l'une  des  branches,  6 
sur  l’autre,  et  en  ouvrant  les  branches  du  compas  jusqu'à  ce  que 
les  extrémités  a et  6 soient  distantes  dex,  on  aura  résolu  le  pro- 
blème. Mais,  si  l’on  prenait  arbitrairement  a et  b,  il  serait  très- 
rare  que  x fût  un  carré  parfait  : car,  dans  les  15  premiers  nombres, 
par  exemple,  il  n’y  en  a que  trois  qui  puissent  satisfaire  à cette 
résolution  facile  du  problème  : ce  sont  3,  4 et  5 en  effet  3J-+-  42 
= 51,  ce  qui  revient  à 9 IG  = 25.  Voici  comment  on  s’y  prend 
pour  éviter  une  extraction  de  racine  : on  élève  x2  — a2  -f-  b1  au 
carré,  ce  qui  donne 

*4  = o«  + 4*  -)-  2a«&*  or  ««-f  l>(  = (««  — &«)*  -f  îa«fc« 

doncx4=(a2 — b2)  2-t-4  a2b2.  Cela  posé,  on  voit  que  si  l’on 
porte  sur  une,  branche  du  compas  a2— -6Iet2a6  sur  l’autre, 
l’hypoténuse  x2  sera  donnée  par  l’équation  première.  Ainsi,  il 
faut  choisir  deux  nombres  tels  que  leur  double  produit  soit  moindre 
que  200  : porter  ce  double  produit  sur  l’une  des  branches , porter 
la  différence  de  leurs  carrés  sur  l’autre  et  prendre  la  somme  de 
ces  mêmes  carrés  pour  hypoténuse.  Prenons  pour  exemple  a=8 
et  6=10,  nous  aurons 

2ab  =s  460,  — <**  = 36  et  a*  -|-  6*  = 164. 

Les  deux  premiers  nombres  sont  les  deux  cûtés  de  l’angle  droit 
d’un  triangle  rectangle  dont  l’hypoténuse  est  164.  En  élevant 
ces  trois  nombres  au  carré,  on  trouve  comme  vérification  25G00  -+- 
1296=  26896. 

278.  Lignes  des  plans.  Elles  sout  de  même  longueur  que  celles 
des  parties  égales  et  destinées  à donner  les  côtés  homologues  de 
64  figures  semblables,  dont  le  rapport  des  surfaces  est  celui  des 
nombres  depuis  1 jusqu'à  64.  Pour  construire  les  64  divisions 
correspondantes,  représentons  par  M la  plus  grande  de  ces  Ggurcs, 
celle  qui  aurait  pour  l'un  de  scs  cûtés  les  200  divisions  des  parties 
égales  et  par  N la  surface  d'une  autre  figure  dont  le  côté  homo- 
logue à 200  sera  x.  Nous  savons  qu’il  existe  entre  ces  diverses 
quantités  la  proportion 
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puisque  M est  représenté  par  64 , ü en  résulte  que 

KST=8  et  **=a0O^p  — Î3.  v/N  . 

En  attribuant  successivement  à N les  valeurs  1,2, 3...  63,  on 
trouve  pour  x les  longueurs  qu’il  faut  porter  à partir  du  ccnlre 
sur  les  deux  lignes  de  plans.  En  faisant  N égal  à 4, 9, 16, 25, 36, 49; 
nous  trouvons  la  progression  arithmétique  dont  la  raison  est 
25  -50-75-100-125  150-175...  pour  x;  nous  n'avons  pris  entre  1 
et  64  que  les  nombres  qui  sont  des  carrés,  pour  éviter  do  calculer 
VN  ; mais  on  conçoit  que  la  marche  est  la  môme  pour  les  autres 
nombres. 

Construire  un  triangle  semblable  à un  autre,  avec  la  condition  que 

n 

les  surfaces  soient  dans  un  rapport 

OA  et  OA'  (fig-  211)  sont  les  lignes  des  plans.  On  ouvre  l’angle 
de  manière  que  la  distance  transversale  des  numéros  n soit  AA' 
côté  du  triangle  donné,  et  alors  CC'  distance  entre  les  numéros  n' 
donne  le  côté  homologue  cherché  : en  effet , OA  et  OC  sont  les 
côtés  des  carres  dont  les  surfaces  sont  représentées  par  n et  n'  : 

ainsi  ÔÂ:  ÔC*:  d’ailleurs  OA  : OC  : : AA'  : CC'  donc  n : 

„'::XÂ*:cr 

Le  mémo  problème  se  résoudra  évidemment  de  la  même  ma- 
nière pour  les  polygones  et  les  cercles.  Pour  les  premiers , on  ' 
cherchera  le  côté  homologue  et  lo  diamètre  pour  les  autres. 

Deux  figures  semblables  étant  données,  trouver  leur  rapport. 

On  ouvre  arbitrairement  le  compas  et  1 on  fait  la  dislanco 
entre  deux  nombres  correspondants  quelconques  A,  A (fg.  209) 
des  lignes  des  plans , égale  h l’un  des  côtés  donnés  de  1 une  des 
figures , puis  on  cherche  par  tâtonnement  les  deux  nombres  cor- 
respondants C,  C'  dont  la  transversalejoit  égale  au  côté  homo- 
logue de  la  seconde  figure  : on  a alors  AA':  CC'  ::  AO  : CO  ::  m: 

«,  rapport  cherché. 

Ouvrir  le  compas  de  manière  que  les  lignes  des  plans  soient  rec- 
tangulaires entre  elles. 

On  note  deux  points  B et  C (fg-  214),  portant  môme  chiffre  m ; 
on  prend  sur  l’une  des  branches  la  distance  du  centre  au  point  A 
qui  porte  un  chiffre  double  2m,  puis  on  ouvre  les  brauches  du 
compas  jusqu'à  ce  que  cotte  longueur  OA  ou  2m  soit  égale  au 
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troisième  côté  du  triangle  dontOB  et  OC  sont  les  deux  premiers  : 
alors,  le  triangle  est  rectangle,  cor  on  a OA*:  ÔB*  ;2 m : m d’où 
OA*=2üb!  d’ailleurs  OA  = BC  et  OBmOC  donc  enfin  BC  = 

bôVôc! 

Construire  un  polygone  semblable  et  égal  en  surface  à deux  poly- 
gones donnés  semblables. 

On  ouvre  le  compas  à angle  droit;  on  porte,  sur  les  lignes  des 
plans,  les  longueurs  OA  et  OB  (fig.  215) , représentant  les  deux 
côtés  homologues  a et  a'  des  figures  données,  et  l’h^pothénuse 
,qui  joint  A et  B est  le  côté  homologue  cherché  x : en  eflcl,  S1 
et  S1'  désignant  les  surfaces  connues  et  S colle  qui  doit  être  égale 
à leur  somme,  on  doit  avoir  o*  : x 12  : S'  : S et  a5  : a'2  : : S'  : S". 

De  la  seconde,  on  peut  tirer  a : a-f-a:  ’.  S'  : S'  + S"  : : S'  S , 
car  on  demande  que  S = S'  -f-S  '.  Si  l’on  compare  la  première 
et  la  dernière  proportion,  on  en  tire  x2=a2-ha ,J;  mais  le  triangle 
rectangle  OAB  fournit  aussi  ABn=a5  a'2,  donc  AB  = ®. 

Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  a et  b. 

On  cherche  sur  les  parties  égales  le  rapport  de  a ot  b : soient  n 
et  n'  les  nombres  de  divisions  que  contiennent  les  lignes  données, 
on  a o : 6 ; ; n ; n' . On  ouvre  le  compas  do  manière  qi^e  la  distance 
entre  les  deux  chiffres  n des  lignes  des  plans  soit  une  quantité 
AA'=o  (fig.  211),  auquel  cas  la  ligne  CC'  qui  unit  les  deux 

chiffres  »'  est  la  moyenne-cherchée,  car  on  a n : n'  : : AO  : CO  et 
n : n'  ::  AA'  : CC'  puisque  AA'  : CC'  : : AO  : CO.  On  peut  donc 
écrire  AA'  : CC  ::  a : b ; multipliant  le  second  rapport  par  a , il 
vient  AA'  : CC1’ ::  a*:  ab  ot,  comme  AA'  n’est  autre  chose  que  a, 
il  en  résulte  que  CC'  = — = ab  ou  a : CC'  : : Cë'  : b.  Donc  en- 

a 

fin,  CC'  est  la  moyenne  proportionnelle  cherchée.  Cette  solution 
peut  encore  servir  à trouver  approximativement  le  côté  d'un  carré 
équivalant  en  surface  à un  cercle  donné. 

Désignons  par  x ce  côté,  il  faudra  que  fou  ait  x2=-tr2,  c’est- 
à-dire  »r  ! x : : x l r.  Prenons,  sur  les  lignes  des  plans,  les  nom- 
bres que  nous  aurons  trouvés  pour  et  r sur  celles  des  parties 
égales  et  dont  le  rapport  nous  est  connu  d'avance,  c'est  314  : 100 
ou  157:  50.  Faisons  AA'=  *r  et  nous  aurons,  comine  précédem- 
ment, \\f  : CC'*::  ?r  : r.  Multiplions  le  second  rapport  par  *r,  il 
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viendra  AA'*:  GG'  ::  (*r)s  : »r2  ; d’ailleurs  AA  / = *r,  donc  CG'  = 
jr2  ou  *r  : ce*  : :CC'  :r. 

* 

279.  Ligne»  des  polygone»  (construction).  Ges  lignes  donnent 
les  côtés  de  neuf  polygones  inscrits  dans  le  môme  cercle.  On  a 
pris  pour  le  côté  le  plus  grand  des  neuf,  celui  du  carré,  la  lon- 
gueur totale  des  parties  égales.  Cette  construction,  qui  est  celle 
usitée,  empêche  d'avoir,  sur  la  ligne  des  polygones,  le  côté  du  tri- 
angle inscrit,  puisqu’il  est  plus  grand  que  celui  du  carré.  Il  n'en 
serait  pas  ainsi  si  l'on  avait  pris  la  ligne  des  parties  égales  pour 
diamètre  du  cercle.  Nous  allons  voir  comment,  dans  l’un  et 
l’autre  cas,  on  passe  de  la  quantité  connue,  le  côté  du  carré  ou  le 
diamètre  du  cercle,  aux  côtés  de  tous  les  autres  polygones. 

Pour  trouver  le  rayon  du  cercle  ou  le  côté  de  l’hexagone  qui 
lui  est  égal , le  triangle  ABC  (fig.  216),  dans  lequel  C = 100', 
A = 59.  B=50  et  AB  côté  du  carré=200  (parties  égales),  nous 
donne 

sinX  ;«iD.  A ; ; AB  ; BC  ou  sin.  100»  ; sin.  50*  ;;  200  ; R 


Mais,  pour  trouver  le  sin.  50*,  on  remarque  que  r2  =2  sin.1 50. 


d’où  sin.  50*  e*  9UC  t*e  plus  s'n- 100'  = r ; r étant  le  rayon 


des  tables.  Si  l’on  suppose  que  r=l,  la  proportion  se  trans- 
forme en  1 :_L  ::200:H  <l’oii  K=—=  141,  4.  Telle  est 
Vi  l/î 

donc  la  longueur  du  rayôn  ou  du  côté  do  l’hexagone  comparati- 
vement au  côté  du  carré.=200. 


Pour  avoir  le  côté  AB  (fig.  217)  d’un  polygone  quelcon- 
que, on  unit  le  point  D milieu  de  AB  au  centre  C : l’angle 

ACD  sera  - , si  l'on  désigne  par  l’angle  sous-tendu  par  le  côté 

î • 

cherché.  Dans  le  triangle  rectangle  ACD,  on  a sin.  ADC  : 
sin.  ACD  : : AB  : AD,  ce  qui  revient  à 1 : sin.;  $ ::  141,4  : AD  ; 
de  là  AD  = 141,4sin.;?  ou  AB  = 282,8  sin.  { y. 

Il  est  clair  actuellement  qu’en  attribuant  à <p  telle  valeur  que 
l’on  voudra,  on  obtiendra,  par  l’addition  du  logarithme  de  la  con- 
stante 282,8  et  de  celui  de  sinus  la  longueur  du  côté  corres- 
pondant à <p.  C’est  ainsi  qu'en  faisant  <p  = 133*, 33  ou  le  tiers  do 


400",  on  trouve  pour  le  côté  du  triangle  inscrit 244,9 

De  la  môme  manière  pour  le  pentagone 160.2 

l'heptagone 122,66 
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De  la  même  manière  pour  l'octogone r . 108,0 

l’ennéagone 96,8 

le  décagone 87,V 

riiendécagone 79,6 

lo  dodécagone 73,2 


La  marche  est  identique , si  l'on  considère  1e  diamètre 
comme  égal  à 200  : il  faut  seulement  substituer  100  à 141,4 
pour  l’expression  du  rayon  dans  la  formule  qui  donne  le  côté  en 
fonction  du  rayon  et  de  sin  ) On  trouve,  dans  ce  cas,  au  moyen 


de  AB  =s  200  sin.  ^ <p,  le  diamètre  étant  200  , 

le  côté  du  triangle 173,2 

du  carré.  .‘ lit, 42 

du  pentagone 117,46 

de  l’hexagone 100 

do  l’heptagone 86,77 

de  l'octogone 76,54 

de  l’ennéagone.  68,40 

du  décagone 61,79 

du  l’hendécagone 56,34 

du  dodécagone 51,74 

(Usage  des  lignes  des  polygones). 


Décrire  un  polygone  régulier  de  M côtés  dans  un  cercle  d'un  rayon 
donné. 

On  ouvrira  le  compas  do  manière  que  la  distance  entre  les  nu- 
méros 6 ( fig . 218)  soit  égale  à ce  rayon,  et  alors  celle  des  numé- 
ros M sera  le  côté  du  polygone  cherché  : les  distantes  des  points 
6 et  M au  centre  O représentent  les  côtés  de  l’hexagone  et  d’un 
polygone  inscrit  dans  le  môme  cercle  : il  s’ensuit,  puisque  06  : 
OM  ::  6.  6 : MM,  que  6.6  etOM  seront  les  côtés  homologues  dans 
un  autre  cercle,  mais  le  côté  ffe  l’hexagone  n’est  pas  autre  chose 
que  le  rayon,  donc  MM  est  bien  le  côté  cherché. 

Construire  un  polygone  de  M côtés  sur  une  ligne  donnée, 

On  voit  que  ce  problème  est  l’inverse  du  précédent,  etqu’ainsi, 
ayant  ouvert  le  compas  jusqu’à  ce  que  la  transversale  MM  soit 
égale  à la  ligne  donnée,  la  distance  des  numéros  6 est  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  polygone  que  l’on  se  propose  de  construire. 
Il  ne  reste  donc  plus  qu’à  décrire  ce  cercle  et  porter  sur  la  cir- 
conférence M cordes  égales  à MM. 

Sur  une  ligne  donnée,  construire  un  triangle  isocèle,  avec  cette 
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condition  que  lanqlc  au  sommet  soit  dans  un  rapport  connu  n avec 
les  angles  égaux  adjacents  à la  base.  < 

En  désignant  par  x l’angle  au  sommet  évidemment  fonction  de 

„ 200 

n,  on  aura  x -+-  2na;=:‘200  et  x = Si,  parmi  toutes  les  va- 
leurs que  l’on  peut  attribuer  Un,  nous  lui  donnons  successive- 
ment celles  de  J,  1,  *,  j,  {,  2 ~ et  J,  nous  trouvons  pour  x l'an- 
gle sous-tendu  par  le  côté  de  l'un  des  polygones  réguliers  in- 
scrits, que  déjà  nous  avons  mentionnés  ; et,  dans  ces  différents  cas, 
le  compas  de  proportion  résout  le  problème  aussi  facilement  que 
tous  ceux  que  nous  avons  cités  jusqu'à  présent.  Eu  faisant  n = \, 
il  vient  x = ^ = 100  angle  sous-tendu  par  lo  côté  du  carré. 


n=>};  x=\^  = 80'  pentagone 
»«  ==  S ; *J°  =66,66  faeiagone 

n = { ; x =■  "i0  = 57 ,1  heptagone 
n = J;x  = iÿ!*=50  octogone 


n=  l ; x — ^ = U, 44  enuéagons 
n = 2;ar  = 1$,  = W décagone 
n*=  J ; x=  ^ = 36,36  hendécagone 
« = | ; x = = 33,33  dodécagone. 


Pour  toutes  ces  valeurs  de  n,  on  construit  le  triangle  au  moyen 
des  lignes  des  polygones,  en  prenant  la  base  donnée  pour  trans- 
versale entre  les  numéros  qui  indiquent  le  nombre  de  côtés  cor- 
respondant à «.  La  distance  entre  les  numéros  6 fournit  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  et  son  centre  est  le  sommet  du  triangle 
isocèle  que  l’on  voulait  construire.  On  comprend  qu’en  décri- 
vant des  deux  extrémités  de  la  base,  avec  le  rayon  trouvé,  deux 
arcs  de  cercle,  ils  su  couperont  au  centre  du  cercle  ou  sommet  du 
triangle. 

280.  Lignts  des  solides  (construction).  Ces  lignes  sont  de  même 
longueur  que  celles  des  parties  égales  et  donnent  les  côtés  homo- 
logues de  G-i  solides  dont  les  volumes  sont  entre  oux  comme  la 
suite  des  nombres  entiers  do  1 à 64rf1our  trouver  les  divisions  cor- 
respondant à chacun  d’eux,  agissons  comme  nous  avons  fait  poul- 
ies lignes  des  plans.  Désignons  par  A le  solide  dont  le  côté  sera  la 
ligne  totale  ou  200  et  dont  le  volume  sera  exprimé  par  64.  Repré- 
sentons par  B un  solide  semblable  et  par  x la  distance  de  la  divi- 
sion correspondante  au  centre,  nous  aurons 

a : b ; : 200  : ~x  ou  **  = ? (ioej»  = tt  — 

A 64 


et 


200  , 200  , 

x — l/ii  — \ VÛ  — ; üO  j/g. 
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11  suffira  donc  d'attribuer  à B toutes  les  valeurs  de  1 à 63  pour 
obtenir  celles  correspondantes  do  x. 

Si  B est  un  cube  comme  27,  on  a 

log.  80  = 1.69807 
log.  3 = 0.47712 

log.  x = 2.17609  et  x = 180. 

En  général,  l’extraction  de  la  racine  cubique  n’étant  pas  aussi 
simple,  on  prend  le  tiers  du  logarithme  de  B : ainsi,  supposons  B 
= 48,  nous  aurons 

log.  50  = 4 .G9897 
1 log.  48  = 0.86041 

log.  x = 2.25938  et  x = 181 ,7. 

(Usage)  Construire  une  pyramide  semblable  et  dans  un  rapport 
^ à une  pyramide  donnée. 

On  ouvrira  le  compas  de  manière  que  la  distance  transversale 
des  numéros  A, A'  ou  n (fig.  211)  soit  égale  à l'un  des  côtés  de  la 
pyramide  donnée,  et  la  distance  entre  C et  C'  ou  n ' sera  le  côté 

homologue  dans  la  pyramide  cherchée  : on  effet,  OÀ*  : OC  : : n : 

mais  OA  : OC:  t AA'  : CC',  donc  AA'  : CG':  : n ’ »'  et  les 
pyramides  seront  bien  dans  le  rapport  de  n h n',  puisqu’elles  sont 
entre  elles  comme  les  cubes  des  côtés  homologues. 

Connaissant  deux  côtés  homologues  de  deux  solides  semblables, 
trouver  le  rapport  de  leurs  volumes. 

Si  l’on  porte  le  côté  de  l’un  des  solides  entre  deux  numéros 
correspondants  qui  dépendent  de  l’ouverture  du  compas , tels  que 
A, A'  [fig.  211)  et  que  l’on  cherche  quels  numéros  C,C'  com- 
prennent le  côté  homologue  du  second  solide,  le  rapport  des  deux 
nombres  n et  n'  inscrits  en  A et  C sera  celui  des  solides , car 

OA'  : CC'  ::  OA  : OC  ou  ÂÂ*  : CC’’  ::  ÔT:  Ôc’:;  n : n'.  Si  le 
compas  était  plus  ou  moins  ouvert , les  transversales  ne  corres- 
pondraient plus  aux  mômes  numéros,  mais  le  rapport  serait 
évidemment  le  môme,  puisqu’on  désignant  par  a,a',c,c',  ccs  nou- 
veaux numéros,  on  n'en  aurait  pas  moins  aa':cc'  ::  Oa:Oc,  ou 

aa*:  ce*;;  Oa*:  Oc/ct  comme  AA'  = oa',  il  faut  aussi  que  CC' 
= cc',  car  ce  sont  toujours  les  deux  mêmes  côtés  homologues  des 

deux  solides  : d'où  il  suit  que  OA  : OC  ;:  Oa  : Oc  et  Oa  : Oc 
n : n'.  " 
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On  pourrait  encore  résoudro  le  problème  en  portant  les  deux' 
côlés  homologues  sur  la  ligne  des  solides  : le  rapport  des  chiffres 
sur  lesquels  tomberaient  tes  extrémités  serait  celui  des  solides. 
En  effet,  ils  sont  proportionnels  aux  cubes  des  deux  côtés  homo- 
logues qui  le  sont  aux  chiffres  auxquels  ils  aboutissent. 

Construire  un  solide  égal  et  semblable  à deux  solides  semblables. 

Ayant  ouvert  le  compas  d'une  manière  arbitraire , on  cherche 
à quels  numéros  I)  et  D'  (fig.  210)  correspond  un  côté  de  l’un  des 
solides  donnés  : soient  C,C'  les  points  qui  auront  pour  transver- 
sale le  côté  homologue  du  second  solide.  On  fait  la  somme  des, 
chiffres  inscrits  en  C et  D,  et  si  c’est  en  A quo  correspond  cette 
somme , AA'  sera  le  côté  du  solide  cherché  : en  effet,  désignons 
par  S le  solide  total  et  par  S', S'  les  deux  autres,  par  « et  n'  les 
chiffres  qui  sont  en  D et  en  C,  celui  en  A sera  »»-+-«’.  D'après 
ce  que  nous  avons  vu,  il  existe  entre  ces  solides  les  relations  S': 

S"  ::n:n'  et  S; S':  :«  + ”':»•  De  la  première,  on  tire  S'  = ~ S" 

et  de  l’aptre,  S—  S'  = S'  ^ S'  et  en  substituant  dans 
le  deuxième  terme  du  second  membre  la  valeur  de  S' en  fonction 


28 1-.  Lignes  des  métaux.  Ce  n’est  en  quelque  sorte  que  pour 
mémoire  que  nous  les  mentionnons  ici,  et  pour  rendre  complète 
la  nomenclature  des  lignes  tracées  sur  le  compas  de  proportion. 
Dans  celles  des  solides , on  cherchait  à établir  des  relations  entro 
les  volumes  des  corps,  indépendamment  des  poids.  Ici,  l’on  cher- 
che le  rapport  des  dimensions  de  corps  semblables  formés  de 
métaux  différents  pour  qu’ils  soient  de  même  poids.  On  voit  que 
les  poids  dépendent  des  pesanteurs  spécifiques  ou  des  densités 
des  métaux.  Le  poids  d’un  corps  étant  égal  au  produit  du  volume 
par  la  densité,  on  a,  en  exprimant  par  P,V,D  ces  quantités, 
P:=V.D.  Pour  un  autre  corps,  on  a également  P'=V'D',  et  si 
l’on  veut  quo  P et  P*  soient  égaux,  il  en  résultera  VD=V'D'  ou 
v:  V'  D,  et  d'ailleurs,  les  volumes  des  corps  semblables 
étant  proportionnels  aux  cubes  des  côtés  homologues,  nous 
aurons,  en  les  désignant  par  K et  K',  V : V'  ::  K3  : K '*  : : D'  : D 


Supposons  K égal  aux  200  par  lies  égalas  ou  à 6 pouces  : pour 


de  S ',  il  vient  S = S'  + . - S'  = S'  + S '. 

7 ' n'  n ’ 
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trouver  le  côté  homologue  d’un  corps  semblable,  mais  de  métal 

différent,  il  faudra  connaître  la  pesanteur  spécifique  des  deux 
métaux,  puis  en  ajoutant  le  tiers  dé  la  différence  des  logarithmes 
de  D et  D'  à celui  du  nombre  constant  200,  on  aura  le  loga- 
rithme de  K'.  Le  nombre  correspondant  exprimera  la  longueur 
de  K'  qu’il  faudra  porter  sur  la  ligne  des  métaux  et  à partir  du 
centre.  On  trouve,  dans  l’Annuaire  du  bureau  des  longitudes, 
une  table  des  pesanteurs  spécifiques  qui  fournira  les  données,  si 
parfois  on  veut  calculer  les  valeurs  de  K'. 

Cette  échelle,  qui  détermine  les  dimensions  des  corps  sembla- 
bles et  de  môme  poids,  pourrait  encore  servir  à résoudre  la  réci- 
proque, c'est-à-dire  à trouver  la  différence  do  poids  do  deux 
solides  do  mémo  volume  et  de  densités  différentes.  En  effet,  sous 
même  volume , les  poids  des  corps  sont  proportionnels  aux  den- 

P D 

sites,  cc  que  nous  exprimerons  par—  = ; mais  nous  venons 

de  voir  plus  haut  que  ccs  densités  étaient  en  raison  inverse  des 

D • TTc 

cubes  des  côtés  homologues,  donc  g-,  = et  par  conséquent 
P OC* 

- = O C et  OA  sont  connus,  car  nous  savons  quels  métaux 
nous  employons;  donc  la  question  est  résolue. 

282.  Ligne  du  poids  des  boulets.  Cette  ligne  est  d’une  médiocre 
utilité,  car  le  nombre  des  calibres  différents  étant  très-rcstrcint, 
il  est  facile  de  6e  rappeler  qu’à  tel  diamètre  répond  tel  poids.  Le 
but  de  celte  ligne  n'est  cependant  pas  autre  chose  que  de  trouver 
le  poids  d’unboulet,  connaissant  son  diamètre  ou  réciproquement. 
La  ligne  des  solides  résoudrait  6eule  également  la  question  : c’est 
elle,  au  surplus,  qui  sert  à diviser  celle  dont  nous  nous  occupons 
en  ce  moment.  La  densité  étant  constante,  le  poids  e9t  propor- 
tionnel au  volume.  Si  donc  on  trouve  le  rapport  de  volume  de 
deux  boulets,  on  aura  celui  de  leurs  poids,  et  pour  cela,  il  suffit 
de  connaître  le  poids  d'un  seul  calibre  pour  en  déduire  tous  les 
autres.  On  sait  qu’un  boulet  de  4 (c’est-à-dire  pesant  quatre  li- 
vres) a 3 pouces  de  diamètre  ; on  ouvre  les  lignes  des  solides  do 
manière  que  la  transversale  des  n.°*  4 soit  de  3 pouces,  et  les 
transversales  correspondant  à tolites  les  autres  couples  déchiffrés 
seront  les  diamètres  des  boulets  dont  les  chiffres  indiqueront  les 
poids.  Ce  sont  ces  transversales  qui  sont  portées  sur  une  ligne  à 
partir  d’un  môme  point , et  à l’autre  extrémité  desquelles  sont 

32 
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inscrits  les  chiffres  qui  correspondaient  à ces  transversales  sur  la 
ligne  des  solides. 

Ligne  du  calibre  des  pièces.  On  sait  que,  pour  éviter  que  le  frot- 
tement n’affaiblisse  la  force  imprimée  au  boulet,  il  faut  que  le 
diamètre  de  la  pièce  soit  un  peu  plus  grand  que  celui  du  projec- 
tile : la  différence,  qui  est  ce  que  l'on  nomme  le  vent  du  boulet , 
varie  de  une  à deux  lignes. 

La  ligne  du  calibre  des  pièces  ne  diffère  donc  de  la  précédente, 
qu’en  ce  que  les  longueurs  qui  donnent  les  calibres,  et  qui  cor- 
respondent aux  chiffres  indiquant  le  poids  des  boulets,  sont  plus 
grandes  de  deux  lignes  que  les  longueurs  homologues  sur  la  ligne 
du  poids  des  boulets. 

283.  Ligne  des  cordes  (construction).  On  sait  qu’un  triangle  est 
construit  avec  plus  do  précision  par  ses  trois  côtés,  qu’au  moyen 
de  deux  côtés  et  un  angle,  et  encore  plus  qu’à  l’aide  de  deux  an- 
gles et  un  côté  : en  d'autres  termes,  un  angle  est  construit  plus 
exactement  par  l’intersection  d’arcs  de  cercles  que  par  son  am- 
plitude. C’est  par  cette  raison  que  la  doublo  ligne  des  cordes  est 
préférable  au  rapporteur.  On  prend  pour  diamètre  du  cercle  sur 
lequel  on  opère,  la  longueur  entière  des  parties  égales  : dans  celte 
hypothèse,  on  calcule  les  cordes  correspondant  à tous  les  grades 
de  1 à 200  ; puis  on  les  porte  à partir  du  centre  du  compas  sur 
l’une  et  l’autre  lignes.  Ces  cordes  se  calculent  facilement  par  lo- 
garithmes en  se  rappelant  que 


fl  existe  des  tables,  et  entre  autres  celles  de  M.  Francœur,  qui 
donnent  ces  longueurs  pour  l’ancienne  division  du  cercle. 

(Usage).  Prendre  sur  une  circonférence , un  arc  d'un  nombre  dé- 
terminé de  grades.. 

On  fait  la  distance  des  n°’  66,  66,  égale  au  rayon  de  celte  cir- 
conférence, et  la  transversale  correspondant  aux  chiffres  qui 
expriment  l'arc  demandé,  en  sera  la  corde.  C’est  encore  la  simi- 
litude des  triangles  qui  sert  à le  prouver  : mais  cette  démonstra- 
tion ayant  déjà  plusieurs  fois  été  indiquée,  nous  nous  abstenons 
de  la  reproduire.  On  résout  aussi  facilement  la  réciproque  qui 
consiste  à trouver  le  nombre  de  grades  d'un  arc  donné  dont  on 
connaît  le  rayon. 
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CHAPITRE  XVI. 

EMPLOI  DE  LA  BOUSSOLE  ET  DE  L’ÊCLIMÉTRK  A LA  PERSPECTIVE. 

Méthode  pour  obtenir  d'une  manière  exacte  la  perspective  des  objets 
naturels  sur  une  surface  quelconque. 

284.  Quand  plusieurs  objets  sont  donnés  par  leurs  projections, 
horizontales  et  verticales,  il  est  aisé  de  les  figurer  en  perspective 
sur  une  surface  quelconque.  Les  moyens  indiqués  par  la  gèomé* 
trie  descriptive  sont  insuffisants  lorsqu'il  s’agit  de  dessiner  d'a- 
près nature  un  paysage  étendu,  dans  lequel  on  ne  connaît  pas 
les  distances  et  les  grandeurs  relatives  des  objets.  La  méthode 
suivante  permet  d'obtenir  les  éléments  de  la  perspective  avec 
toute  l’exactitude  qu’on  peut  désirer. 

Supposons  d'abord  que  l'on  veuille  établir,  sur  la  surface  inté- 
rieure d'une  sphèro  dont  lejspectateur  occupera  le  centre,  la 
perspective  d’un  certain  nombre  de  points  A,  B,C,...  dissémi- 
nés dans  l’espace. 

Soit  o ( fig . 55,  planche  XXIII),  le  centre  do  la  6phère,  OZ  la 
verticalo  et  HH'  le  cercle  horizontal. 

Si  l’on  mène  par  OZ  des  plans  passant  par  A,B,C on  dé- 

terminera des  arcs  Za'  Zô'  Zc'....,  sur  lesquels  doivent  se  trouver 
les  perspectives  des  points  considérés.  Ces  perspectives  a,  b,  c,... 
seront  connues,  si  l’on  peut  avoir  les  angles  AOZ,  BOZ,  COZ..., 
formés  par  les  rayons  visuels  avec  la  verticale.  Or,  si  l’on  place 
au  centre  de  la  sphèro  une  boussole  à éclimètre,  comme  celles 
que  l’on  emploie  pour  la  topographie , en  visant  successive- 
ment les  points  A,B,C et  prenant  note  des  distances  zéni- 

thales, et  des  angles  horizontaux  formés  par  les  lignes  Oa'  06' 
Oc'...  avec  le  méridien  magnétique,  on  en  déduira  les  arcs  a1  b1, 
b'c’ ,...  et  les  arcs  Za,  Z6,  Zc,....  On  aura  donc  les  éléments  né- 
cessaires pour  placer  les  perspectives  a,  b,  c...  à la  surface  inté- 
rieure de  la  sphère. 

Pour  établir  les  points  a,  b,c...  avec  une  plus  grande  facilité, 
on  diviserait  la  surface  par  des  grands  cereles  verticaux , de  grade 
en  grade;  et  par  des  cercles  parallèles  au  plan  horizontal,  inter- 
ceptant sur  un  cercle  vertical  des  angles  de  un  grade.  On  pout 
désigner  ces  cercles  par  les  noms  d’azimuts  et  de  parallèles. 

Cela  posé,  pour  avoirla  perspective  des  points  A,  B,  C...  sur  une 
surfaco  quelconque,  il  faut  imaginer  les  azimuts  et  les  parallèles 
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projetés  par  des  rayons  de  la  sphèro  sur  la  surface  donnée. 
On  marquera  ces  lignes  ainsi  déterminées  par  des  nombres  cor- 
respondants aux  divisions  de  la  boussole  et  de  l’éclimètre,  et  leur 
intersection  donnera  immédiatement  la  perspective  d’un  point 
dont  on  connaîtra  l'azimut  cl  la  distance  zénithale  en  nombres 
entiers.  Pour  des  fractions  de  degré,  les  projections  des  azimuts 
et  des  parallèles  seront  intercalées  en  prenant  des  parties  pro- 
portionnelles. 

Comme  l'on  n'emploie  que  les  tableaux  cylindriques  pour  les 
panoramas  et  les  plans  pour  la  perspective  ordinaire,  il  suffira 
de  donner  la  construction  dans  ces  deux  cas.  Pour  plus  de  sim- 
plicité, nous  supposerons  que  l’on  veut  faire  seulement  les  divi- 
sions de  cinq  en  cinq  grades. 

Panoroma.  Le  tableau  est  un  cylindre  vertical  langent  h la 
sphère  suivant  le  grand  cercle  HH'.  Les  azimuts  coupent  la  sur- 
face suivant  des  lignes  droites  verticales  ; les  parallèles  sont  pro- 
jetées suivant  des  cercles  horizontaux.  Ceux  ci  divisent  les  géné- 
ratrices, proportionnellement  aux  tangentes  des  angles  formés 
par  les  rayons  visuels  avec  le  plan  horizontal.  F.n  supposant  le 
cylindre  développé,  la  construction  est  fort  simple  : soit  OH  ( fig . 
56,  ptaneJta  XXIII),  le  rayondu  cylindre  et  HH'  sa  circonférence. 
On  divisera  HH'  en  80  parties  par  des  droites  perpendiculaires  et 
l’on  aura  les  traces  des  azimuts  de  5 en  5 grades.  On  les  nu- 
mérotera de  0 à 400‘  de  droite  à gauche,  puisqu’il  est  d’usage 
de  compter  les  azimuts  b gauche  du  méridien  terrestre.  On  dé- 
crira du  point  O comme  centre,  avec  OH  pour  rayon,  un  arc 
de  cercle  CC',  puis  on  portera  au-dessus  et  au-dessous  du  point  H 
les  arcs  de  5,  10, 15,  20*,...  les  rayons  passant  par  ces  divisions 
seront  prolongés  jusqu’à  la  rencontre  de  la  ligne  AB;  enfin  l’on 
mènera  des  lignes  parallèles  à HH'  par  les  points  ainsi  détermi- 
nés sur  AB,.  swiïiV.'  . 

La  ligne  HH'  portera  la  cote  100*,  distance  zénithale  d’un 
rayon  horizontal  : les  parallèles  au-dessous  de  l’horizon  auront 
les  nombres  105,110,  etc.,  et  inversement  au-dessus. 

La  perspective  d’un  point  qui  aurait  230*  pour  angle  horizon- 
tal, et  95*  pour  distance  zénithale  se  trouvera  par  l’intersection 
des  lignes  horizontales  et  verticales  (au  point  x sur  la  figure)  et 
ainsi  des  autres. 

Pour  opérer  avec  une  grande  exactitude  sur  le  terrain,  on 
prendra  la  circonférence  du  cylindre  au  moins  égale  à k décimè- 
tres, afin  que  le  grade  ne  soit  pas  plus  petit  que  1 millimètre - 
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Lorsque  le  croquis  sera  fait,  on  divisera  le  tableau  définitif 
d'après  le  procédé  qui  vient  d’étre  indiqué,  et  l’on  placera  les 
points  de  repèro  avec  le  plus  grand  soin,  au  moyen  des  angles 
observés  et  notés  ; puis  on  complétera  le  dessin  d'après  le  cro- 
quis. 

Lorsque  le  rayon  du  cylindre  est  très-grand,  de  quinze  mètres 
par  exemple,  on  peut  se  dispenser  de  tracer  les  projections  des 
azimuts  et  des  parallèles,  si  la  surface  qui  doit  former  le  tableau 
est  fixée  dans  sa  position  définitive.  La  boussole  est  placée  alors 
au  centre  du  cercle  pris  pour  horizon  ; pour  détermiqer  la  per- 
spective d’un  point  quelconque  X,  ayant  par  exemple  230'  pour 
angle  horizontal  et  95‘  pour  distance  zénithale,  on  disposera  l’in- 
strument de  manière  h faire  marquer  ces  angles  par  l’aiguille  de 
ta  boussole  et  par  l’éclimètre  $ puis  on  fera  chercher  par  une 
autre  personne  l'intersection  de  la  surface  cylindrique  et  du 
rayon  visuel  passant  par  la  croisée  des  fils  de  la  lunette,  au  moyen 
d’une  très-petite  mire  mobile.  On  marquera  le  centre  de  la  mire 
sur  la  surface,  ce  sera  la  perspective  cherchée.  On  aura  ainsi 
autant  de  points  qu'il  sera  nécessaire,  et  l’on  complétera  les  dé- 
tails de  la  perspective  d'après  le  croquis. 

Tableau  plan  vertical.  En  supposant  lé  tableau  tangent  h la 
sphère  (ce  qui  aura  lieu  sur  un  des  points  du  grand  cercle  hori- 
zontal), les  azimuts  seront  encore  des  lignes  droites,  perpen- 
diculaires à l’intersection  du  plan  donné  arec  le  plan  horizontal 
passant  par  le  centre,  mais  leurs  distances  au  point  de  contact 
sont  proportionnelles  aux  tangentes.  Les  projections  des  parai*- 
lètcs  sont  des  hyperboles,  lignes  d'intersection  du  tableau  par  les 
cônes  qui  ont  le  centre  de  la  sphère  pour  sommet  commun  et  les 
parallèles  pour  base.  On  construira  les  divisions  du  tableau  de 
la  manière  suivante. 

Soit  ABCD  (fig.  57,  planche  XXIII),  le  plan  du  tableau, HH'  la 
ligne  d’horizon,  et  P le  point  de  vue.  On  mène  PV  perpendicu- 
laire h HH'  et  l’on  prolonge  celte  ligne  de  OP  égale  au  rayon  de 
la  sphère.  On  décrit  du  point  O comme  centre,  avec  OP  pour 
rayon,  un  arc  de  cercle  que  l’on  divise  de  5 en  5 grades.  Les 
rayons  menés  par  les  points  de  division  étant  prolongés  jusqu'à 
la  ligne  d’horizon  donnent  les  points  d'intersection  des  azimuts 
avec  HH7.  On  a donc  d’abord  les  azimuts  en  menant,  par  ces 
points,  des  lignes  parallèles  à PV. 

Pour  obtenir  ensuite  les  intersections  des  hyperboles  avec  un 
azimut  quelconque,  RZ  par  exemple,  on  mène  par  son  pied  R 
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une  perpendiculaire  HZ'  au  rayon  OR.  Celte  perpendiculaire  se 
trouve  partagée  par  les  rayons  du  cercle  en  parties  égales  à celles 
qui  sont  interceptées  par  les  cônes  sur  la  verticale  HZ;  il  suffit 
donc  déporter  par  des  arcs  de  cercle  Ru  en  Ko',  R b en  Ré',  etc., 

et  a',b',c' sont  les  points  cherchés  des  hyperboles.  En  faisant 

cette  construction  sur  les  autres  azimuts  on  aura  autant  de 
points  que  l’on  voudra,  et  les  hyperboles  pourront  être  tra- 
cées avec  la  plus  grande  exactitude.  Comme  la  figure  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  axes  rectangulaires,  O Y et  HH', 
on  pourra  faire  la  construction  dans  un  des  angles  droits  et  repor- 
ter le  réseau  obtenu  dans  les  trois  autres. 

La  ligne  HH'  sera  cotée  100  ; les  branches  d'hyperboles  situées 

au-dessus  auront  les  numéros  95,  90,  85 et  au-dessous  de 

HH'  les  chiffres  105,  110,  115 Pour  coter  les  azimuls  on 

fera  d’abord  une  observation  à la  boussole  en  visant  le  point  P 
choisi  comme  point  de  vue  du  tableau.  Soit  80‘  l’angle  donné 
par  la  boussole,  on  marquera  80  sur  la  ligne  PV,  h gaucho,  sur 
les  verticales,  85, 90,  95 et  à droite,  75,  70,  65,  etc... 

La  distance  la  plus  petite  de  l'œil  au  plan  étant  environ  de  2 
décimètres,  le  rayon  OP  employé  pour  la  construction  précédente 
ne  doit  pas  être  inférieur  à cette  grandeur  dans  lo  tableau  défi- 
nitif. Cependant,  pour  opérer  plus  commodément  sur  le  terrain, 
on  pourrait  faire  le  croquis  avec  un  rayon  plus  petit. 

Quand  on  ne  voudra  pas  opérer  avec  une  exactitude  rigou- 
reuse, on  remplacera  la  grande  boussole  par  une  boussole  de  Bur- 
nier avec  perpendicule.  L'approximation  pour  chaque  point  sera 
de  un  grade.  & ~T~TiTH||irif||iliir 
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LIVRE  IV. 

O PT  I QU  F. 


* CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DE  LA  LUMIÈRE. 

285.  La  topographie  et  la  géodésiccxigeanU’cmpIoi  de  quelques 
instruments  d'optique,  il  est  nécessaire  que  l’officier  qui  doit  s'en 
occuper, et,  paT  conséquent,  faire  un  fréquent  usage  do  cesinstru- 
ments,  en  connaisse  bien  la  théorie.  Il  faut  qu’il  soit  à même  de 
remédier  aux  dérangements  accidentels  qu’ils  peuvent  subir , et 
que  ses  connaissances  théoriques  le  mettent  à mémo  d’y  apporter 
des  modifications  ou  de  les  changer  entièrement,  s’il  trouve  des 
combinaisons  nouvelles  et  préférables. 

286.  llypothèses  au  moyen  desquelles  on  explique  les  phénomènes 
de  la  lumière. 

La  lumière,  comme  tous  les  autres  phénomènes  de  la  nature, 
ne  nous  est  connue  que  par  ses  effets  : quant  h sa  composition 
intime,  elle  nous  échappera  probablement  toujours.  On  no  peut 
faire  h cet  égard  , que  des  hypothèses  dont  la  meilleure  serait 
celle  qui  expliquerait  également  bien  tous  les  faits.  Il  n’en  est 
point  ainsi  des  deux  admises  aujourd'hui  *.  l’une  satisfait  mieux 
dans  certains  cas  et  moins  dans  d’autres.  Quoi  qu’il  en  soit,  nous 
allons  dire  quelques  mots  des  deux  systèmes  : 

Par  le  premier , on  imagine  que  la  lumière  émanant  d'un 
corps  lumineux  rayonne  dans  tous  les  sens  comme  le  calorique  : 
qu’elle  se  dirige  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  extrême , tra- 
verse les  corps  transparents,  et  n’est  arrêtée  dans  sa  marche  que 
par  les  corps  opaques.  Co  seraient  donc  des  particules  du  corps 
lumineux,  des  molécules,  si  l’on  peut  s'exprimer  ainsi,  infiniment 
petites  et  légères, qui  se  sépareraient  de  lui,  parl’effet  d’une  force 
inhérente  au  corps; 

Le  second  supposé  toutes  les  parties  du  corps  animées  d’un 
mouvement  propre  qui  les  fait  osciller  sans  cesse  autour  d’une 
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position  moyenne.  Ce  mouvement,  communiqué  aux  molécules 
du  milieu  dans  lequel  C6t  placé  le  corps,  produit  ainsi,  dans  tous  les 
sens,  une  multitude  de  vibrations  qui,  se  propageant  de  proche  en 
proche,  produisent  le  phénomène  de  la  vision,  pour  toute  per- 
sonne dont  les  yeux  sont  atteints  par  ces  vibrations.  Celte  expli- 
cation force  h supposer  que  le  vide  parfait  n'existe  pas  dans  l'im- 
mensité qui  nous  sépare  des  astres  : car,  sans  cela,  nous  ne  les 
verrions  pas. 

La  distinction  entre  les  corps  transparents  et^es  corps  opaques 
sera,  que  les  premiers  se  soumettent  à l’influence  des  ondulations, 
tandis  que  les  autres  y sont  rebelles. 

287.  Propriétés  générales  de  la  lumière. 

Quelles  que  soient  la  cause  et  les  conjectures  faites  à son  égard, 
la  lumière  jouit  do  certaines  propriétés  constatées  par  les  faits  et 
les  expériences  : nous  allons  les  passer  sommairement  en  revue  : 

1°  La  lumière  se  propage  en  ligne  droite.  On  le  prouve  au  moyen 
de  deux  plans  disposés  parallèlement,  et  qui  laissent  arriver  la 
lumière,  tant  qu’ils  ne  sont  pas  en  contact  ; tandis  que,  si  l’on  les 
courbe,  on  cesse  d’apercevoir  la  lumière  longtemps  avant  la  coïn- 
cidence ; 

2»  L'intensité  de  la  lumière  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  Pour  se  rendre  compte  de  celte  loi,  il  suffit  de  supposer 
un  corps  lumineux  placé  successivement  au  centre  de  plusieurs 
sphères  creuses  et  opaques.  Par  ce  moyen,  tous  les  rayons  lumi- 
neux seront  employés  à éclairer  les  différentes  surfaces  sphéri- 
qués.ll  résulte  évidemment  de  lh,que  ces  surfaces  seront  d’autant 
moins  lumineuses  qu’elles  auront  plus  d'étendue;  d’ailleurs,  les' 
surfaces  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  rayons  respec- 
tifs. Ces  rayons  représentent  les  distances  du  foyer  lumineux  aux 
surfaces  éclairées  : donc  l’intensité  de  la  lumière,  répandue  sur  un 
corps,  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  ; 

3°  L'angle  d’incidence  est  égal  à l'angle  de  réflexion.  Si  un  rayon 
lumineux  rencontre  une  surface  polie,  sa  direction  change,  il  fait 
avec  la  normale  à la  surface  un  angle  égal  et  symétrique  à celui 
qu’il  faisait  avant  d’atteindre  le  corps  poli.  La  normale,  le  rayon 
incident  et  le  rayon  réfléchi,  sont  situés  dans  un  mémo  plan.  Ce 
plan  est  d’ailleurs  perpendiculaire  à la  surface  réfléchissante , 
puisqu’il  contient  sa  normale. 

Pour  s’assurer  que  les  angles  d’incidence  et  de  réflexion  sont 
égaux , on  peut  faire  l’expérience  suivante  : on  place  près  d'un 
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miroir  horizontal  MM'  (pg.  219),  un  instrument  ACB  propre  à 
mesurer  les  angles  : il  est  muni  d'un  niveau  AB  et  d'une  lunette 
EF  : ce  peut  être  l'éclimètrc  adapté  à une  boussole.  Après  avoir 
placé  le  limbe  de  l’instrument  vertical,  on  vise  successivement  un 
objet  éloigné  S ou  S' , ainsi  que  son  image  S'  ' réfléchie  par  le  mi- 
roir, et  l’on  obtient  ainsi  un  angle  d'ascensionECA,  et  un  angle  de 
dépression  ACD  qui  sont  égaux  : le  premier  est  égal  à SDM  com- 
plément do  l'angle  d'incidence  , car  ils  ont  tous  deux  leurs  côtés 
respectivement  parallèles  : l'autre  angle  ACD  est  égal  à CDM' 
complément  de  l’angle  de  réflexion,  puisque  ce  sont  des  angles 
alternes  internes  : donc  les  angles  d’incidence  et  de  réflexion, 
ayant  des  compléments  égaux,  sont  égaux. 

On  désigne  sous  le  nom  de  faisceau  lumineux,  l’assemblage  des 
rayons  parallèles  qui  viennent  frapper  la  surface  réfléchissante. 
L'expérience  a prouvé  que -jamais  la  totalité  n’est  réfléchie: 
qu’une  partie  des  rayons" est  absorbée  par  le  corps  lui-inême.  et 
que  celte  portion  est  d'autant  plus  considérable,  que  l’angle  d’in- 
cidence est  plus  petit.  C'est  donc  lorsque  la  lumière  frappe  nor- 
malement que  la  perle  est  la  plus  grando.  La  proportion  entre  la 
lumière  réfléchie  et  celle  qui  est  absorbée,  varie  en  raison  de  la 
nature  du  corps  poli  qu'elle  a rencontré.  Ce  que  nous  signalons 
ici  se  constate  journellement  quand  on  porte  scs  regards  sur  la 
surface  des  eaux.  Elles  réfléchissent  tous  les  objets  environnants; 
mais  les  images  les  plus  nettes  sont  celles  des  points  les  moins 
voisins  do  l'observateur.  Cela  lient  b ce  que,  pour  ceux-ci,  une 
plus  grande  quantité  de  lumière  réfléchie  par  eux  vers  la  surface 
du  liquide  est  employée  à reproduire  leurs  images.  La  différence 
est  la  plus  sensible,  lorsque  l'observateur,  abaissant  ses  regards 
normalement,  voit  son  imago  beaucoup  plus  sombre  que  celles 
de  tous  les  objets  qui  apparaissent  plus  ou  moins  obliquement. 
Quand  l'eau  est  peu  profonde,  on  aperçoit  simultanément  le  fond 
sur  lequel  elle  repose  et  les  objets  réfléchis  par  sa  surface.  Dans 
le  premier  cas,  c’est  la  portion  do  lumière  quiapénétré  le  liquide 
qui  produit  l’impression  : ce  sont  les  rayons  brisés  à la  surface 
qui  donnent  lieu  b la  seconde. 

V°  Réfraction.  La  portion  de  lumière  qui  n'est  pas  réfléchie, 
est  absorbée  par  le  corps  s'il  est  opaque,  ou  le  traverse  s'il  est 
transparent:  mais  alors  la  direction  du  faisceau  n’est  plus  la  mê- 
me que  dans  l’incidence  ; l’angle  de  réfraction  est  plus  petit  ou 
plus  grand  que  l'angle  d'incidence,  suivant  que  le  corps  transpa- 
rent est  plus  ou  moins  dense  que  le  milieu  que  traversait  d'abord 
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la  lumière.  On  prouve  que  le  rapport  des  sinus  de  l'incidence  et 
de  la  réfraction  est  constant  pour  deux  milieux,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  l’amplitude  de  l'incidence. 

Soient  » et  «'  ( fig . 220)  le$  angles  d'incidence  et  de  réfraction 
d'un  rayon  RA  rencontrant  un  corps  transparent  MM', mm',  on  a 

sm.  * __ç  Cette  constante  C aété  trouvée,  par  l’expérience,  égale 
sm.  a* 

à J ou  1,333  pour  l'air  et  l'eau,  et  \ ou  1,5  pour  l'air  et  le  verre. 
En  supposant  qu’un  rayon  lumineux  soit  parallèle  à la  surface  de 
l'eau,  l'angle  d'incidence  serait  droit  et  son  sinus  égal  5 l’unité  : 
de  là  résulte  que  sin.  oft=r’=0,75.  Son  logarithmo  9.87506  cor- 
respond à un  angle  de  53', 99  ou  plus  simplement  54".  Telle  est 
donc  la  plus  grande  obliquité  sous  laquelle  un  rayon  lumineux 
peut  pénétrer  dans  l’eau.  On  trouve  de  la  mémo  manière,  lorsqu’il 
s'agit  du  verre,  qu'à  *=rl00‘,  correspond  a'=46',40'.  S'il  s'agit 
d'un  corps  solide  et  transparent,  terminé  par  deux  plans  parallè- 
les, comme  l’indique  la  fig.  220,  il  devient  évident  que  la  lumière, 
après  l'avoir  traversé,  déviera  de  nouveau  pour  reprendre  une 
direction  parallèle  à la  première,  si  le  milieu  qui  enveloppe  lo 

.....  , . . , sin. a."  sin. a' 

corps  MM  mm  est  homogène,  car  on  aura  alors  — ^ 

et  parce  que  a’  et  a"  sont  égaux , il  s'ensuit  que  « =«". 

Il  résulte  do  ce  qui  précède  que  si  la  position  d'un  objet  dans 
l’eau  et  les  circonstances  extérieures  ne  lui  permettent  pas  d'en- 
voyer à la  surface  du  liquide,  des  rayons  lumineux, sous  un  angle 
plus  petit  que  54*,  cet  objet  ne  sera  pas  visible  au  dehors.  La  lu- 
mière qu'il  envoie  sera  réfléchie  entièrement  dans  l’eau.  Si  le 
milieu  est  du  verre,  le  fait  est  le  môme,  tant  que  les  rayons  venant 
de  l’objet  font,  avec  la  normale,  un  angle  compris  entre  46*40 
et  100*. 

C'est  à la  réfraction  qu'est  due  l'illusion  qui  trompe  nos  yeux, 
lorqu'un  bâton  plongé  en  partie  et  obliquement  dans  l'eau,  nous 
paraît  coudé  au  point  de  l’immersion. 

Soient  MM'  et  ABC  (fig.  221),  la  surface  du  liquide  et  le  bâton  : 
considérons  quelques-uns  seulement  des  rayons  do  lumière  qui 
de  l’extrémité  C arrivent  à la  surface  en  n et  n'  : ils  s’écarteront 
de  la  normale  en  passant  dans  l'air,  et  prendront  les  nouvelles 
directions  no,n'o'.  Si  l’œil  de  l'observateur  est  situé  sur  cette 
nouvelle  direction,  l'impression  sera  celle  d’un  point  C'  situé  à 
leur  rencontre.  Les  points  intermédiaires  à B et  C produiront  des 
effets  analogues  : ils  seront  relevés  de  manière  à faire  voir  au 
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lieu  de  BC,  une  ligne  continue  BC'.  Quant  à ceux  qui  sont  pla- 
cés de  A en  B,  la  marche  des  rayons  lumineux  qu'ils  envoient  en 
ligne  droite  vers  l’œil,  n’oiïre  rien  do  particulier. 

288.  Mirage.  Disons,  en  passant,  quelques  mois  du  phénomène 
connu  sous  le  nom  de  mirage  et  dans  lequel  on  est  tenté  d'expli- 
quer parla  réflexion,  un  effet  qui  est,  en  réalité,  dû  à la  réfraction. 

Soit  MN  une  section  dans  la  surface  du  sol,  A un  objet,  O l'œil 
d'un  observateur. 

Les  parallèles  à MN  tracées  dans  la  fig.  37,  planche  XXI,  au- 
dessus  de  celte  ligne  représentent  les  traces  do  plans  fictifs  assez 
rapprochés  pour  que  l'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  considérer 
ta  densité  comme  uniforme  entre  deux  plans  consécutifs. 

En  général,  la  densité  de  ces  couches  augmente  à mesure 
qu’elles  s'approchent  de  la  terre,  en  raison  do  la  pesanteur  de 
l’air  et  conséquemment  delà  pression  plus  grande  qu'elles  exer- 
cent les  unes  sur  les  autres.  De  là  résulte  l'inflexion  de  la  tra- 
jectoire lumineuse  qui  présente  sa  concavité  au  sol.  Mais  si,  sous 
l'influence  d'un  soleil  ardent,  la  terre  vient  à s’échauffer  au  delà 
do  certaines  limites,  ello  communique  une  partie  de  son  exces- 
sive chaleur  à la  couche  d’air  en  contact  avec  elle.  Celte  cause 
diminue,  détruit  ou  mémo  dépasse  l’action  de  la  pesanteur,  de 
telle  sorte,  dans  ce  dernier  cas,  que  la  première  couche  devient 
moins  dense  que  la  seconde.  Par  le  mémo  motif,  celle-ci  peut 
perdre  une  partie  de  sa  densité,  de  mémo  de  la  troisième  et  ainsi 
de  suite.  On  conçoit  cependant  qu’à  une  certaine  hauteur  ces 
influences  partielles  et  successives  disparaissent  et  qu’au  delà  les 
choses  suivent  la  marche  générale. 

Supposons  que  l’Q  soit  la  séparation  des  couches  dont  les  unes 
augmentent  et  les  autres  diminuent  de  densité  à mesure  qu’clhs 
approchent  de  la  terre. 

Parmi  tous  les  rayons  lumineux  qui  émanent  de  A ou  qui  sunt 
réfléchis  par  lui,  si  nous  considérons  l’un  de  ceux  qui  viennent 
rencontrer  la  surface  PQ,  celui  qui  l’atteint  en  B,  par  exemple, 
il  cesse,  dés  ce  moment,  d’affecter  la  même  courbure  qu'avant, 
puisqu'on  traversant  des  couches  dont  la  densité  diminue,  son 
inclinaison  sur  la  normale  augmente  sans  cesse,  jusqu’au  mo- 
ment où,  voisine  de  100’,  en  G,  la  réfraction  cesse,  pour  être1 
remplacée  par  une  réflexion  totale.  Le  rayon  lumineux  rentrant 
alors,  pendant  sa  marche  inverse,  dans  des  couches  dont  les  den- 
sités augmentent,  se  recourbera  symétriquement  de  G en  O : s’il 
rencontre  en  ce  point  l'œil  d'un  observateur,  celui-ci  reçoit 
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l'impression  de  l'objet  A,  par  la  tangente  au  dernier  élément  de 
la  courbe  et  croit  lo  voir  en  A(/.  Il  peut  d’ailleurs  apercevoir  A 
directement  aussi,  en  son  lieu  véritable  ou,  pour  parler  plus  exac- 
tement, un  peu  plus  bautcn  A'.  Donc  celle  double  sensation  si- 
multanée produit  le  mémo  effet  qu’un  objet  et  son  imago  réflé- 
chie par  une  nappe  d’eau. 

L’illusion  est  d’autant  plus  complète  que  cette  image  est  vue 
renversée.  Cette  dernière  circonstance  s'explique  très  facile- 
ment 38,  planche  XXI). 

Le  rayon  efficace  qui  part  do  D rencontre  la  surfaco  limite 
PQ,  en  C,  plus  promptement  que  celui  do  A,  par  la  raison  que  I) 
est  moins  élevé  que  A.  Il  est  d'ailleurs  moins  incliné  à l’horizon:  - 

car,  s’il  lui  était  parallèle,  il  ne  passerait  pas  au  point  O.  Par  ce 
double  motif,  le  point  de  rebroussement  H est  placé,  par  rapport 
à G,  ainsi  que  l’inüique  la  flguro , et  enfin  les  tangentes  aux  deux 
rayons  réfractés  se  trouvent  situées  de  manière  à faire  voir  ren- 
versée l'image  D'AC 

Il  faut  ajouter  ici  que  le  phénomène  du  mirage  ne  se  manifeste 
que  dans  certaines  conditions.  Il  ne  produit  pas  l’image  d'un  ob- 
jet, quelle  que  soit  sa  hauteur  au-dessus  de  l'horizon.  Sa  position 
doit  être  telle  que  les  rayons  lumineux  qui  en  émanent  ou  qu’il 
réfléchit,  modifiés  dans  leur  direction  par  l'accroissement  de  den- 
sité successif,  h mesure  qu’ils  traversent  des  couches  inférieures, 
arrivent  à la  limite  où  la  réfraction  cesse  pour  être  remplacée 
par  la  réflexion.  La  marche  du  rayon  arrivé  à ce  point  désigné 
par  G ou  H dans  les  figures  37  et  38  ( planche  XXII),  devient  sy- 
métrique ù ce  qu’elle  était  avant  de  l’atteindre.  - 

5°  Vitesse  de  la  lumière.  Elle  a été  conclue  de  l’observation  de 
certains  phénomènes  astronomiques,  et  trouvée  égale  à 34,500,000 
lieues  en  S'  13",  ou  69,981  lieues  par  seconde  : en  sorte  que  nous 
devons  regarder  comme  instantanée,  la  sensation  de  la  lumière 
qui  nous  arrive  des  objets  terrestres. 

6*  Composition  de  la  lumière.  Un  rayon  de  lumière,  quelque 
délié  qu’il  soit,  peut  toujours  être  décomposé  en  sept  rayons  prin- 
cipaux, diversement  colorés.  Celle  décomposition,  obtenue  au 
t « moyen  d’un  prismè  en  verre  (fig.  222),  est  due  à ce  qu’en  y péné- 
trant, ils  se  séparent,  animés  qu’ils  sont  de  réfrangibililés  diffé- 
rentes. Cette  propriété  se  nomme  dispersion;  se9  effets  varient 
suivant  la  nature  des  milieux  qui  la  produisent. 

Quelle  que  soit  l’explication  qu’on  en  donne,  les  choses  se  pas- 
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sent  comme  si,  de  chaque  point  d'un  corps,  un  rayon  se  propa- 
geant en  ligne  droite,  venait  frapper  notre  œil  et  y produirp  la 
sensation  de  la  vue  de*ce  point;  et  que,  de  plus,  la  nature  du 
corps  décomposât  la  lumière  qu'il  reçoit,  de  manière  à renvoyer 
seulement  les  rayons  de  la  couleur  qui  lui  est  propre  et  à absor- 
ber tout  le  reste. 


CHAPITRE  II. 

EFFETS  DK  LA  RÉFLEXION. 

289.  Miroirs  plans.  Pour  étudier  les  effets  de  la  réflexion 
produite  par  les  surfaces  polies,  nous  allons  nous  occuper  d'a- 
bord de  ce  qui  a lieu  quand  la  surface  est  plane.  Plaçons  un 
point  lumineux  A ( fig . 2i3),  vis-à-vis  un  miroir  MM'  : il  pourra 
être  considéré  comme  le  sommet  d’un  cône  formé  par  les  rayons 
incidents,  et  dont  Taxe  serait  rayon  AB,  qui  tombe  normale- 
ment sur  le  miroir.  Ce  dernier  rayon  so  réfléchira  sur  lui-méme, 
et  si  tous  doiventse  rencontrer  en  un  seul  point,  il  ensera  le  lieu 
géométrique.  Un  autre  rayon,  tel  que  AC,sc  réfléchira,  d’après  la 
loi  connue  suivant  CD  : il  divergera  donc  par  rapport  à AB,  et 
ce  ne  sera  que  les  prolongements  qui  se  rencontreront  en  A'-  Les 
distances  de  A et  A'  à la  surface  du  miroir  sont  égales  : car  les 
deux  triangles  rectangles  ABC,  A'BC,  sont  égaux  cémme  ayant 
un  côté  commun  et  leurs  angles  en  C égaux  : donc  AB  = A'B  ; 
concluons  de  là  que,  pour  tout  autre  rayon,  le  prolongement  de 
sa  réflexion  passera  également  par  A'.  Ce  point  de  réunion  est 
ce  que  l'on  nomme  le  foyer  qu  l'image  do  A.  Une  personne  pla- 
cée devant  le  miroir  apercevra  le  point  A,  comme  si,  abstraction 
faite  de  la  surface  réfléchissante,  il  était  situé  en  A'.  Ce  sera  seu- 
lement une  illusion  produite  par  le  petit  cône  réfléchi,  qui  aura 
pour  base  la  prunelle  de  l'œil.  Un  foyer  tel  quo  A',  formé  par  la 
rencontre  des  rayons  prolongés,  n’existe  donc  pas  réellement  II 
est  désigné  sous  le  nom  de  foyer  virtuel,  par  opposition  à ceux 
qui,  formés  par  la  réunion  des  rayons  eux-mémes,  sont  dits 
réels. 

290.  Si,  au  lieu  d'un  point,  nous  supposons  qu’il  s’agisse  do  la 
réflexion  d’un  objet  AB  (fig.  224),  l’image  de  chacune  de  ses  par- 
ties se  construira  comme  précédemment,  et  l'œil  en  saisira  l'image 
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totale  par  l'ensemble  de  tous  les  petits  cènes,  qui  ayant  pour 
base  commune  la  prunelle  O,  auront  leurs  sommets  en  cha- 
cun des  points  de  A B'.  En  résumé,  nous  dirons  que,  par  rapport 
à un  miroir  plan,  l image  est  virtuelle,  droite,  de  même  grandeur 
et  à mémo  distance  du  miroir  que  l'objet. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  encore  que,  si  le  miroir  MM* 

( fig . 225),  est  rapproché  de  A d'une  quantité  bb>,  la  distance  en- 
tre A et  A'  diminuera  deux  fois  plus.  Ainsi,  une  personne  placée 
vis-à-vis  un  miroir,  ne  voyant  pas  son  imago  assez  nette,  peut, 
en  rapprochant  le  miroir  d’une  certaine  quantité,  diminuer  la 
distance  à son  image  d'une  quantité  double. 

291 . Nous  avons  indiqué  § 157,  l'emploi  d’un  miroir  ou  d’un 
prisme  dans  la  boussole  à réflexion  : c’est  ici  le  lieu  de  donner 
quelques  nouveaux  détails  à ce  sujet. 

L'œil  O reçoit  la  sensation  du  point  T {fig.  226)  par  les  rayons 
qui  arrivent  horizontalement  suivant  TM  : en  même  temps,  il 
éprouve  une  autre  impression,  c’est  celle  du  cliilTro  qui  est  placé 
en  P sous  la  verticale  de  M.  En  effet,  les  rayons  qui  de  P arrivent 
en  M sur  le  miroir,  se  réfléchissent  bien  suivant  MO  : l’œil  aperçoit 
donc  P dans  la  position  P',  et  par  conséquent  voit  l'objet  T et  lit 
l’angle  qui  lui  correspond.  La  substitution  au  miroir  d'un  prisme 
lenticulaire,  c'est-à-dire  d'un  prisme  dont  la  face  plane  MM'  fait 
fonction  do  miroir  et  dont  les  deux  autres  faces  sont  des  segments 
de  sphère,  a pour  but,  d’abord  d’éviter  l'inconvénient  attaché  à 
tout  miroir,  de  se  détériorer  par  l’altération  ou  la  disparition  du 
tain;  puis  ensuito  de  rendro  plus  grandes  les  dimensions  appa- 
rentes do  la  graduation,  au  moyen  do  la  convexité  de  deux  des 
faces  du  prisme.  Plus  loin,  nous  dirons  comment  cet  effet  est  pro- 
duit par  la  réfraction.  Nous  devons  expliquer  ici  pourquoi  la 
face  plane  étant  inclinée  à 50‘,  jouit  de  la  propriété  de  réfléchir 
les  rayons  lumineux  qui  arrivent  de  P {fig.  227),  et  cela,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  d'appliquer  une  lame  opaque  sur  la  face 
plane.  L’addition  de  celte  dernière  a un  alître  but  : c’est  d’éviter 
qu'il  n’entre  par  ce  côté  de  la  lumière  qui,  venant  se  croiser  avec 
celle  qui  produit  l’image  P',  la  rendrait  confuse.  Nous  venons  de. 
voir  § 287,  que  pour  qu'il  y ail  réfraction,  le  plus  grand  angle 
sous  lequel  la  lumière  peut  traverser  lo  verre  est  16  ou  V7f  avec 
la  normale,  puisqu’à  ce  moment  le  rayon  réfracté  sortirait  en 
glissant  sur  la  surface  : au  delà  do  celte  limite,  il  n’y  a que  ré- 
flexion, et  c’est  ce  qui  arrivera  pour  le  rayon  luminoux  PC  {fig. 
227),  puisqu’il  est  incliné  de  50‘  sur  la  normale  CN. 
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292.  Miroirs  concaves.  La  théorie  de9  miroirs  courbes  se  déduit 
très-simplement  de  celle  des  miroirs  plans,  en  remplaçant  pour 
chaque  point  d'incidence,  la  surface  supposée  connue,  paT  son 
plan  langent  : on  est  alors  h même  de  déterminer  l’image  d'un 
point.  Dans  la  pratique,  on  ne  se  sert,  pour  plus  de  simplicité, 
que  do  miroirs  sphériques  d’un  très-grand  rayon,  comparative- 
ment du  moins  aux  dimensions  du  segment  qui  forme  le  miroir. 
Nous  aurons  donc  à considérer  les  miroirs  sphériques,  concaves  et 
convexes. 

Soit  C (fig.  228)  le  centre  do  la  calotte  sphérique  qui  forme  le 
miroir  MM'.  Plaçons  d’abord  le  point  lumineux  en  S sur  l'axe. 
Parmi  tous  les  rayons  qui  en  émanent,  il  en  est  un  SO,  qui  arrive 
normalement  et  se  réfléchit  sur  lui-inème  s donc  le  foyer  do  S 
sera  quelquo  part. sur  SO.  Un  autre  rayon  SM  se  réfléchira  sui- 
vant MF,  de  telle  sorte  que  SMC=CMF.  Le  mémo  raisonnement 
s'appliquant  à tout  autre  rayon  lancé  par  S,  il  s'ensuivra  que 
toutes  les  réflexions  convergeront  sensiblement  vers  F ; mais 
cela  ne  peut  s’entendre  que  des  rayons  qui  ne  font  qu'un  petit 
angle  avec  celui  d'entro  eux  qui  passe  par  le  centre.  C'est  pour 
celle  raison  et  pour  éviter  un  inconvénient,  que  nous  signalerons 
plus  tard,  que  l’on  ne  prend  pour  miroir  qu'un  très-petit  segment 
de  sphère.  Si  le  corps  lumineux  s’ôloigno  de  C,  l’angle  SMC  aug- 
mentant , l’angle  CMF  augmentera  aussi , et  lo  foyer  se  rappro- 
chera du  miroir.  La  limite  de  ce  rapprochement  correspondra 
évidemment  à la  plus  grande  distance  de  S,  c’est-à-dire  au  mo- 
ment où  il  sera  à l'infini,  comme  l’est  le  soleil,  eu  égard  aux 
dimensions  du  miroir.  Cherchons  donc  la  position  de  ce  foyer 
des  rayons  parallèles,  remarquable  entre  tous  les  autres,  et  que 
pour  cela  on  désigne  sous  le  nom  de  foyer  principal.  Dans  ce  cas, 
tous  les  rayons  émanant  de  S sont  parallèles,  et  le  cène  lumineux 
devient  un  cylindre. 

293.  Foyer  des  rayons  parallèles.  Le  miroir  MM'  (fig.  229), 
étant  placé  perpendiculairement  au  faisceau  lumineux  qui  l’at- 
teint, nous  dirons  encore  que  tous  les  rayons  réfléchis  se  rencon- 
treront sur  l'axe.  Ce  que  nous  cherchons,  c’est  la  distance  OF. 
Pour  cela  menons  un  rayon  quelconque  SM,  sa  réflexion  MF 
complétera  un  triangle  FMC , dans  lequel  les  angles  en  M et  C 
sont  égaux  5 en  effet,  FCM=CMS  comme  alternes  internes  : 
FMC=CMS  comme  incidence  et  réflexion;  donc  FCM=FMC  : 
donc  les  côtés  opposés  MF,  CF  sont  égaux . Actuellement,  menons 
la  tangente  MT,  elle  terminera  un  triangle  MTF  : nous  aurons. 
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MTF=VMS  comme  correspondants  : TMF=  VMS  comme  com- 
pléments de  deux  angles  égaux,  l'incidence  et  la  réflexion  : donc 
encore  MTF=TMF,  et  par  suite  MF=TF,  donc  enfin  FT=FC; 
d'ailleurs , la  sous-tangente  OT,  est  extrêmement  petite  : donc, 
on  peut  dire  que  le  foyer  principal  est  sensiblement  placé  à égale 
dislancc  du  miroir  et  de  son  centre. 

294.  Il  y aurait  encore,  en  faisant  différentes  suppositions, 
à voir  quelles  relations  existent  entre  les  positions  de  S et  do  son 
foyer,  mais  au  lieu  de  les  tirer  des  modifications  qui  en  résulte- 
raient dans  le  tracé  do  la  Ggure,  cherchons  uno  formule  qui 
établisse  celle  rclatio'n;  puis  nous  en  déduirons  d’une  manière 
plus  élégante  et  plus  générale  tous  les  cas  particuliers. 

En  considérant  l'angle  OCM  extérieur  au  triangle  CMS  (fig. 
228),  nous  voyons  que  l’on  a OCM  = CSM  +CMS.  L’expression 
de  ce  même  angle  déduite  du  triangle  FCM,  sera  OCM  = OFM — 
FMC,  et  comme  FMG  =: CMS,  il  en  résulte  qu'en  ajoutant  les  deux 
valeurs  de  OCM,  il  vient  2,OCM  = OFM  + OSM. 

Les  angles  en  C,  en  F et  en  S étant  toujours  très-petits,  on 
peut,  sans  altérer  la  vérité,  leur  substituer  leurs  sinus  ou  leurs 
tangentes  (pour  10  grades,  amplitude  que  n’atteignent  jamais 
les  angles  dont  nous  nous  occupons , la  différence  entre  le  sinus 
et  la  tangente  étant  moindre  que  0,002,  celle  de  l’une  de  ces  lignes 
trigonomotriques  à l’arc  est  d'environ  0,001).  Cela  posé,  abais- 
sons de  M la  perpendiculaire  MP,  et  nous  formerons  ainsi  trois 
triangles  rectangles  dont  MP  sera  un  côté  commun,  et  dont  les 
troisièmes  angles  seront  en  C,  F et  M : ils  nous  fourniront  les 
relations  suivantes 


„ MP 
S,n’C=MC; 


sin.F  ■ 


MP  . _ 


MP  " 
MS' 


Substituant  ces  sinus  à la  place  des  angles,  il  vient 

MP  MP  MJ»  2 1-lJ. 

’MC~MF+MS  0U  MC  MF  ' MS 


ou  encore,  en  désignant  par  r,  f ets  les  dislances  OC, OF  et  OS 
que  l’on  peut  mettre  à la  place  de  MC,  MF  et  MS 


Celte  formule  symétrique  par  rapport  à /"et  *,  indique  que  l’ob- 
jet et  son  image  peuvent  occuper  réciproquement  la  place  l'un 
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de  l’autre  : toutes  les  couples  de  points  tels  que  F et  S,  sont  dites 
foyers  conjugués. 

Pour  connaître  la  position  du  foyer  principal  dont  nous  dési- 
gnerons la  distanceau  miroir  par  F,  faisons  dans  la  formule  ci-des- 

12  r 

sus  s — le  , il  en  résultera ou  F = expression  conforme  à 


ce  que  nous  a donné  la  démonstration  synthétique.  On  peut,  si 

1 2 

l’on  veut,  substituer  dans  la  formule  (1)F  à - , ce  qui  la  change 


en  celle-ci  - = qui  établit  une  relation  entre  la  distance 

I-  f • 


focale  principale  et  celles  de  deux  foyers  conjugués  quelconques. 

La  formule  (t)  fait  voir  que  f diminue  quand  s augmente,  et 
réciproquement.  De  ce  que  r,  * et  f sont  de  même  signe,  on  en  tire 
la  conséquence  que  le  centre  et  les  foyers  conjugués  sont  du  même 
côté  du  miroir. 


Nous  avons  vu  qu'à  s = jo  correspond  f= 
si  s=r  on  a aussi  f=r 


c’est-à-dire  que  le  point  lumineux  étant  au  centre,  le  foyer  s’y 
trouve  également. 

Quand  * > r.  . . . 

1 « , 

. - < donc 

* r 

-f  > l .°u  f < r 

«<>•.... 

><:  r>r 

r 

" = • • • 

1 2. 

s r 

1 , 
f — 0 f = x 

4 2 

* < 2 

' . > r" 

f <°  f<° 

c'est-à-dire  que  le 

point  lumineux 

étant  situé  entre  le  foyer 

principal  et  le  miroir,  les  rayons  réfléchis  divergent  et  ne  se  ren- 
contrent que  par  leurs  prolongements,  au  delà  du  miroir  pour  y 
former  un  foyer  virtuel. 

12  4 

Enfin,  si  >=o,  on  a y—  - — - , ce  qui  exige,  pour  ne  pas  im- 
pliquer d’absurdité , que  /'soit  aussi  égal  à zéro  : car  de  (!)  l'on 


tire  f — — qui  fait  voir  que  f cl  s sont  nuis  simultanément. 

Si  le  point  lumineux  est  situé  en  S',  hors  de  l’axe  du  miroir, 

34 
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la  relation  indiquée  par  l'équation  (1)  existe  toujours  par  rapport 
à la  droite  S'il'  {fg.  230)  qui  passe  par  le  centre,  et  par  suite  les 
foyers  conjugués  ne  sont  pas  situés  du  même  côté  do  l’axe,  excepté 

quand  s étant  plus  petit  que^  , le  foyer  devient  virtuel. 

295.  Au  lieu  de  ne  considérer  qu’un  point,  supposons  un  objet 
AB  ( fig . 231),  nous  construirons  facilement  les  foyers  de  tousses 
points  : mais  pour  ne  nous  occuper  que  des  extrémités  A et  B, 
traçons  les  deux  rayons  qui,  passant  par  le  centre,  vont  rencon- 
trer le  miroir  en  M et  M'  : l’image  sera  évidemment  comprise 
dans  l’angle  MCM'.  Pour  avoir  la  réflexion  d’un  second  rayon 
partant  de  A,  nous  pouvons  prendre  celui  AN,  qui  étant  parallèle 
à l’axe,  vient  passer  par  le  foyer  principal  F,  et  sa  rencontre  en 
A'  avec  AM',  sera  le  foyer  de  A.  On  obtient  de  même  B'.  L image 
est  réelle,  renversée  et  toujours  plus  petite  que  l’objet.  Quand 
celui-ci  est  à l’infini,  son  image  se  réduit  à un  point  en  F.  AB 
rapprochant,  A'B'  augmente  et  devient  précisément  égal  à AB, 
lorsqu’ils  arrivent  tous  deux  simultanément  au  centre.  L’image 
peut  diminuer  par  deux  causes  : ou , comme  nous  venons  de  le 
dire,  quand  l’objet  s'éloigne  ; ou,  quand  restant  h la  même  place, 
c’est  le  centre  qui  se  rapproche  du  miroir  : car,  dans  l’un  et  l’autre 
cas,  l’angle  ACB  diminue  et,  par  suite,  son  opposé  par  le  sommet 
dans  lequel  est  comprise  l'image.  C’est  d'ailleurs  ce  qu'indique 
parfaitement  l'expression  de  A'B'  au  paragraphe  suivant,  § 296. 

Les  figures  232  et  233  indiquent  comment  se  forment  les  ima- 
ges d’un  point  ou  d’un  objet  situé  entre  le  miroir  et  le  foyer  prin- 
cipal. On  voit  que,  dans  la  seconde,  on  a encore  mené  par  les  ex- 
trémités A et  B,  les  rayons  qui  passent  par  le  centre , et  les 
rayons  parallèles.  Ici,  l’image  est  toujours  droite,  virtuelle  et 
agrandie.  Elle  est  toujours  agrandie  : car  elle  est  comprise  dans  le 
même  angle  A'CB'  que  l’objet  AB,  et,  en  outre,  elle  est  plus  éloi- 
gnée du  sommet  C.  On  pourrait  ajouter  cependant  que  l’impres- 
sion, pour  un  observateur,  dépendra  du  point  d’où  il  verra  l’image. 
En  effet,  si  l’œil  est  en  C,  l’image  et  l’objet  soustendant  le  même 
angle  visuel,  paraîtront  de  même  grandeur  : si  l’œil  est  en  H, 
HB  paraîtra  plus  grand  : ce  sera  le  contraire,  si  l’œil  est  placé 
vers  R au  delà  du  centre. 

Pour  éprouver  la  sensation  produite  par  une  image  virtuelle , 
il  faut  nécessairement  que  l’œil  se  trouve  dans  la  direction  de 
l'un  des  faisceaux  lumineux  réfléchis;  tandis  que  l’imago  réelle 
peut  être  vue,  ou  de  la  même  manière,  ou  en  la  recevant  sur  un 
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corps  translucide,  suivant  que  l’œil  est  du  même  côté  que  le  mi' 
roir,  par  rapport  à l’image  ou  du  côté  opposé. 

206.  Si  nous  voulons  connaître  la  relation  qui  existe  entre  les 
dimensions  de  l’objet  et  celles  de  son  image,  en  raison  do  la  di- 
stance du  premier  au  miroir,  remarquons  que  nous  tirons  des 
triangles  semblables  ABC,A'B'C  (fig.  231) , la  proportion 

A»!»1  : ab  : : CF1  : es  : : r r. 

Pour  éliminer  f,  substituons  sa  valeur  déduite  de  l'équa- 

tion (1),  nous  aurons 


{«  — r)(3j  — r);;  r J ït  — r d’où  A'B'=  AB  ^ — - 

l)’où  il  résulte  que  le  rapport  entre  les  dimensions  de  l’objet  et 
de  son  image  est  précisément  le  même  que  celui  des  dislauces 
focales  conjuguées. 

Cette  circonstance  se  vérifie  encore  en  écrivant 

fl'l'.r- f.i-r  d’où  /•(, -r)=.(r-f) 

et  encore  ?/#  = *•(/•+*)  et  -=»  — + - 

r f « f , 

et  l’on  est  ainsi  revenu  au  point  de  départ. 

Tant  que  s >r,  le  coefficient  de  AB  est  plus  petit  que  l’unité 
et  par  suite  A'B' <AB. 

Si  *=  x> , A'B'  =0  : quand  * = r,  on  trouve  A'B' = AB.  Lors- 
que *<r,  le  dénominateur  2s  — r est  plus  petit  que  r et  l’imago 

est  amplifiée.  Si  s , le  dénominateur  devient  nul,  et  A'B  est 

d’une  grandeur  infinie.  En  supposant  * < ^ , on  a 2s— r négatif 

et  plus  petit  que  r ; par  conséquent  A'B'  négatif  et  plus  grand  quo 
AB.  Enfin  » — o produit  A'B'= — AB,  c’est-ù-diro  que  l’image 
vient  se  réunir  à l’objet  sous  la  même  dimension,  comme  il  arrive 
quand  l’objet  est  au  centre  du  miroir,  avec  cette  différence  seule- 
ment qu'elle  est  réelle  dans  ce  dernier  cas  et  virtuelle  dans  l'autre. 
Ajoutons  que  renversée  au  centre,  elle  est  droite  à la  surface  du 
miroir.  Tous  ces  résullats  sont  conformes  à ce  que  nous  avons 


Digitized  by  Google 


268  OPTIQUE . 

trouvé,  n°  295,  en  modifiant  la  figure  suivant  les  différentes  hy- 
pothèses que  nous  venons  de  faire. 

297.  Détermination  pratique  du  foyer  principal.  On  présente 
le  miroir  concave  au  soleil  ; on  reçoit  l'image  sur  un  carton  blanc 
que  l’on  varie  de  position  jusqu'à  ce  quelle  soit  la  plus  petite,  la 
plus  nette  et  la  plus  brillante  possible  : on  mesure  et  l’on  a ainsi 
la  distance  focale  principale.  Si  l'on  veut  connaître  le  rayon  de 
courbure , on  se  rappelle  qu’il  est  double  de  cette  distance. 

298.  Miroirs  convexes.  Une  marche  analogue  à celle  que  nous 
venons  de  suivre  va  nous  expliquer  les  effets  produits  par  un 
miroir  convexe  placé  devant  un  objet  lumineux.  Soit  S [fig.  234) 
le  point  lumineux  et  MM'  le  miroir  : MN  étant  la  normale,  il 
est  évident  que  les  rayons  réfléchis  divergent,  et  que  ce  ne  sont 
que  leurs  prolongements  qui  se  rencontrent  au  delà  du  miroir. 
Nous  pouvons  donc  conclure  déjà  que  le  foyer  est  virtuel.  Si  S 
s'éloigne  pour  se  placer  en  S',  le  foyer  s’éloigne  aussi  du  miroir 
et  se  trouve  en  F'.  Quand  S est  à l’infini , le  foyer  est  le  plus  loin 
qu'il  puisse  se  trouver  du  miroir  : il  est  placé  à très-peu  près  à 
égale  distance  du  miroir  et  de  son  centre.  Nous  ne  reproduirons 
pas  ici  la  démonstration  géométrique  qui  est  tout  à fait  celle  donnée 
pour  le  miroir  concave.  S'il  s’agit  de  construire  l’image  de  AB 
(fg.  235),  il  faut  unir  les  points  A et  B au  centre  C.  Sur  AC  cl 
BC  se  trouveront  les  points  de  réunion  des  rayons  lancés  par  A 
et  B ; puis,  en  construisant  la  réflexion  d'un  autre  point  quelcon- 
que , ou,  en  particulier , de  celui  qui , entre  tous , est  parallèle  a 
l’axe,  on  aura  les  points  et  B1 . Le  rayon  parallèle  est  préféré, 
parce  qu’on  sait  que  le  prolongement  de  sa  réflexion  passe  par 
le  foyer  principal  F.  Il  résulte  de  là,  que  l’image  est  virtuelle, 
droite  et  plus  petite  que  l’objet  : celte  dernière  circonstance  est 
évidente,  puisque  l'objet  et  son  image  souslcndent  le  même  angle 
AClî  dont  le  sommet  est  au  centre,  et  que  c’est  l'image  qui  est 
la  plus  voisine  du  sommet. 

299.  Pour  obtenir  la  formule  qui  établit  une  relation  entre 
les  distances  de  l’objet  et  du  foyer,  considérons  les  triangles  MCF 
SMC  (fig.  234),  ils  donnent  MCF=MFS— CMF  et  MCS=RMC 
— MSC,  et  comme  CMH  = CMF,  il  vient  en  ajoutant,  2,MCF  = 
MF’S — MSC  : abaissons  la  perpendiculaire  M1’  qui  forme  les  trois 
triangles  rectangles  desquels  nous  tirons  les  valeurs  des  tangentes 
des  angles  en  C,  F et  S,  Substituant  les  tangentes  aux  angles, 


RÉFLEXION. 


269 


a» 


Ici,  les  signes  contraires,  qui  affectent  f et  s, nous  font  voir  que 
l'objet  et  l'image  ne  sont  pas  situés  du  même  côté  du  miroir, 
tandis  que  l’image  et  le  centre  le  sont.  Nous  voyons  encore , ce 
qu’indique  au  surplus  le  simple  bon  sens , que  l'objet  et  l'image 
ne  peuvent  point  alterner  de  positions,  puisque  la  formule  n'est 
pas  symétrique  par  rapport  à f et  à s. 

Il  est  un  cas  cependant  où  l’image  peut  devenir  réelle,  et  par 
conséquent  se  trouver  située  en  deçà  du  miroir  : c’est  celui  oii 
les  rayons  lumineux  arrivent  sur  sa  surface  en  convergeant.  Cela 
n’a  lieu,  comme  nous  le  verrons  n"  336,  à l’occasion  du  télescope 
de  Cassegrain , qu'autant  que  ces  rayons  auront  préalablement 
rencontré  un  miroir  concave  qui  les  aura  rendus  convergents. 
Alors  ils  sont  réfléchis  convergents  aussi  par  le  second  miroir 
qui  est  placé  entre  le  premier  et  son  foyer.  Pour  que  la  formule 
s’applique  à cette  circonstance,  il  faut  changer  les  signes  de  s et 
de  f : elle  devient  donc 


r 


Discutons  maintenant  la  formule  en  attribuant  dif- 

r f • 

férentes  valeurs  à s.  Nous  trouverons  d'abord  le  foyer  principal 
en  faisant  s = x : car  alors 


Si  * > r 


.0 


ou 


r 

F = ,- 


< r 
4 


4 3 

fKr 


et 


f> 

f~ 


3 


Ainsi,  l’objet  s'approchant  du  miroir,  de  l’infini  à une  distance 
égale  au  rayon,  l’image  ne  s’en  approche  qué  de  (J  — \)  r.  c’est- 
à-dire  du  sixième  du  rayon 


* < r 


4 4 

->  - 

t r 


< 3 * r 

r>r  f<i 


r 

9 


* 


Si  »=0,  l’équation  mise  sous  la  forme  f = fait  voir  que 
f est  aussi  nul. 

. Si,  comme  pour  le  miroir  concave,  nous  voulons  trouver  l'ex- 
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pression  du  grossissement,  nous  aurons,  en  désignant  par  AB  et 
A'B'  l'objot  et  son  image, 


' A'B'  : AB  ::  r — f:  r-f  < 


A'B'  r—f 


Substituant  pour  f sa  valeur  ^’^-et  effectuant  les  réductions, 
on  retombe,  pour  le  rapport  de  AB'  à AB,  sur  l’expression 
môme  qui  représente  c’est-à-diro  que  - 

Ce  rapport  ne  diffère  de  celui  trouvé  pour  les  miroirs  concaves 
que  par  le  signe  de  r au  dénominateur. 

Puisque  dans  les  miroirs,  soit  coucaves,  soit  convexes,  on  a 
toujours  A'B»  : AB  y.fii, 

Cela  prouve  que  l’objet  et  son  image  soustendent  un  môme 
angle  dans  le  premier  cas,  et  deux  angles  opposés  égaux  dans  le 
second,  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  surface  du  miroir. 

La  construction  des  figures  avait  d’ailleurs  fait  voir  que  AB  et 
A'B'  soustendent  aussi  deux  angles  opposés  dont  le  sommet  com- 
mun est  au  centre  du  miroir  concave,  et  un  seul  angle  ayant  son 
sommet  au  centre  du  miroir  convexe. 

U résulte  de  ces  deux  faits  en  les  groupant  ensemble: 

1°  Que,  pour  les  miroirs  concaves,  l’angle  commun  aboutit 
à la  surface  et  que  les  angles  opposés  aboutissent  au  centre  ; 

2° Que,  dans  les  miroirs  convexes,  au  contraire,  c’est  au  centre 
quo  se  trouve  le  sommet  de  l’angle  commun,  tandis  que  les  côtés 
des  deux  angles  opposés  s’entre-croisent  sur  la  surface. 

On  pourrait  très-bien  tirer  parti  de  cette  observation  pour 
construire  exactement  l’image  d’un  objet  mis  en  présence  d’un 
miroir  sphérique. 

Revenant  à l’expression  A’B'=  AB  on  remarque  que  le 

coefficient  de  AB  est  toujours  plus  petit  que  l’unité,  autant  du 
moins  que  s est  positif;  et  nous  savons  qu’il  n’en  peut  être  autre- 
ment dans  le  cas  général  , c’est-à-dire  tant  que  les  rayons 
envoyés  par  l’objet  arrivent  divergents  sur  la  surface  réfléchis- 
sante. 

On  voit  encore  au  moyeu  de  = ’T / 'lue  A'B’  = AB,  lors- 
que  s = o,  puisque  alors  f est  aussi  égal  à zéro.  Si  s augmente, 
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l’imago  diminue;  r devenant  infini,  elle  se  réduit  à- un  point. 
Quand  enfin  s devient  négatif  par  le  fait  de  la  convergence  des 
rayons  incidents,  l’image,  qui  d’ailleurs  est  droite  et  réelle,  a 
toujours  de  plus  grandes  dimensions  que  l'objet. 

» = r,  A'B’=JAB:  » = 3r,  A'B'=  J AB  : » = 3r,  A'B'  = * AB 

» = ir,  A'B'  = J AB  : j = 5r,  A'B'— Jf  AB  . » = 6r,  A'B’^^AB. 

300.  Détermination  du  foyer  principal.  On  couvre  la  surface 
du  miroir  de  papier,  d’une  couleur  ou  d’un  enduit  quelconque 
qui  absorbo  la  lumière,  en  réservant  toutefois  en  deux  points  A 
et  B (fig.  236)  la  surface  du  miroir  à nu.  On  présente  le  miroir 
au  soleil  en  dirigeant  son  axe  parallèlement  aux  rayons  de  lu- 
mière. On  place  en  avant  du  miroir  une  feuille  de  papier  ou  de 
carton  blanc,  DH1,  évidée  au  milieu,  suivant  une  circonférence 
dont  le  diamètre  est  plus  grand  que  AB,  parce  qu’alors  le  faisceau 
lumineux,  qui  passe  dans  l’évidement,  rencontre  directement 
A et  B qui  réfléchissent  leurs  images  sur  la  surface  DH,  dont  on 
fait  varier  la  distance  jusqu'à  ce  que  A'B'  =2AB.  Il  est  évident 
qu'en  cet  instant  KL=LF  : ainsi  la  distance  mesurée  du  corps 
au  miroir  donne  la  distance  focale  principale  ou  la  moitié  du 
rayon  CL. 

301.  Tableau  comparatif  de*  distances  focales  des  miroirs  con- 
caves et  convexes  correspondant  à diffàentes  distances  du  corps 
lumineux. 

Mi>  •oir  concave.  Miroir  convexe. 


1 1 

= f+  *■ 

• 

t 1 1 

r~  f~  * 

r-i 

lorsque  * = x 

T 

/==2 

f — 9*.  r 
/ — tou  1 

« =100  I' 

O.1* 
0 3. 

II. 

» = 50  r 

ftr 

» = tu  t 

i; 

II 

f-  »' 

* = 5 r 

II 

\ 

f=ir 

* = i r 

r=  ? *■ 

K r 9 

«>. 

/W 

« = r 

r~i 

f<r 

»<» 
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/■=» 

k 1 T» 

II 

r • 

( ~ ' r 

r 

3 

f~\r 

f~—\r 

,=lr 

f=\r 

« = lr 

/•=?  r 

f=-lr 

k 

Ha 

II 

K 

r~i>- 

U 

1 

> 

II 

a- 

-s 

^4 

II 

1 

a- 

-t 

* =Tb  r 

Si,  dans  l'une  et  l’autre  formules,  on  change  le  signe  de  * pour 
exprimer  que  les  rayons  incidents  arrivent  en  convergeant  sur  le 
miroir,  on  reconnaît  que  la  première  formule  rentre  dans  la  se- 
conde et  réciproquement.  Dans  ce  cas  particulier,  on  voit  donc 
que  f reste  toujours  positif  pour  le  miroir  concave,  tandis  qu’il 
peut,  suivant  les  valeurs  attribuées  à t,  rester  positif  ou  devenir 
négatif  pour  les  miroirs  convexes.Les  formules  ont,  dans  cette  cir- 
constance, changé  de  destination,  et  les  expressions  de  distances 
focales  trouvées  pour  un  miroir  concave  s’appliquent  au  miroir 
convexe,  de  même  que  celles  trouvées  pour  les  miroirs  convexes 
deviennent  ce  qui  convient  aux  miroirs  concaves.  11  est  à remar- 
quer seulement  que  ce  sont  les  foyers  virtuels  affectés,  dans  le  ta- 
bleau ci-dessus,  du  signe  moins  pour  les  miroirs  concaves,  qui 
sont  les  foyers  réels  des  miroirs  convexes. 


CHAPITRE  111. 

RÉFRACTION  PRODUITE  PAR  LES  MILIEUX  TERMINÉS  PAR  DES 
SURFACES  COURSES. 

302.  La  réfraction  dans  les  milieux  dont  les  surfaces  ne  sont 
lias  planes  est  essentielle  à connaître,  en  raison  de  son  application 
usuelle  dans  les  instruments  d'optique.  On  peut  considérer  une 
surface  courbe  comme  un  polyèdre  composé  d’une  infinité  de  pe- 
tits plans  diversement  inclinés  entre  eux.  Lorsqu’un  cône  lumi- 
neux tombe  sur  l’une  de  ces  surfaces  et  que  le  corps  est  dia- 
phane, chaque  rayon  subit,  à l’égard  du  petit  plan  qui  le  reçoit, 
une  réfraction  soumise  h la  loi  énoncée  n°  287,  mais  en  raison 
des  inclinaisons  respectives  des  faces  du  polyèdre  réfringent,  les 
rayons  réfractés  prenant , les  uns  à l’égard  des  autres,  des  posi- 
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tions  qui  dépendent  de  la  figure  du  milieu  , tantôt  convergent, 
tantôt  divergent. 

Dans  les  applications  de  l'optique,  on  ne  fait  usage  que  de 
verres  sphériques,  parce  qu'ils  sont  les  seuls  que  l’on  puisse  con- 
struire avec  précision  et  facilité.  On  les  divise  en,  1°  biconvexes  : 
2°  plans  convexes  ; 3°  ménisques  convergents  ( fig . 237)  ; 4°  bi- 
concaves ; 5°  plans  concaves  ; 6°  ménisques  divergents. 

Lçs  trois  premiers  sont  convergents  et  fournissent  générale- 
ment des  images  réelles. 

Les  trois  autres  qui  sont  divergents  donnent  naissance  b des 
images  virtuelles. 

L’acre  de  ces  verres,  que  l’on  désigne  aussi  sous  le  nom  géné- 
rique de  lentilles,  est  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres  ou, 
en  d’autres  termes,  la  normale  commune  à ses  deux  surfaces. 

303.  Le  centre  optique  est  un  point  unique  de  l’axe  qui  jouit  de 
cette  propriété, que  tout  rayon  qui,  par  l’effet  do  la  première  ré- 
fraction, passe  par  ce  point,  sort  de  la  lentille  en  suivant  une  di- 
rection parallèle  à celle  qu’il  avait  avant  l'immersion.  Pour  le 
trouver,  traçons  deux  rayons  CA, C’A'  {fig-  238)  parallèles  : 
les  éléments  des  surfaces  en  A et  A'  seront  parallèles  aussi. 
Parmi  toutes  les  directions  que  peut  prendre  un  rayon  incident 
SA,  il  en  est  une  telle  que  le  rayon  réfracté  suit  la  ligne  qui  unit 
A et  A',  de  sorte  qu’à  sa  sortie  et  au  delà  de  A’,  il  se  dirigera 
suivant  A 'S1  parallèlement  à SA.  Le  point  O de  rencontre  de  AA' 
et  de  l’axe  de  la  lentille  sera  le  centre  optique. 

Pour  trouver  sa  position,  qui  doit  varier  en  raison  de  la  cour- 
bure des  surfaces  , et  être  par  conséquent  fonction  des  rayons  de 
courbure,  remarquons  que  les  triangles  CA0,C'A'0,  sont  sembla- 
bles et  fournissent  la  proportion. 

co  ;C'0  ::  ca  : C'A'  o»  co  :C'0  ::  cb  : c b* 

de  laquelle  on  lire 

- • » ZZT*  «v»  ^ « 

cb-co  ;C'B'-C'0  ::  cb  :cb'  c'est-A-dire  bo  :b'o::cb  : C'B' 

Ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : les  distances  du  centre  optique 
aux  surfaces  sont  en  raison  directe  des  rayons  de  courbure  de 
ces  surfaces.  Le  rapport  de  BO  à B O étant  constant  et  indépen- 
dant de  l'inclinaison  sur  l’axe  des  rayons  parallèles  CA,  C A',  il 
est  évident  que  toutes  les  droites  qui,  telles  que  AA',  unissent 
deux  éléments  parallèles  des  faces  opposées , passeront  par  le 
point  ü. 

35 


Digitized  by  Google 


274  OPTIQUE. 

On  voit,  par  la  proportion  précédente,quesil’un  des  rayons  C 'B 
par  exemple,  devient  inGni,  BO  doit  être  nul.  Cela  signifie  que, 
dans  un  verre  plan  convexe,  le  centre  optique  est  situé  sur  la 
surface  courbe. 

La  lentille  ayant  peu  d'épaisseur,  on  considère  le  rayon,  qui 
passe  par  le  centre  optique,  comme  étant  tout  à fait  en  ligne 
droite,  en  négligeant  la  double  brisure  formée  à l'immersion  et  à 
l’émergence.  . 

304.  Pour  déterminer  le  foyer  d’une  lentille  et  pour  procéder 
du  simple  au  composé,  nous  ne  considérerons  d’abord  que  la  face 
antérieure,  en  supposant  le  milieu  réfringent  étendu  indéfiniment 
au  delà.  Soit  S un  point  lumineux  situé  sur  l'axe  du  verre  (fig. 
239).  Le  rayon  dirigé  suivant  SC  étant  normal  à la  surface  ne 
subira  pas  de  réfraction  et  sera  le  lieu  géométrique  du  foyer.  Un 
autre  rayon  SM  arrivé  en  M,  s’infléchira  pour  se  rapprocher  do 
la  normale  et  rencontrera  l'axe  en  F.  Tous  les  points  situés  à 
même  distance  de  l’axe  que  M,  c’est-à-dire  placés  sur  la  circon- 
férence dont  MP  est  le  rayon,  réfracteront  exactement  en  F.  Ceux 
qui  seront  plus  voisins  de  l'axe,  mais  concentriques  aux  premiers, 
auront  un  foyer  un  peu  plus  éloigné  de  la  surface,  et  enfin,  le 
foyer  sera  moins  éloigné  pour  ceux  qui  s’écarteront  davantage  de 
P.  Ces  divers  foyers  différeront  néanmoins  peu  les  uns  des  autres, 
en  raison  des  petites  dimensions  do  MM',  et  par  suite  do  la  très- 
petite  obliquité  des  génératrices  des  cènes  lumineux  par  rapport 
à leur  axo  commun  SF.  D’où  il  suit  qu’on  suppose  F le  foyer 
unique. 

Si  S s’éloigne  ou  s’approche,  le  rayon  SM  fera  un  angle  plus 
petit  ou  plus  grand  avec  la  normale,  l’angle  de  réfraction  dimi- 
nuera ou  augmentera  en  même  temps  : c’est-à-dire  que  le  foyer 
suivra  une  marche  inverse  à celle  de  S relativement  à la  surface 
MM’.  On  conçoit  alors  que  S à l’infini  correspondra  à la  plus 
petite  distance  focale  possible  : qu’à  un  certain  rapprochement 
de  S correspondra  uno  direction  parallèle  à l’axe  pour  les 
rayons  réfractés,  auquel  cas  le  foyer  sera  situé  à l’infini  : que  la 
distance  de  S à la  surface  diminuant  encore,  les  rayons  réfractés 
divergeront,  et  leurs  prolongements  donneront,  par  leur  ren- 
contre, une  image  virtuelle  qui  sera  située  du  même  côté  que 
l’objet. 

305.  Si  nous  supposons  que  le  milieu  réfringent  soit  bicon- 
vexe ((>g.  241),  le  rayon  SM  s’étant  infléchi  on  s’approchant 
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de  la  direction  de  la  normale  C'M  , arrivé  en  N,  s'écartera 
de  la  seconde  normale  CN,  puisqu'en  sortant  du  verre,  il  rentre 
dans  l'air  : il  convergera  donc  plus  rapidement  vecs  l'axe,  que 
lorsqu'iU'agissait  d'une  seule  surface.  Si  le  verre  est  plan  con- 
vexe ( fig . 242),  le  rayon  se  brisera  encore  en  traversant  la  face 
plane  ; moins  cependant  que  dans  le  cas  précédent.  Si  enfin,  il  s'a- 
git d'un  ménisque  convergent  {fig.  243),  la  convergence,  au  lieu 
d’augmenter  au  sortir  du  verre,  deviendra  plus  faible,  et  le  rayon 
lumineux,  loin  de  suivre  la  direction  MNÀ  déterminée  par  la 
courbure  extérieure,  se  dirigera  suivant  NB. 

306.  Cherchons  actuellement  la  formule  qui  détermine  la  po- 
sition du  foyer  on  fonction  de  celle  du  point  lumineux  et  de  la 
quantité  que  l’on  nomme  l’indice  de  réfraction,  ou  le  rapport 
entre  les  sinus  des  angles  d'incidence  et  de  réfraction. 

Reprenons  le  point  S et  le  corps  transparent  terminé  par  la 
calotte  sphériquedont  MM'  (fig.  239),  est  une  section  méridienne: 
nous  cherchons  quelle  relation  relie  SO,  CO  et  FO,  en  raison  de 
l'indice  do  réfraction.  Pour  atteindre  notre  but,  nous  remarquons 
que  l'incidence  CMG  étant  l'angle  extérieur  du  triangle  MSC,  nous 
avons  GMC=MCS+MSC.  D'autre  part  et  par  rapport  au  triangle 
MCF,  nous  avons  CMF=MCS — MFC. 

Substituant  aux  angles  qui  forment  les  deux  termes  des  seconds  ' 
membres  de  ces  deux  égalités,  leurs  tangentes  ou  leurs  sinus  qui 
en  diffèrent  très-peu,  nous  aurons 


GMC 


MP  MP  MP  MP 

CP  '*  SB'  CP  PF 


GMC  /MP  MP\  _ MP  MP 
" 0U  CMF  \CP  PfJ—CP+SP 

Remarquons  que  les  angles  GMC,  CMF  étant  très-petits  aussi , 
peuvent  être  remplacés  par  leurs  sinus  dont  le  rapport  est  ce  que 
nous  avons  désigné  sous  le  nom  d'indice  de  réfraction  : il  viendra 
donc,  en  le  représentant  par  n,  en  supprimant  le  facteur  commun 
MP  et  en  exprimant  par  a,  /‘et  r les  lignes  PS,  PF  et  PC,  ou  ce 
qui  leur  est  sensiblement  égal  OS,  OF  et  OC. 


d'où 


(') 


ou  encore 


f 


nrt 

* ("  — t ) — r 


(î) 
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Pour  savoir  quelle  est,  dans  ce  cas,  la  position  du  foyer  prin- 
cipal, et  en  supposant  que  le  milieu  réfringent  soit  du  verre,  ce 

qui  exige  que  n viendra,  en  faisant  * = x,  *=•£ 

ou  F = pour  expression  générale  et  F— 3 r pour  le  verre. 
Nous  ferons  voir  tout  à l’heure  que  * =»  et  F = -ll.r  sont 

« -f-  1 

des  foyers  conjugués  par  réfraction.  Si  nous  voulons  savoir  à 
quelle  valeur  de  * correspond  f—  30  , introduisons  cette  supposi- 
tion dans  (I)  qui  deviendra  *=  , et  s'il  s’agit  du  verre  t= 

2 r.  Ici  encore,  s = et  f = » sont  des  foyers  conjugués. 

La  formule  (1)  indique,  d'après  la  fiy.  239  qui  a servi  à la  trou- 
ver, que /'est  considéré  comme  positif,  quand  il  est  situé  du  même 
côté  que  le  centre  par  rapport  à la  surface  ; que  *,  au  contraire, 
est  positif  lorsqu’il  est  placé  du  côté  opposé.  Nous  saurons  donc  ce 
que  signifient  les  changements  de  signes,  s’il  en  survient  dans  ce 

qui  va  suivre.  Tant  que  t>  ou  - < , il  en  résulte 

” > o,  c'est-à-dire  f positif. 

Ainsi,  le  foyer  est  réel  quand  n—  »>2r. 

Si  * < il  s'ensuit  que  ^ > n-^-  et  que  f<.o. 

Donc  pour  un  tel  rapprochement,  les  rayons  réfractés  sont  di- 
vergents, et  le  foyer  virtuel  est  situé  du  môme  côté  que  l’objet; 
mais  toujours  plus  éloigné  que  lui  de  la  surface.  En  nous  résu- 
mant, disons  que  /"augmente  successivement  jusqu'à  l’infini,  au- 
quel cas  s = 2r,  si  l’indice  de  réfraction  est  |.  Jusque-là  aussii 
l’image  n’a  pas  cessé  d’être  réelle.  Si  ensuite  « continue  à décroî- 
tre, f qui  est  devenu  négatif,  passe  par  tous  les  états  de  gran- 
deur depuis  l’infini  pour  être  nul  au  même  instant  que  s.  Celte 
dernière  relation  est  de  toute  évidence  dans  la  formule  (2)  réso- 
lue par  rapport  à f. 

307.  Nous  venons  de  dire  que  toutes  les  valeurs  correspon- 
dantes de/" et  s liées  entre  elles  par  la  formule  (1),  appartenaient 
à des  foyers  conjugués.  Pour  le  justifier,  il  faut  voir  si  la  formule 
ne  change  pas,  ou  si  du  moins  elle  revient  à sa  forme  première 
en  introduisant  les  conditions  convenables.  Si  le  point  lumineux 
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prend  la  place  qu’occupait  d’abord  lu  foyer,  l’indice  de  réfraction 
doit  être  modifié  : car,  dès  lors,  les  rayons  sortent  du  milieu  le 
plus  dense  pour  passer  dans  celui  qui  l’est  le  moins  : il  devient 
\ 

donc  - au  lieu  de  n : de  plus,  pour  que  les  lettres  i et  f expri- 
ment toujours  les  mêmes  quantités,  il  faut  les  permuter  et  chan- 
ger simultanément  leurs  signes  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
changer  seulement  celui  de  r.  La  formule  (1)  devient  alors 


-f 


1 

? 


et  enfin 


Si  s—r  et  n— la  formule  (2)  donne  f=  — 3 r : nous  avions 
trouvé  plus  haut  qu’à  s=x>  correspond  F=3r  ; donc  l’objet  ve- 
nant de  l'infini  et  se  rapprochant  jusqu’à  ce  que  t=r,  le  foyer  a 
parcouru  le  sextuple  du  rayqn. 


» =•  îr,  /■=  » ; « = 3r,  f = 9r 

• =■  VC,  /■=  Gr  ; i =■  5r,  f=  5r 


Quand  le  foyer  est  virtuel,  c'est-à-dire  situé  du  même  côté  que 
l'objet,  il  est  toujours  plus  éloigné  que  lui  de  la  surface. 

Pour  trouver  la  longueur  de  s pour  laquelle  f est  de  même 
valeur,  il  faut,  dans  la  formule,  faire  f=s , et  il  vient  successi- 
vement. 


n — \ n i 


n -f-  1 

*=  .r 

n — 1 


et  si 


: S 5r. 


On  peut,  en  substituant  5 r à s dans  (2),  reconnaître  qu’effecti- 
vemcnl  elle  donne  f=z5r. 

Si  enfin,  l’on  veut  savoir  à quel  moment  l'objet  et  son  image 
se  superposent,  il  faut  changer  de  signe  l’une  des  deux  quanti- 
tés, et  de  plus  exprimer  dans  (1)  que  f=t.  On  trouve  alors 


» — < _ i « I — n l — ii 

r » * n 1 n — i 

Ici,  quelle  que  soit  la  valeur  que  l’on  attribue  à n,  on  trouvera 
toujours  t=—r,  c’est-à-dire  que  l’objet  doit  être  au  centre  de  la 
calotte  sphérique,  ce  que  l'on  pressentait  d’ailleurs,  à l’inspec- 
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tion  de  la  figure.  La  formule  (2)  fait  voir  aussi  qu’à  *=o  corres- 
pond j—o. 

308.  Si  la  surface  MM'  est  concave,  le  foyer  et  l’objet  se- 
ront tous  deux  situés  du  même  côté  que  le  centre.  Ainsi,  la  for- 
mule (1)  serait  appropriée  à cette  nouvelle  circonstance,  en 
changeant  le  signe  de  s.  Au  surplus,  on  peut  la  trouver  telle  di- 
rectement. 

Le  rayon  SM  ( fig . 244)  forme  un  angle  d’incidence  désigné  par 
I : l’angle  de  réfraction  est  exprimé  par  R,  et  le  foyer  est  en  F. 
Le  triangle  CMS  donne  I=C — S. 

Dans  le  trianglo  CMF,  on  a également.  . . . R=C— F. 

Divisant  la  première  égalité  par  la  seconde,  et  procédant 
comme  dans  la  recherche  de  (1),  on  trouve  successivement 


qui  ne  diffère  de  (i)  que  par  le  signe  de  S.  On  voit  qu’ici,  con- 
trairement à la  surface  convexe,  F et  S s’approchent  ou  s’écar- 
tent en  même  temps  de  MM'. 


Si  s = x,  F = ■■  et  quand  n = J,  F = 3r  comme  pour  le 

verre  convexe.  On  verrait  encore  que,  comme  pour  lui,  t = o 

. » n — i ..  , „ " _ 2(n  — t) 

exige  que  f=  o.  Quand  - > — — , il  en  resuite  - > — - — , 


f<2 


nr 

J^T) 


9 


de  même 


i 

9 


M — 1 . « 

, donne  - 

r ’ f 


et  f= 


nr 

2 (»— 


Si  nous  prenons  le  cas  le  plus  ordinaire,  celui  où  l’indice  de 
réfraction  est  les  deux  dernières  circonstances  que  nous  ve- 
nons de  signaler  donnent 

ou  = }r  pour  «<  ou  =î  r 


309.  Supposons  actuellement  et  pour  arriver  à la  connaissance 
de  l’effet  produit  par  une  lentille,  que  le  milieu  réfringent  soit 
terminé  par  deux  surfaces  convexes  MO  et  NO'  (fig-  245).  Nous 
avons  déjà  suivi  géométriquement  n“  304,  ce  qui  se  passe  dans  ce 
cas.  Le  rayon  parti  do  «s’infléchit suivant  MN,  puis,  au  sortir  de 
la  lentille,  il  se  dirige  sur  F'  au  lieu  de  F.  Nous  venons  de  trou- 
ver précédemment  une  relation  entre  f,  r,  s et  n,  en  ne  considé- 
rant que  la  surface  antérieure  MO.  Elle  est  exprimée  par  la 
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formule  = ^ + 7-  D'autre  part,  pour  expliquer  l’effet  produit 

par  la  surface  NO',  nous  pouvons  nous  servir  des  formules  (1) 
ou  (3).  Il  y aura  toutefois,  dans  l’un  ou  l'autre  cas,  certaines 
modifications  à faire,  en  raison  des  circonstances  qu’offre  le 
problème. 


Ainsi,  la  formule  (1) 


n — i 


oxprime  que  le  foyer  est, 


par  rapport  à la  surface,  du  môme  côté  que  le  centre.  La  discus- 
sion nous  a enseigné  en  outre  que  f pouvait  devenir  négatif  et 
toujours  alors  plus  grand  que  s.  Si  donc,  nous  appliquons  cette 
formule  (i)  à la  face  postérieure  NO',  il  faudra,  en  admettant 
que  r représente  MG.  désigner  le  second  rayon  NC'  par  r>  : F ' 
sera  la  position  de  l’objet  et  F celle  de  l image. 


Nous  aurons  donc 
qui,  combiné  avec 


n — < 4 w 


représentant  les  effets  de  la  face  antérieure,  nous  donnera 


n— i 
r 


n — \ 
r? 


ou  enfin 


(»  — 1)(r  + r»)  < 1 

rr>  f>  i 


(*> 


Pour  arriver  au  môme  résultat,  en  considérant  la  seconde  face 
de  la  lentille  comme  concave,  nous  prenons  la  formule  (3)  dans 
laquelle  nous  changeons 

1*  » en  J puisque  le  rayon  sort  du  verre  pour  entrer  dans 
l’air; 

2°  r en  r', 

3’  Les  signes  de  s et  de  f , parce  que  les  points  de  concours  des 
rayons  incidents  et  réfractés  ne  sont  plus  du  même  côté  que  le 
centre,  comme  on  l’avait  suppose  pour  trouver  la  formule  (3). 

Nous  remplaçons  encore  la  lettre  s par  /",  pour  conserver  la 
môme  notation  que  dans  l’équation, relative  à la  face  antérieure 
de  la  lentille,  et  enfin  au  lieu  de  f nous  écrivons  f' , de  sorte  que 
la  formule  (3)  ainsi  modifiée  devient  successivement 

1 • 

» - V I \ - n 1 1 1»—1  I 11 

— — np  ] r ’ nr'  n/"  f ° rf  p f 
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C'est  précisément  ce  que  nous  venons  de  trouver  lout  à l’heure  ; 
par  conséquent  nous  retombons  nécessairement,  en  l'ajoutant 
membre  à membre,  avec  l'équation  (1),  sur 


n — 1 fi — \ 

— + 


Si  nous  voulons  connaître  de  suite  le  foyer  des  rayons  paral- 
lèles, faisons  s=x> 

,,  > (n—  l)(r+rl)  1 , , , ,.  _ rr' 

dou —, = cesl-à-dire  F = r.  I6)- 

r.r<  F (n— t)  (r+r') 

Si  nous  substituons  F au  premier  membre  dans  (4),  la  formule 
affecte  la  forme  suivante 

lit  Fi 

• p=W-<6)  düù 


Celte  dernière  donne  le  moyen  de  trouver  la  distance  focale 
pour  une  valeur  quelconque  de  *,  connaissant  F,  Quant  à ce  der- 
nier nombre,  c’est  à l'aide  de  (5)  qu’on  le  delermine. 

La  formule  (4)  symétrique  par  rapport  à f et  *,  fait  voir  que 
les  points  correspondants  sont  des  foyers  conjugués.  Dans  (6),  on 
remarque  que  si  * r:F,  il  faut  que  /=X  . 

310.  La  formule  (5)  indique  que,  si  les  deux  segments  de 
sphères  ont  même  courbure,  ce  qui  s’exprime  par  r=r',  toujours 
alors  F=r,  c’est-à-direque  les  centres  sont  eux-mêmes  les  foyers 
principaux,  quand  toutefois  l'indice  de  réfraction  n=-j-  : car 
alors,  la  formule  qui,  en  vertu  de  r=r',  est  devenue 


F 


ri 

ï (n  — I ) r 


se  réduit  à 


1)  r 


r* 

r 


r. 


Pour  discuter  la  marche  relative  des  foyers  conjugués,  faisons 
différentes  suppositions  à l’égard  de  « dans  la  formule  (6). 

Nous  savons  déjà  que  *=  ac  fournit  f=  F 
Si  nous  supposons 


« = 400F 


* = 2F 


il  vient 


F f '100  F 

1 I 

7~ïf 


ou  f==  F -f  ^ F 


P 


i<K 


/■=» 

r<» 
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dans  ce  cas,  la  formule  doit  s'écrire 

l 4 4 ■ . , F.. 

F =7-7  dou 


(9) 


Quand  1 = o la  valeur  de  f mise  en  évidence  dans  (6)  est 
aussi  égale  à zéro.  Supposons  un  instant,  pour  plus  de  simplicité, 

r = r'  =F  = 1,  la  formule  se  réduit  à 1 = j +-|-,  et  l'on  trouve 

en  attribuant  à « les  valeurs  1 , 2,  3,  4,  5,  etc.,  que  les  correspon- 
dantes pour  f sont  :»,2,  j,J,  J,  f,  etc. 

Si  nous  voulons  encore  appliquer  à un  autre  exemple  particu- 
lier, supposons  que  r'=r'^F=10. 


« — X) 

/•= 40 

< = 48 

/■=22, 5 

< = 12 

y =60 

.=4000 

/■=  10,  40 

< = 47 

f=24,  3 

< = 44 

/■= 440 

<=400 

f=41 ,444 

<=16 

/•=  26,666 

< = 10,5 

/■=2I0 

<=50 

/•=  42,  3 

<=15 

(=  30 

1=40,25 

f=m 

< = 20 

/ = 20 

<=44 

r=35 

< = 10,03 

/■= 2010 

< = 49 

f=  24,41 

<=43 

/■=  43,33 

311.  Nous  pourrions,  pour  trouver  la  formule  relative  aux 
verres  biconcaves,  reprendre  une  démonstration  analogue  h celle 
du  n°  309  ; mais  nous  savons  déjà  qu’il  nous  suffit  de  modifier 
l’équation  (6)  en  changeant  le  signe  de  * : ceci  exprimera  que  les 
deux  foyers  conjugués  sont  du  même  côté.  Elle  sera  donc 

ou  f =7  “7  (8) 

4 4F  F 

pour  »>  F ou  — <-p  on  a f>-^\  pour  < = F il  vient  /■■=»  — 


•<«'.  1>1 

1 r 


'<l 


¥_ 
' 2 


r- if- 


Si  nous  faisons  ici  r = r>  — F = 1 , nous  trouvons  qu’en  attri- 
buant successivement  à s pour  valeurs, 


ao  , 3,  4,  3,  2,  t,  1- 1-  i,  1,  ete o 


celles  de  f sont 

l.l.  î.  !.  Il  i 1 1 1 etc « 

La  formule  (8)  exprime  que  le  foyer  doit  toujours  rester  du 

36 
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môme  côté  ; sinon  f devenant  négatif,  le  second  membre  présen- 
terait une  quantité  négative,  tandis  que  le  premier  membre  est 
essentiellement  positif  : ce  qui  implique  contradiction. 

312.  Pour  les  lentilles,  nous  pouvons,  comme  nous  l’avons  fait 
à l'égard  des  miroirs,  comparer  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  par- 
ticulier où  les  rayons  lumineux  arrivent  convergents  ù ce  que 
nous  venons  de  trouver  lorsque  les  rayons  incidents  divergent. 


Pour  les  rem» 
conveies.  . . . 


l'incidence  étant  dirergenle,  les  foyers  sont 
conjugués  et  l’image  est  réelle  tant  que  »>F 

Les  foyers  ne  sont  plus  conjugués  et  l'i- 
mage devient  virtuelle  lorsque  » < F 

l'incidence  étant  convergente,  le  foyer  lou- 

( , . jours  réel,  et  plus  rapproché  de 

le  ligne  do  \ ]enti||e  que le  point  deréunion 
« 1 des  rayons  incidents  prolongés, 

changer.  / c-,,sl_j_dire  que  toujours  [<• 


, Incidence  divergente 


Pour  les  verres  j 
concaves. . . .s 


^le  ligne  de 
y doit 
^ changer 


foyer  toujours  virtuel 
«*>/■. 

foyers  conjugués,  ima- 
ge virtuelle  tant  que 
*>  F 

Lorsque  i<F,  il  fout 
que  f change  de  si- 
gne, et  que  l'image 
devienne  réelle  , f 
est  alors  toujours 
plus  petit  que  >.  . . 


Les  trois  variantes  (»),  ([})  et  (y)  de  la  formule  relative  aux 
lentilles  conviennent  donc,  suivant  les  circonstances,  aux  verres 
convexes  ou  concaves. 

(a)  indique  pour  les  uns  et  les  autres  que  les  foyers  sont  con- 
jugués. 

Quand  elle  se  rapporte  aux  verres  convexes , l'imago  est 
réelle. 

Quand  elle  appartient  aux  verres  concaves , l'image  est  vir- 
tuelle. 


^ Verres  convexes Image  virtuelle. 

p- Concaves Imago  réelle. 

, Convexes Image  réelle. 

Concaves Imago  virtuelle. 


313.  La  relation  est  encore  la  mémo,  lorsque  le  point  lumi- 
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neux  et  son  foyer  sont  situés  sur  un  axe  secondaire.  Soit  S la  nou- 
velle position  altribuéc  au  point  lumineux  (fig.  216).  Pour  con- 
struire son  foyer  ou  la  rencontre  des  rayons  réfractés,  construi- 
sons l’intersection  de  deux  quelconques  d'entre  eux  et,  de  préfé- 
rence, des  deux  jouissant  de  propriétés  connues  qui  en  faci- 
literont l’exécution.  Le  premier  est  celui  qui  passe  par  le  centre 
optique  de  la  lentille  : le  second  est  le  rayon  SM  parallèle  à l'axe 
principal,  et  qui,  par  celte  raison,  passe  au  foyer  principal  F.  Le 
foyer  de  S sera  donc  en  /'.  Il  reste  à établir  la  relation  qui  existe 
entre  0<  et  O f.  Pour  cela,  négligeant  l'inflexion  en  M du  rayon 
brisé  sMLf,  parce  que  ML  est  très-petit,  nous  pouvons  considérer 
SL  comme  une  droite  formant  l'un  des  côtés  d’un  triangle  SL  f. 
Celui-ci  étant  semblable  à OF f,  nous  écrirons  Sf  : Of  ::  SL  : OF, 
c'est-à-dire  en  désignant,  comme  précédemment,  par  les  lettres 
s,  f et  F,  les  distances  du  point  lumineux,  du  foyer  correspondant 
et  du  foyer  principal.  ■* 

*-f - fl  f ::  «L  : F,  mais  SL  est  sensiblement  égal  àSO  ou  s,  donc 

f F 

*-F/,îf::*ïF  d’où  /■(•  — F)  = »F  et  enfin  -== — = 

f $ — » r 

or,  celle  relation  est  précisément  celle  que  donne  la  formule  (6) 
n°  309  : donc  ce  que  nous  avons  énoncé  au  commencement  de  ce 
paragraphe  est  exact. 

Si  maintenant  nous  abaissons  les  perpendiculaires  St  et  />.  nous 
formerons  encore  deux  triangles  semblables  SOt,  fOp  qui  don- 
neront 3^=^?  , ce  qui  exprime  que  les  points  a et  ® sont  deux 

ol)  ffU 

foyers  conjugués. 

On  peut  conclure  de  là,  que  tous  les  points  situés  sur  une  per- 
pendiculaire à l’axe  principal  d une  lentille,  ont  leurs  foyers  sur 
une  droite  aussi  perpendiculaire  à cet  axe. 

314.  Si  au  lieu  d'un  point  on  place  un  objet  SS'  devant  une 
lentille  (flg.  246),  on  voit  que  l’image  est  renversée , et  qu'en 
raison  des  triangles  semblables  SS’O,  ff  O,  les  dimensions  de 
l'objet  et  de  son  image  sont  entre  elles  dans  le  môme  rapport  que 
les  deux  distances  focales  correspondantes  : on  aura  donc 

• <r  p 

SS'  * = F' 

Plus  * sera  grand,  plus  ce  rapport  sera  petit  : il  sera  le  plus 
grand  possible  ou  infihi  lorsque  l on  aura  s = F.  Si  a devient  plus 
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petit  que  F,  le  rapport  tiré  do  (9)  est  ( fig.  ^47}^  = ^, 

et  ici,  contrairement  à ce  qui  précède,  l’image  diminue  en  même 
temps  que  l'objet  s'approche  de  la  lentille. 

De  cette  dernière  propriété , nous  déduirons  bientôt  le  moyen 
d'ampliGer  et  de  voir,  plus  distinctement  qu'à  la  vue  simple,  un 
objet  de  très-petites  dimensions. 

Si  la  lentille  est  divergente,  nous  trouvons,  en  suivant  la  même 
marche,  pour  construire  l’image  ff  d’un  objet  SS’(/ty.248)  qu'elle 
est  toujours  virtuelle,  droite  et  plus  petite  que  l'objet  : le  rapport 
de  grandeur  est  le  même  que  celui  des  foyers,  puisque  les  trian- 
gles semblables  0 fp,  OSS1  donnent  Ce  rapport  est  ex- 

. f F 

prime  par 


CHAPITRE  IV. 

UE  LA  VISION, 

315.  Construction  de  l'ail.  Avant  de  donner  la  description  des 
instruments  fondes  sur  la  réflexion  et  la  réfraction,  il  est  indis- 
pensable de  se  rendre  compte  de  la  sensation  produite  par  la  lu- 
mière sur  l’organe  de  la  vue  et,  par  conséquent,  de  s'occuper  de 
sa  construction.  Nous  ne  parlerons  que  de  l’œil  lui-mêine,  consi- 
déré dans  ses  rapports  avec  la  lumière , en  renvoyant  aux  traités 
d'anatomie  et  de  physiologie  ceux  qui  en  désireraient  une  de- 
scription complète. 

L’œil  présente  la  forme  de  deux  segments  de  sphères  de  rayons 
différents,  et  se  raccordant  suivaut  un  petit  cercle  {fig.  249).  On 
les  nomme  cornée  transparente  et  cornée  opaque.  La  première 
est  la  partie  antérieure  de  l'œil  : c'est  le  segment  sphérique  le 
plus  petit,  et  par  conséquent  celui  dont  la  courbure  est  la  plus 
considérable.  La  seconde  se  compose  d’une  enveloppe  extérieure 
nommée  sclérotique,  d’un  second  tissu  d'une  couleur  foncée  et  dé- 
signé sous  le  nom  de  choroïde  : son  but  est  de  rendre  obscur  l'in- 
térieur de  l’œil,  pour  éviter  laréflexion.de  la  lumière  qui  pénètre 
dans  cet  organe  ; et,  par  suite,  la  confusion  qui  en  résulterait. 
Une  troisième  membrane  est  appliquée  intérieurement  et  vers 
la  partie  postérieure  : cellerci  est  blanche  et  translucide.  Elle 
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n’est  autre  cliose  que  le  prolongement  des  nerfs  optiques  qui,  par- 
tant de  la  portion  dû  cerveau  nommée  tubercules  quadrijumeaux, 
et  après  avoir- traversé  la  sclérotique  cl  la  choroïde  en  un  point, 
s'épanouissent  ainsi  : on  la  -nomme  rétine.  C'est  sur  elle  que 
viennent  se  former  les  images  des  objets  situés  en  avant  de  l'œil. 
C’est  elle,  dont  la  sensibilité  est  extrême,  qui,  suivant  l'opinion 
le  plus  généralement  adoptée  , reporte  au  cerveau  la  sensation 
que  produisent  sur  elle  les  rayons  lumineux  qui  l'atteignent,  l’nc 
sorte  de  cloison,  nommée  iris,  sépare  les  deux  segments  sphéri- 
ques. Elle  est  percée  d'un  trou,  la  pupille,  qui  varie  de  dimension, 
suivant  la  plus  ou  moins  grande  quantité  de  lumière  qui  doit  la 
traverser  pour  rendre  la  vision  plus  nette.  Un  peu  en  arrière  une 
autre  cloison  membraneuse  soutient  le  cristallin,  vérilable  len- 
tille biconvexe  d’une  réfrangibilité  plus  grande  que  Vliumeur 
aqueuse  qui  remplit  toute  la  partie  antérieure  de  l'œil.  La  cham- 
bre postérieure  contient  un  autre  liquide  plus  dense  que  le  pre- 
mier, et  moins  que  le  cristallin  : il  est  visqueux,  et  désigné  sous 
le  nom  d 'humeur  vitrée. 

316.  Rien  de  plus  simple  actuellement  que  de  suivre  la  forma- 
tion de  l'image  sur  la  rétine.  On  voit  d’abord  que  de  tous  les 
rayons  lumineux  partant  d'un  points  ( fig . 249),  il  n'y  a que 
ceux  qui  traversent  la  pupille,  qui  puissent  aller  rencontrer  la 
rétine  : tous  ceux  qui  frappent  l'iris  sont  réfléchis  extérieurement. 
La  forme  sphérique  de  la  cornée  transparente  et  la  densité  du 
liquide  qu  elle  contrent,  plus  grande  que  celle  de  l’air  , rendent 
les  rayons  lumineux  qui  s’y  introduisent , moins  divergents  : il 
entre  donc  dans  la  pupille  plus  de  lumière  que  celle  contenue 
dans  le  cône  dont  elle  serait  la  base , et  qui  aurait  sou  sommet 
en  S.  Ces  rayons  diminuent  encore  de  divergence  en  traversant 
le  cristallin , et  en  sortent  convergents.  Il  existe  une  relation 
admirable  entre  les  formes  et  les  réfrangibilités  des  parties  con- 
stituantes de  l’œil,  telle  que,  dans  l’état  normal,  c’est  précisément 
sur  la  rétine  que  sont  les  foyers  de  tous  les  points  du  corps  que 
l’on  examine. 

Pour  construire  l’image  d’un  objet  AB  (fig.  249),  remarquons 
qu’en  répétant  ce  que  nous  avons  fait  pour  une  lentille  , il  faut 
construire  pour  chacun  des  points,  ou  seulement  pour  les  points 
extrêmes  A et  B,  les  rayons  qui  passent  par  le  centre  optique  du 
cristallin.  Leur  croisement  en  ce  point  nous  indique  que  l’image 
doit  se  former  renversée. 
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On  s'assure  que  la  sensation  de  la  vue  est  effectivement  produite 
par  une  image  réelle  et  renversée  au  moyen  d’une  expérience 
fort  simple,  qui  consiste  à placer,  dans  une  ouverture  pratiquée 
à un  volet,  l’œil  d'un  bœuf  nouvellement  tué.  On  a d’abord  mis 
à nu  la  rétine  vers  la  partie  postérieure  de  cet  œil,  en  enlevant 
la  sclérotique  et  la  choroïde.  Dans  cet  état  de  choses,  l’observa- 
teur placé  dans  l’intérieur  de  la  chambre,  privée  d’ailleurs  de  toute  ' 
autre  lumière,  aperçoit  sur  la  rétine,  l’image  renversée  des  objets 
extérieurs. 

Cette  expérience,  qui  paraît  concluante,  ne  serait  pas  cepen- 
dant en  contradiction  avec  une  hypothèse  plus  récemment  établie 
par  M.  Lehot,  et  suivant  laquelle  les  images  se  produiraient  à 
trois  dimensions  dans  l'humeur  vitrée  elle-même.  A celle-ci  il 
attribue  la  propriété  de  n'être  pas  inerte,  mais,  au  contraire,  do 
jouir  d'une  sensibilité  qu’elle  communique  à la  rétine  ou  épa- 
nouissement du  nerf  optique  avec  lequel  elle  est  en  contact  : en 
effet,  cette  image  étant  réelle  serait  encore  aperçue  dans  l’expé- 
rience précitée,  par  suite  delà  transparence  de  la  rétine.  Nous 
n’entrerons  pas  dans  de  plus  longs  détails  sur  cette  hypothèse, 
notre  but  n’étant  ici  que  d'expliquer  les  faits,  sans  prétendre 
remonter  aux  causes  premières  qui  seront  longtemps  encore  un 
mystère  pour  les  savants  qui  s'occupent,  bien  plus  spécialement 
que  nous,  des  phénomènes  de  la  nature. 

317.  Redressement  des  objets.  En  réfléchissant  à ce  qui  se  passe 
dans  l’opération  de  la  vision,  on  reconnaît  aisément  l’erreur  dans 
laquelle  tombent  ceux  qui  disent  quffles  objets  nous  apparaissent 
renversés , et  qu’ils  sont  redressés  par  une  sorte  de  travail  de 
l'esprit  auquel  on  ne  fait  pas  attention  , répété  qu’il  est  à tous 
les  instants  de  la  vie.  Ils  confondent  les  objets  situés  extérieure- 
ment avec  uno  sensation  intérieure  ; l’image  qui  se  forme  sur 
notre  rétine  n’est  pas  soumise  aux  effets  de  la  vision  : elle  en  est 
le  résultat.  L’impression  produite  par  un  point  ou  par  le  cône 
lumineux  qui  en  émane,  arrivant  suivant  la  direction  des  généra- 
trices de  ce  cône,  notre  pensée  conçoit  immédiatement  que  l’objet 
qui  a produit  cette  impression , est  situé  sur  le  prolongement  des 
rayonslumineux  qui  ont  éveillé  la  sensibilité  do  la  rétine.  Ce  n’est 
que  pour  signaler  cette  erreur,  et  pour  employer  une  locution 
consacrée,  que  nous  avons  intitulé  ce  paragraphe,  redressement 

des  objets. 

* 

318.  En  nous  reportant  U ce  que  nous  avons  dit  des  lentilles  » 
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n°312,  il  semblerait  résulter  que,  pour  une  seule  distance  do 
l'objet  à l'œil,  la  vision  soit  bien  distincte  : situé  plus  près,  l'objet 
produira  une  image  qui  se  formerait  au  delà  de  la  rétine, si  celle- 
ci  n’interceptait  pas  les  rayons  réfractés,  en  coupant  chacun  des 
cônes  suivant  un  petit  cercle.  Placé,  au  contraire,  à une  distance 
plus  grande,  le  point  lumineux  a son  foyer  en  de<;à  de  la  rétine 
qui  coupe  encore  les  cônes,  c’est-k-diro  leurs  secondes  nappes 
suivant  de  petits  cercles.  Il  résulte  de  là,  que  dans  l'un  et  l autro 
cas,  la  vue  doit  se  troubler  : car,  tous  les  points  d'un  corps  pro- 
duisant de  semblables  figures,  il  y aura  confusion  par  suite  de 
leur  superposition.  C'est  en  effet  ce  qui  arrive  quand  les  objets 
sont  situés  beaucoup  trop  loin  ou  beaucoup  trop  près  ; mais  il  est 
des  limites  assez  étendues,  entre  lesquelles  la  vision  conserve 
sensiblement  la  mémo  netteté.  Cela  tient  à ce  que,  dans  de  cer- 
taines circonstances,  le  déplacement  du  foyer  est  très-petit  eu 
égard  à celui  de  l’objet.  N'avons-nous  pas  vu  effectivement, 
n°310,  qu’entro  les  deux  positions  d'un  objet  à l'infini  et  à une 
distance  centuple  de  la  distance  focale  principale,  il  n‘y  avait 
qu’un  99e  de  déplacement  pour  le  foyer.  Ceci  ne  s'applique  pas 
exactement  à ce  qui  Se  passo  par  rapporta  l’œil  : car  il  faudrait 
faire  entrer  dans  la  combinaison  des  formules  les  différents  in- 
dices de  réfraction , les  rayons  do  courbure , etc.  ; mais  cela  suffit 
pour  justifier  ce  que  nous  avons  dit,  qu’entre  de  certaines  limites 
il  est  un  espace  nommé  lo  champ  de  la  vision , dans  lequel  les  corps 
sont  vus  distinctement.  Nous  pourrions  peut-être  ajouter  à ce  qui 
précède  que  les  rayons  réfractés  ne  se  rencontrant  pas  exacte- 
ment en  un  point  mathématique,  mais  à une  petite  distance  de 
ce  point,  il  y en  aura  toujours  quelques-uns  qui  se  croiseront  sur 
la  rétino  môme , lorsque  d'autres  se  couperont  en  deçà  ou  au 
delà. 

319.  Estimation  de  la  distance.  L’angle  que  forment  les  axes 
des  yeux  dirigés  sur  un  même  point  augmente  ou  diminue  sui- 
vant que  le  point  est  plus  ou  moins  rapproché.  Cctle  relation 
entraine  une  estimation  instinctive  de  la  distance.  Quand  un 
corps  est  extrêmement  près  de  la  personne  qui  l'examine,  celle- 
ci  est  forcée  de  faire  troç  incliner  l'un  vers  l'autre  les  axes  des 
yeux,  et  il  en  résulte  une  déviation  fatigante  qui  constitue  un 
strabisme  accidentel.  L'angle  optique  devenant  sensiblement  nul 
toutes  les  fois  que  l’objet  que  l'on  regarde  n’est  pas  placé  très- 
près,  il  s’ensuit  que  l'on  commet  presque  toujours  des  erreurs 
grossières  en  estimant  une  distance,  si  du  reste  on  n'est  pas 
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guidé  par  une  connaissance  préalable  des  dimensions  de  l'objet 
que  l’on  contemple.  La  dégradation  de  lumière  aide  aussi  à ap- 
précier l'éloignement  des  corps  : elle  est  due,  d’une  part,  à l'in- 
terposition de  l’air,  et  de  l'autre,  à ce  que  le  cône  lumineux  qui, 
de  chaque  point  se  dirige  sur  la  pupille  étant  plus  ou  moins  aigu, 
suivant  que  la  distance  est  plus  ou  moins  grande,  renferme  des 
quantités  variables  de  lumière. 

320.  Estimation  de  la  grandeur..  On  désigne  sous  le  nom  d 'angle 
visuel , celui  que  sous-tend  un  objet  quelconque  et  dont  lo  som- 
met est  dans  l'œil.  Cet  angle  fait  estimer  la  grandeur  des  corps.- 
11  est  évident  que , relativement  à des  objets  également  éloignés 
de  l'observateur , il  les  juge  double,  triple  , etc.,  l’un  de  l’autre , 
suivant  que  les  angles  visuels  correspondants  sont  dans  ce  rap- 
port. 

On  peut  dire  que  l'angle  visuel  sert  aussi  à estimer  les  dislan- 
ces.quand  il  embrasse  un  objetde  dimensions  connues  à l'avance. 
Ainsi  l'on  juge  de  l’éloignement  d un  homme , d'un  cheval , etc., 
par  la  comparaison  de  l’angle  sous  lequel  on  le  voit,  avec  celui 
sous  lequel  on  l'a  vu  en  mainte  autre  circonstance. 

321.  Défauts  de  la  vue.  La  distance  de  la  vision  distincte  Varie 
évidemment  d’un  individu  à un  autre,  en  raison  de  la  conforma- 
tion des  yeux.  Les  presbytes,  chez  lesquels  le  cristallin  est  trop 
peu  convexe , sont  obligés  d’éloigner  de  leurs  yeux  l’objet  qu'ils 
veulent  voir  distinctement,  sans  quoi  l’image  tendrait  à se  former 
au  delà  do  la  rétine.  Alors  elle  doit  être  moins  lumineuse.  Les 
yeux  des  myopes,  au  contraire,  font  converger  trop  rapidement 
les  rayons  réfractés,  de  sorte  qu<^  pour  bien  voir  un  corps,  ils 
doivent  l’approcher  beaucoup  de  leurs  yeux. 

322.  Pour  obvier  à ces  deux  inconvénients , on  emploie  des 
lentilles  convexes  dans  le  premier  cas,  et  concaves  dans  le  second 
et  alors  les  presbytes  et  les  myopes  voient  distinctement  à la  di- 
stance ordinaire  de  la  vision  distincte. 

L’âge,  en  diminuant  la  convexité  du  cristallin  , ou  la  densité 
des  humeurs,  et  peut-être  l’un  et  l’autre  à la  fois,  augmente  la 
presbytie,  tandis  qu’il  atténue  la  myopie.  Chez  les  personnes 
affectées  de  la  première  de  ces  infirmités  et  chez  tous  les  hommes 
sags  doute,  une  autre  cause  affaiblit  encore  très-sensiblement 
la  vue.  La  rétine  devient  moins  sensible;  il  faut  une  lumière 
plus  intense  , pour  qu  elle  ressente  et  reporte  au  cerveau  l’im- 
pression des  objets. 
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Les  gens  âgés  remarquent  en  effet  qu'ils  distinguent  moins  Lieu 
que  plus  jeunes,  les  corps  qui  se  présentent  à eux  et  qu’obligés 
de  se  servi/  de  lunettes  pour  lire  sous  l'influence  d’une  lumière 
moyenne,  ils  lisent  encore  sans  avoir  besoin  d'en  faire  usage 
lorsque  la  clarté  est  très-vive,  comme  en  plein  soleil  ou  auprès 
d’une  forte  lampe. 

Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  à la  vue , en  disant  que 
les  presbytes  voient  mieux  que  d’autres  les  objets  très- éloignés, 
par  la  raison  que  le  foyer  se  rapprochant,  dans  ce  cas,  du  cris- 
tallin, tend  aussi  à se  former  sur  la. rétine,  tandis  qu’il  est  en  . 
deçà  chez  les  autres  hommes.  Quant  aux  myopes,  il  est  évident 
que  plus  ils  sont  éloignés  d’un  corps  et  moins  ils  le  voient.  • ' 


CHAPITRE  V. 

INSTRUMENTS  EMPLOYÉS  POUR  MIEUX  DISTyfül’EK  LES  OBJETS  TBlîS- 
PETITS  Oü  TRfcS-ÉLOIGNÊS. 

323.  Les  effets  produits  par  la  réflexion  et  la  réfraction  nous 
étant  connus,  nous  allons  nous  occuper  de  l'application  de  ces 
phénomènes  aux  instruments  d’optique. 

Les  uns,  désignés  sous  le  nom  de  dioptriques,  sont  fondés  sur  la 
réfraction  et  composés  de  lentilles  : tels  sont  le  microscope  simple 
ou  composé  et  les  différentes  espèces  de  lunettes.  Dans  d'autres, 
les  catadioptriqucs,  on  combine  l'effet  des  miroirs  et  des  lentilles  : 
de  ce  nombre,  les  télescopes,  le  microscope  solaire  et  un  micros 
cope  composé  modifié*  les  chambres  noires  et  la  chambre  claire. 

Les  instruments  catoptriques,  enfin , forment  la  troisième  classe, 
qui  comprend  toutes  les  espèces  de  miroir.  Nous  n'aurons  pas  à 
revenir  sur  ces  derniers  ( Voir  du  n°  289  au  n°  291).  „ 

324.  Microscope  simple  ou  loupe.  Une  lentille  biconvexe  est  un 
microscope  simple  : c’est  la  loupe  usitée  pour  voir  distinctement 
un  petit  objet  en  lui  substituant  l’illusion  d’un  autre  de  plus 
grandes  dimensions  situé  à une  distance  convenable  do  l’œil.  En 
effet,  si  on  le  plaçait  à la  distance  do  la  vision  distincte,  il  serait 
Vu  sous  un  angle  trop  aigu,  produirait  une  trop  petite  image  sur 
la  rétine,  et  conséquemment  uno  trop  faible  impression.  En  l’ap- 
prochant beaucoup,  l’angle  sous  lequel  on  l'apercevra  sera  plus 
grand  ; mais  le  cône  lumineux  partant  de  chacun  des  points  du 
corps,  stjfa  tellement  obtus,  que  les  rayons  réfractés  par  le  fait 
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du  cristallin  et  des  autres  circonstances  de  l'oeil,  n’iront  former 
un  foyer  qu’au  delà  do  la  rétine  : si  même  on  pouvait  le  placer 
en  deçà  du  foyer  du  cristallin,  alors  les  rayons  entreraient  diver- 
gents dans  l’humeur  vitrée.  Pour  obvier  à ces  inconvénients,  on 
interpose  une  lentille  biconvexe  MS  [fig.  250)  entre  l'œil  de  l’ob- 
servateur, et  le  corps  AB  soumis  à son  investigation,  de  manière 
que  celui-ci  soit  entre  la  lentille  et  son  foyer  principalC'.  Nous  sa- 
vons que  les  rayons,  dans  cette  circonstance,  sortent  divergents,  et 
qu  ainsi  l'œil,  qui,  placé  convenablement,  en  reçoit  une  partie, 
éprouve  la  sensation  d’unq  image  A'B'  virtuelle,  droite  et  agran- 
die. Elle  est  en  effet  amplifiée  : car,  pour  voir  AB  distinctement, 
t il  aurait  fallu  le  poser  à la  distance  de  l’œil  à laquelle  se  trouve 
A'B'.  L'angle  visuel,  dans  ce  cas,  eût  été  à AOB  ou  A'OB'  dans  le 
rapport  de  1)0  à D'O  : tel  est  donc  le  rapport  du  grossissement. 
Pour  construire  celte  image,  nous  avons  pris,  entre  toiisles  rayons 
émanant  d'un  point,  ceux  dont  les  propriétés  nous  sont  connues  : 
c'est  premièrement  celjii  qui,  passant  par  le  cenlro  optique,  ne 
dévie  pas  de  sa  direction  première;  puis  celui  qui,  parallèle  à 
l'axe  do  la  lentille  avant  l'immersion,  passe  par  le  foyer  princi- 
pal après  l’émergence.  Il  est  encore  un  avantage  qu’il  ne  faut  pas 
omettre  ; c'est  que  l’emploi  de  la  loupe  rend  l’objet  plus  lumi- 
neux. En  effet,  une  lentille,  concentrant  les  rayons  qui  la  traver- 
sent, en  resserre  une  plus  grande  quantité  dans  le  céno  dont  le 
sommet  est  sur  l'objet,  et  qui  a la  prunelle  pour  base. 

325.  Lunette  aitronomique.  I)e  tous  les  instruments  destinés  à 
donner  une  plus  grande  extension  à l’organe  de  la  vue,  le  plus 
simple  est  la  lunette  astronomique.  Elle  se  compose  de  deux  len- 
tilles enchâssées  aux  deux  extrémités  d’un  tube  variable  de  lon- 
gueur, au  moyen  de  tirages  intermédiaires.  L’un  des  verres  que 
l’on  nomme  objectif  (c'est-à-dire  placé  le  plus  près  de  l'objet),  par 
opposition  à celui  qui,  situé  près  de  l'œil,  est  nommé  oculaire, 
a pour  bulde  former  une  image  àson  foyer  principal, ou  du  moins 
en  un  point  qui  en  est  extrêmement  rapproché,  l.a  grande  di- 
stance à laquelle  se  trouve  l’objet,  permet  de  considérer  comme 
sensiblement  parallèles  les  rayons  qui  parlent  d'un  même  point  : 
c’est  pour  cela  qu'on  est  autorisé  à dire  que  l'image  se  forme  au 
foyer  principal.  Cette  image  est  réelle,  renversée  et  beaucoup 
plus  petite  que  le  corps  lui-même  ; et  néanmoins,  si  on  la  regar- 
dait à l’œil  nu,  elle  pourrait  paraître  plus  grande  que  l'objet, 
puisqu’étant  beaucoup  plus  rapprochée  que  lui,  elle  sous-tendrait 
un  angle  visuel  plus  grand.  Nonobstant  cela,  et  pour  ^amplifier 
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plus  encore,  l’oculaire  est  placé  de  manière  à faire  l'office  de 
loupe,  c’est-à-dire  que  son  foyer  principal  est  situé  un  peu  au 
delà  de  l’image  réelle.  A celle-ci  se  trouve  donc,  en  définitive, 
substituée  une  image  virtuelle,  agrandie  et  renversée  par  rapport 
au  corps  que  l’on  contemple.  Ce  renversement  n’a  pas  d'incon- 
vénient quand  on  observe  les  astres,  et  n’en  offre  guère  plus 
lorsque  la  lunette  sert  aux  opérations  géodésiques  ou  topogra- 
phiques. 

La  figure  2hl  reproduit  ce  que  nous  venons  de  décrire.  AB  est 
l'objet,  M l'objectif,  N l'oculaire,  A B'  l’image  réelle  et  renversée 
au  foyer  F de  l'objectif,  F'  le  foyer  de  l'oculaire,  et  A"B''  l’image 
virtuelle  produite  par  la  lentille  N.  Veut-on  apprécier  mainte- 
nant le  grossissement,  on  remarque  que  l’objet  vu  à l’œil  nu  sous- 
tendrait  sensiblement  l'angle  AOB  formé  par  les  rayons  venant 
des  extrémités  A et  B ou  son  égal  comme  opposé  par  le  sommet 
A'OB\  L’œil  étant  placé  près  de  la  loupe,  aperçoit  l image  vir- 
tuelle sous  l’angle  A 'O'B1'  ouA'O  B'. 

La  comparaison  des  angles  O et  O'  nous  fournira  donc  l’ex- 
pression du  grossissement  : or  on  a 

BT  B'F 

l«Dg.l°  = — , tang.j  O'  = Q,p 

ou  parce  que  F et  F’  sont  très-voisins, 

„ BT  . „ B'F 

lang}0=— , lang-iO'=  — 

delà,  laug  i 0' <=  taiigj  O pj  ou  i0'  = $0^  et  enfin  O1  =*o^( 

Le  grossissement  sera  donc  d'autant  plus  fort  que  F sera  plus 
grand  et  F'  plus  petit. 

Il  existe  encoro  une  autre  construction  de  lunettes  astronomi- 
ques : elle  consiste  à placer  un  troisième  verre  convergent  entre 
les  deux  autres,  et  pour  parler  plus  exactement,  entre  l’objectif  et 
son  foyer.  Il  a pour  but,  en  raccourcissant  la  distance  focale , 
d’éviter  une  aussi  grande  longueur  au  tube.  On  obtiendrait  un 
résultat  analogue  en  perdant  toutefois  du  grossissement  : ce  serait 
en  donnant  plus  de  courbure  à l’objectif  ; mais  de  deux  choses 
l une  : ou  on  lui  conserverait  même  diamètre,  et  alors  l’image 
serait  peu  nette  en  raison  de  ce  que  les  rayons,  frappant  sur  les 
bords  de  la  lentille,  ne  convergeraient  pas  exactement  vers  le 
même  foyer  que  ceux  plus  voisins  de  l'axe;  ou  l’on  diminuerait 
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le  diamètre,  et  alors,  on  restreindrait  trop  lechamp  de  la  lunette. 
Ce  verre  intermédiaire,  outre  qu'il  tend  à corriger  l’aberration 
de  sphéricité,  sert  encore,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  à 
détruire  l'aberration  de  réfrangibilité. 

326.  Longue- vue,  lunette  terrestre  ou  lunette  à quatre  verres. 
Comme,  dans  beaucoup  de  circonstances,  le  renversement  des  ob- 
jets devient  un  grave  inconvénient,  on  a modifié  l’appareil  pré- 
cédent ainsi  qu’il  suit.  L’objectif  M ( fig . 252)  forme,  comme  ci- 
dessus,  une  petite  image  réelle  et  renversée  A'B'  ; une  seconde 
lentille  P,  est  placée  de  telle  sorte  que  sou  foyer  principal  se 
trouve  aussi  en  F où  est  A'B',  et  les  rayons  qui  se  croisent  à tous 
les  points  de  A'B',  n’y  rencontrant  pas  d’obstacles,  vont  au  delü 
sans  changer  de  direction,  jusqu’à  ce  qu’ils  atteignent  la  surface 
antérieure  de  P.  Tous  les  rayons  qui  se  sont  croisés  en  un  point 
de  A'B',  sortent  parallèles  entre  eux  de  la  seconde  lentille,  et  par 
conséquent  leur  direction  est  déterminée,  puisque  l’un  d’eux 
passe  par  le  centre  optique.  De  là  résulte  qu’il  n’y  pas  de  seconde 
image  formée  ; mais  une  troisième  lentille  Q les  reçoit,  les  con- 
centre de  l’autre  côté  sur  la  perpendiculaire  à l’axe  passant  pat- 
son  foyer  principal  et  forme  ainsi  une  image  réelle,  renversée  par 
rapport  à la  première,  c’est-à-dire  droite  par  rapport  à l’objet 
lui-même.  Vient  ensuite  l’oculaire  N qui,  ici  comme  précédem- 
ment, joue  le  rôle  d une  loupe,  en  substituant  l’image  virtuelle 
A "'B'"  à l’image  réelle  A('B'. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que,  si  l’objet  que  l’on  observe 
était  toujours  placé  à une  distance  infinie,  les  deux  lentilles  M 
et  P seraient  toujours  aussi  éloignées  d’une  quantité  égale  à la 
somme  de  leurs  distances  focales  principales.  Ceci  peut  être  re- 
gardé commo  le  minimum  de  leur  écartement  : car,  si  le  corps 
est  sensiblement  plus  rapproché,  le  foyer  sera  un  peu  plus  loin 
de  M : la  distance  de  M à P est  donc  variable.  Il  n’en  est  pas 
de  même  de  celle  de  P à Q.  Quelle  qu’elle  soit,  une  portion  des 
rayons  qui  sont  parallèles  avant  d’atteindre  la  lentille,  so  réu- 
nissent au  delà  sur  celui  d’entre  eux  qui  passe  par  son  centre  op- 
tique et  à la  distance  de  son  foyer  principal.  11  y aurait  un  dou- 
ble inconvénient  à ce  que  P et  Q fussent  trop  éloignés  1 un  de 
l’autre  : le  moindre  serait  d’exiger  que  la  lunette  fût  plus  longue: 
le  second  est  que,  dans  ce  cas,  une  plus  grande  partie  des  rayons, 
après  avoir  dépassé  P,  rencontreraient  la  paroi  intérieure  du 
tube,  et  qu’ainsi,  il  y aurait  d’autant  plus  de  déperdition  de  lu- 
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mière.  Si  môme,  on  n’avait  pas  le  soin  de  noircir  l’intérieur  du 
tube,  ces  rayons  perdus  pour  la  formation  de  l’image  suivante, 
produiraient  encore  un  autre  mal,  en  se  réfléchissant  sous  toutes 
sortes  do  directions  : car  ils  donneraient  naissance  à une  lumière 
confuse  qui  paralyserait  celle  qui  doit  produire  une  image  A B". 
Enfin,  de  Q à N la  distance  est  un  peu  variable  à cause  des  dif- 
férentes vues  auxquelles  peut  servir  l’instrument.  En  tous  cas, 
elle  diffère  extrêmement  pou  de  la  somme  des  distances  focales 
de  N et  Q. 

Pour  se  rendre  compte  du  grossissement,  H suffit  encore  ici, 
comme  pour  la  lunette  astronomique,  do  trouver  l'expression  du 
rapport  qui  existe  entre  les  angles  O et  O " : en  effet,  on  conçoit, 
à l’inspection  de  la  figure,  que  l'objet  AB  serait  vu  à l’œil  nu  sous 
l’angle  AOB  ou  son  égal  A' OB',  tandis  que  la  lunette  le  présente 
sous  l’angle  A'^'B"  ou  A^O^B"7. 

La  comparaison  des  triangles  B'O/’,  B'O'/-  nous  fournit  la  pro- 
portion 

tang-ÎO':  tang.J0::0 f:  O'f 
ou,  en  raison  de  la  petitesse  des  angles, 

1 o'  : i o : ; o/-  : o>f 

et  en  désignant  par  F, F1, F"  : F’"  les  dispenses  focales  des  lentilles, 

0'  : o : : f : f» 

De  môme,  au  moyen  des  triangles  A"0  'f  et  A '0"f, 

O-»  ; o»  “ F»  : P?" 

Si  l’on  multiplie  ces  deux  proportions  terme  à terme,  ep  re- 
marquant que  les  angles  O'  et  O sont  égaux,  il  vient 

R Y F» 

o”':o  ::  fxF"  : F' xf"'  d'où  o1»  = o 

Ainsi  le  grossissement  sera  d’autant  plus  considérable  que  les 
premier  et  troisième  verres  seront  moins  courbes,  et  les  deuxième 
et  quatrième  plus  convexes. 

Si  enfin,  on  suppose  que  les  deuxième  et  troisième  aient  même 
distance  focale,  auquel  cas,  F'«=F",'la  formule  se  réduit  à celle 
de  la  lunette  astronomique 


et  le  grossissement  est  en  raison  directe  de  la  distanco  focalo  de 
1 objectif  et  en  raison  inverse  de  celle  de  l’oculaire. 
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327.  Lunette  de  Galilée.  Pour  obvier  anx  inconvénients  des 
deux  lunettes  que  nous  venons  de  décrire,  savoir  : le  renverse- 
ment des  objets  vus  à l'aide  de  la  lunette  astronomique  et  la  trop 
grande  longueur  qu’exige  la  lunette  terrestre,  Galilée,  profitant 
d’un  faitdù  au  hasard,  et  découvert  par  un  opticien  de  Hollande, 
imagina  de  combiner  l'emploi  de  deux  verres,  l’un  biconvexe, 
l'autre  biconcave  : le  premier  jouant  toujours  le  rôle  d'objectif, 
l’aulre  servant  d'oculaire.  Nous  indiquons (fig.  253)  les  faisceaux 
de  rayons  sensiblement  parallèles  qui  émanent  des  points  ex- 
trêmes de  l'objet  que  l’on  contemple  : ils  se  réfractent  pour  aller 
former  une  image  réelle  en  ab , si  toutefois  leurs  directions  n’é- 
taient pas  modifiées  par  l'interposition  du  verre  biconcave  : ce- 
lui-ci, de  convergents  qu’ils  étaient,  les  rend  divergents,  de  telle 
sorte  que  ce  sont  leurs  prolongements  qui  vont  se  réunir  en  deçà 
de  l’oculaire,  et  parce  moyen,  limage  a 'b'  est  redressée  pour  l’œil 
rencontré  par  une  partie  d’entre  eux.  Il  no  suffit  pas  que  l’ocu- 
laire coupe  les  rayons  réfractés  avant  leur  réunion  : il  y a encore 
de  certaines  conditions  à satisfaire,  pour  que  l’instrument  soit  le 
plus  favorablement  disposé.  Pour  s’en  rendre  compte,  il  faut  re- 
prendre la  formule  relative  aux  verres  concaves,  en  y introdui- 
sant la  modification  énoncée  au  § 312,  pour  le  cas  où  les  rayons 


arrivent  convergents. 

La  formule  est,  dans  cette  circonstance,  ^ 


Ici,  représentons  par  F la  distance  focale  (je  l’objectif, 
F'  celle  do  l’oculaire, 


D la  distance  entre  les  deux  verres, 
et  conservons  f pour  exprimer  la  distance  de  l’image  a’b ' par 
rapport  à l'oculaire;  il  faudra,  pour  employer  ces  notations, 
écrire  la  formule  ci-dessus,  ainsi  qu’il  suit  : 


1 

F' 


fT  F — D 


d’où 


1 

K- U 


f-f 

fŸ> 


f F'  F' 

ou  encore  F— D=  ~—rr= — r-  (a) 

/— r I 

Ce  qui  indique  d’abord  une  chose  conforme  à la  5e  noie  que 
renferme  le  tableau  du§  312,  c’est  que  F — 1)>F 1 ou  1)<F — F', 
c’est-à-dire  que  le  foyer  principal  de  l’oculaire  doit  être  situé 
entre  lui  et  la  position  de  l’image  réelle,  ou,  en  d’autres  termes. 
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quo  la  lunette  ne  doit  pas  être  tirée  jusqu'au  point  où  l’intervalle 
qui  sépare  les  deux  verres  égale  la  différence  de  leurs  distances 
focales. 

pi 

De  la  formule  (*),  on  tire  encore  D =rF — O).  Pour 

. ' 1 ~7 

augmenter  le  grossissement , il  faut  évidemment  que  f croisse 
aussi  : or,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  D augmente  également,  puis- 
. F*  . F' 

que  — diminue,  1 — y augmente,  la  fraction  entière  diminue  et 

pi 

finalement  F — augmente.  Nous  pouvons  donc  dire  qu’en 

, + 7 

allongeant  la  lunette,  on  amplifie  l’image. 

Nous  reconnaissons  encore,  à l’inspection  de  (p),  que  D,  et  par 
suite  le  grossissement,  croissent  en  raison  directe  de  F et  en  rai- 
son inverse  de  F',  comme  pour  les  précédentes  lunettes. 

Pour  trouver  l’expression  du  grossissement,  il  nous  suffit  de 
chercher  le  rapport  enlre  les  angles  aOb  et  aO'b  (fg.  254)  : or, 
les  triangles  aOp,  aO'p  donnent  : 

tang.  i O = -y , laog. \ O'  = 


d’où 


lanp.JO'  F 
tang.  J O F— D 


et  enfin 


0'=  O 


F 

F— D 


Celte  expression  justifie  encore  ce  qui  vient  d’élre  dit  plus 
haut,  que  le  grossissement  dépend  de  D. 

Pour  détruire  tout  doute  à cet  égard,  s’il  en  pouvait  toutefois 
rester  encore,  il  suffirait  de  faire  remarquer  que,  pour  F constant, 
les  accroissements  de  D,  en  rapprochant  l’oculaire  de  la  placo 
où  se  fût  formée  l’image  réelle  ab,  augmentent  l’amplitude  de 
ao'b  ou  ao'b'  sous  lequel  l'œil  aperçoit  l’image  virtuelle  a'b' . 

C’est  cet  instrument  que  l’on  désigne  sous  le  nom  do  lorgnette 
ou  lunette  de  spectacle.  Il  a l’inconvénient  de  ne  pas  produire 
une  imago  virtuelle  aussi  lumineuse  que  la  lunette  astrono- 
mique, parce  qu’une  partie  seulement  des  rayons  qui  allaient 
former  l’image  réelle,  peut  être  embrassée  par  l’œil.  Pour  y re- 
médier le  plus  possible,  il  faut  approcher  l’œil  de  l’oculaire  autant 
qu’on  le  peut.  On  augmente  aussi  par  là,  le  champ  de  la  lunette 
qui  d’ailleurs  est  très-restreint. 

328.  Nous  allons  chercher,  par  un  moyen  pratique, le  grossissc- 
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ment  des  lunettes  que  nous  avons  vu  être  exprimé  par  - , même 

en  quelque  sorte  pour  celle  de  Galilée,  parce  que  l'effet  de  l’ocu- 
laire, en  détruisant  la  convergence  des  rayons,  les  rend  très  peu 
divergents,  sinon  parallèles,  et  qu’alors  F-I)  diflère  assez  peu  de 
F'.  11  faut,  après  avoir  mis  la  lunette  à son  point,  retirer  l'ob- 
jectif et  recevoir  la  lumière  par  son  orifice  : il  s'en  forme  une 
image  au  delà  de  l’oculaire  et  à une  distance  que  l'on  mesure 
avec  soin.  La  position  de  cette  image  est  le  foyer  conjugué 
de  l’ouverture  de  la  lunette.  Ou  peut  donc,  relativement  à l’o- 
culaire qui  ne  fait  plus  que  fonction  d'une  lentille  convergente, 


lit 

appliquer  la  formulo  - =■  j + ~ cn  modifiant  convenablement  les 


notations.  Si  nous  conservons  F et  F'  pour  représenter  les  di- 
stances focales  principales  de  l'objectif  et  de  l’oculaire  ; 6i  nous 
appelons  D la  distance  à laquelle  s'est  formée  l’image,  et  si  nous 
flous  rappelons  enfin  que  la  longueur  de  la  lunette  est  sensible- 
ment F 4-  F',  la  formule  devra  être  écrite  ainsi  : 


4 _i  i t __  j i F F _ F-t-F 

T'~  D +F+F’  ' 0,1  6 F'  F-f-K * F'  (F+F')  C F,==  1> 


par  conséquent  le  rapport  cherché  est  connu. 

329.  Microscope  composé.  Les  lunettes  ont  pour  but  de  faire 
voir  sous  un  plus  grand  angle  visuel,  les  objets  qui  sont  très-éloi- 
gnés,  afin  de  produire  une  image  qui  embrasse  une  plus  grande 
surface  sur  la  rétine,  et  cause  ainsi  une  impression  plus  sensible 
au  cerveau  de  l’observateur  : le  microscope  composé,  dernier 
des  instruments  dioptriques  que  nous  nous  proposons  de  dé- 
crire, est  destiné  à amplifier  le  plus  possible  les  dimensions, 
d’ailleurs  très-petites,  de  l’objet  que  l’on  veut  étudier  dans  tous 
ses  détails. 

Comme  la  lunette  astronomique,  il  se  compose  d’un  oculaire 
N et  d’un  objectif  M (fig.  255).  L’objet  AB  est  placé  très-près  du 
foyer  F de  l’objectif;  mais  toujours  au  delà,  do  sorte  que  l’image 
réelle  À'B'  se  forme  à une  distance  beaucoup  plus  éloignée  do 
M,  et  est  par  conséquent  amplifiée.  L’oculaire,  comme  toujours, 
l’amplifie  encore  en  lui  substituant  une  image  virtuelle  A’'B'', 
sous-tendue  par  le  môme  angie,  mais  placée  à la  distance  de  la 
vision  distincte. 

Plus  le  corps  est  près  de  I objectif,  plus  l’image  est  grande, 
puisque  l’angle  sous-entendu  est  d autant  plus  grand  et  le  foyer 
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conjugué  plus  éloigné.'  Il  est  cependant  une  limite' qu'il  ne  faut 
pas  atteindre,  c'est  le  foyer  des  rayons  parallèles:  car  alors  il  n’y 
a pas  d'image  formée.  Concluons  donc  de  là  que  le  grossissement 
est  d’autpnt  plus  considérable  que  l’objectif  est  d'un  plus  court 
foyer.  Nous  savons  qu'il  dépend  aussi  et  de  la  môme  manière  de 
l'oculaire  : donc  il  est  en  raison  inverso  du  produit  des  distances 
focales  des  deux  verres. 

En  comparant  successivement  le9  triangles  semblables  ABO  et 
A B'O  d'une  part  A'B’O'  et  A' B O'  de  l’autre,  nous  trouvons 
AB  : A'B'  : : P O : qO  et  A'  B'  : A'  B'  :„qO'  : rO'  : multipliant 
l’une  par  l’autre  et  supprimant  A B'  facteur  commun  aux  deux 
termes  du  premier  rapport. 

AB  : A"B'' ï:  P0  x 90' : ?0  x rO-  d'où  AB  — — 

pOX?0 

Dans  la  fraction,  les  facteurs  du  numérateur  sont  les  distances 
focales  conjuguées  de  celles  qui  sont  exprimées  par  les  facteurs 
du  dénominateur. 

A mesure  que  le  dénominateur  diminue,  le  numérateur  aug- 
mente et,  par  ce  double  motif,  le  pouvoir  amplifiant  de  l'instru- 
ment augmente  aussi.  Or,  les  facteurs  du  dénominateur  peuvent 
décroître  d’autant  plus  que  les  lentilles  sont  plus  convexes;  donc, 
nous  avions  raison  de  dire  que  le  grossissement  était  inverse- 
ment proportionnel  au  produit  des  distances  focales  des  verres. 

Appliquons  à un  exemple  numérique.  Supposons  quo 
F = O”, 005,  F'  = 0",0035  : que  l’objet  soit  placé  à 0“,0005  en 
avant  du  foyer  principal  de  l’objectif,  et  que  l’on  dispose  l'ocu- 
laire de  manière  que  l’image  réelle  se  forme  à 0m,003  de  l’ocu- 
laire. • - 

F# 

Nous  tirons  de  f=  (n°  309),  en  l’appliquant  d’abord  à la 

lentille  M,  f ou  gO  = O” ,055  et  ensuite,  par  rapport  à l'oculaire 
T — rO=  0~,021. 

L’expression  du  grossissement  est  donc  jj? ■*  2<  = — *=  70 

3 X 5,5  16,5 

et,  en  considérant  le  rapport  des  surfaces,  il  est  égal  à 4900. 

Après  avoir  expliqué  la  théorie  du  microscope,  nous  allons  en 
donner  la  description.  Il  se  compose  d’un  tube  cylindrique  en 
trois  parties  A,  B et  C ( fig . 256),  maintenu  dans  une  position  ver- 
ticale par  une  tige  VST  : l’oculaire  est  en  A et  l'objectif  en  O. 
Sous  ce  dernier , et  à une  distance  qu'on  peut  faire  varier,  est 

38 
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placé  un  cercle  évidé,  maintenu  à la  tige  par  une  vis  de  pression, 
et  sur  lequel  on  place  1e  petit  corps  que  l'on  veut  examiner  : il 
est  soutenu  dans  cello  position  par  une  lame  ou  entre  deux  lames 
de  verre  très-mince.  Comme  ordinairement  il  est  transparent,  en 
raison  de  son  exiguité,  on  l’éclaire  fortement  au  moyen  d'un  mi- 
roir concave  1IK,  dont  la  hauteur  et  l'inclinaison  sont  variables 
en  raison  de  la  position  du  corps  soumis  h l’observation  et  do  la 
direction  des  rayons  lumineux.  Il  existe  encore,  etdans  une  posi- 
tion intermédiaire,  un  disque  métallique  FG,  percé  de  plusieurs 
trous  de  diamètres  différents  et  destinés  h ne  donner  passage 
qu’aux  rayons  réfléchis  qui  doivent  éclairer  l'objet.  Si  le  corps 
est  opaque,  on  concentre  la  lumière  dessus,  à l’aide  d'une  lentille 
P maintenue  par  une  charnière  C,  ou  d'un  prisme  qui  remplit  le 
mémo  but. 

330.  Microscope  catadioptrique.  Sans  nous  étendre,  plus  qu’il, 
no  convient  ici,  sur  un  instrument  qui  n’a  point  do  rapport  avec 
la  topographie  et  la  géodésie , et  sans  parler  de  toutes  les  mo- 
difications qu’on  y a apportées,  nous  no  pouvons  nous  empêcher 
de  dire  un  mot  sur  le  microscopo  modifié  par  le  professeur 
Amici. 

Dans  celui-ci  sont  combinés  les  phénomènes  de  la  réflexion  et 
de  la  réfraction.  Il  se  compose  d’un  tube  horizontal , h l’une  des 
extrémités  duquel  est  adapté  l'oculaire  ; tandis  qu'à  l'objectif  on  a 
substitué  un  miroir  concave  figure  257  : celui-ci  est  une  portion 
d’ellipsoïde  dont  le  foyer  le  plus  éloigné  est  situé  au  point  où  doit  se 
former  l'image  réelle  qu’amplifie  l’oculaire.  Un  petit  miroir  plan 
de  forme  elliptique,  incliné  de  50"  sur  l’axe,  et  présentant  sa  face 
réfléchissante  au  miroir  concave  est  placé  dans  l’intérieur  et  sur 
l’axe  même  du  tube.  Au-dessous,  la  paroi  du  cylindre  est  per- 
cée de  manière  h donner  passage  aux  rayons  lumineux  envoyés 
par  le  petit  corps  que  l'on  veut  amplifier,  et  qui  se  trouve  placé 
en  contre-bas.  Les  rayons  réfléchis  par  le  petit  miroir  plan,  et 
dont  les  prolongements  produiraient  une  image  virtuelle  en  F, 
foyer  du  miroir  elliptique  concave,  rencontrent  ce  miroir  qui  les 
renvoie  en  F',  son  second  foyer.  Déjà  l’objectif  interposé  entre 
l’objet  et  le  miroir  plan  a amplifié  l’image  ; l’oculaire , à son 
tour,  dont  lé  foyer  est  en  F",  augmente  encore  l’angle  visuel 
sous  lequel  l’observateur  perçoit  la  sensation  causée  par  l’objet. 

■ î.j'î1;*»'  ’ „ <; 

331.  Miscrocope  solaire.  Cet  instrument  fournit  une  image 
réelle  et  amplifiée,  Il  se  compose  d’un  miroir  plan  PQ  dont  l’in- 
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clinaisou  est  variable  au  moyen  d'une  charnière  1*  (fig.  258)  et 
do  deux  lentilles  M et  N,  dont  l’axe  est  généralement  le  même. 
On  incline  le  miroir  de  manière  que  les  rayons  solaires  qu’il  re- 
çoit, soient  réfléchis  sur  la  lentille  M parallèlement  à son  axe,  et 
de  telle  sorte  qu'ils  convergent  vers  son  foyer  principal.  Là,  dans 
une  très-petite  ouverture,  pratiquée  dans  le  volet  d’une  chambre 
privée  de  toute  autre  lumière  , on  place  le  petit  objet  ab  qui  est 
alors  fortement  éclairé.  Ensuite,  une  seconde  lentille  N,  placée 
en  avant  de  ab  et  un  peu  au  delà  de  sa  distance  focale  principale, 
reçoit  la  lumière  qui  en  émane  et  produit,  do  l’autre  côté,  une 
image  agrandie,  réelle  et  renversée  que  l'on  peut  rendre  visible 
de  tous  les  points  de  la  chambre  obscure,  en  la  recevant  sur  un 
corps  blanc  et  uni , tel  qu'un  grand  carton  , un  drap  ou  un  mur, 
s’il  est  toutefois  à une  distance  convenable.  Si  ab  était  opaque, 
il  faudrait  modifier  l’appareil  pour  l’éclairer  en  avant.  Dans  ce 
cas  , les  axes  des  lentilles  ne  se  confondraient  plus. 

332.  Longuc-vue  Cornet.  Nous  plaçons  ici  seulement  la  de- 
scription de  cet  instrument,  parce  que  sa  construction  est,  comme 
pour  les  télescopes,  basée  à la  fois  sur  les  deux  principes  de  la  ré- 
fléxion  et  de  la  réfraction. 

M.  Porro,  l’inventeur,  y a même  ajouté  son  micromètre  ou 
télémètre  militaire,  qui  permet  d’estimer  les  distances  avec  une 
approximation  suffisante  dans  la  plupart  des  opérations  de 
la  guerre. 

Celte  lunette  a l’avantage,  entre  autres,  de  n’avoir  pas  plus  de 
longueur  que  la  lunette  de  Galilée,  quoique  d’un  champ  et  d'un 
grossissement  égaux  à ceux  do  la  longuc-vue. 

Deux  prismes  triangulaires  rectangles  M,  N (fig.  39,  planche 
XXII),  placés  de  manière  à ce  que  leurs  arêtes  soient  perpendi- 
culaires, permettent  à un  œil  O de  voir,  suivant  la  direction  00', 
un  objet  éloigné,  AB. 

On  conçoit , en  effet , quo , d’après  le  principe  de  la  réflexion, 
un  rayon  lunineux  venant  do  AB  se  brise  quatre  fois  pour  arri- 
ver en  0.  La  figure,  et  d’ailleurs  le  raisonnement  seul  indique 
la  position  qu’il  convient  de  donner  au  second  prismo  N,  pour 
que  la  seconde  réflexion  partant  de  M puisse  le  rencontrer.  Pla- 
çant en  V un  objectif  d’un  foyer  convenable  et  un  oculaire  en  O, 
on  complète  ainsi  une  lunette  terrestre  qui  fournit  uno  image 
droite  de  l’objet.  C’est  ce  qu’indique  suffisamment  les  projections 
horizontale  et  verticale  de  la  fig.  39,  planche.  XXII. 

Si  les  arêtes  des  deux  primes,  cessant  d’être  perpendiculaires, 


300  OPTIQUE. 

occupaient  des  positions  paru  Hèles,  l’image  serait  symétrique  et 
renversée. 

Laissons  celte  dernière  disposition , que  nous  avons  citée  en 
passant  uniquement  pour  signaler  le  Tait,  et  revenons  à l'au- 
tre tout  aussi  simple  et  bien  préférable. 

Les  principes  d'optique  exposés  plus  haut  donnent  le  moyen  de 
calculer  tous  les  éléments  de  la  longue-vue  Cornet.  On  trouverait 
ainsi  quo,  pour  un  objectif  do  0m,03ô"“,  la  longue-vue  doit 
avoir  un  développement  de  4 à 8 décimètres,  suivant  qu’on 
supposo  le  segment  sphérique  formant  l'objectif,  le  dixième  ou  le 
vingtième  de  la  longueur  du  rayon. 

On  sait,  en  effet,  que,  lorsqu’une  lentille  est  symétrique  de 
courbure  sur  ses  deux  faces,  la  distance  focale  principale  est  pré- 
cisément égale  au  rayon  : elle  est  donc  do  0",35  ou  0“,70,  et  la 
longue-vue  ordinaire  a dans  ces  deux  cas  0",4  ou  0",  8,  tandis 
que  l'amplitude  du  segment  est  3', 33  ou  6‘,G6. 

La  figure  39,  planche  XXIÏ,  suffit  pour  faire  comprendre  que 
la  longtie-vue  Cornet  n'a  qu’un  tiers  environ,  soit  13  centimètres 
dans  la  première  hypothèse. 

Pour  en  faire  un  télémètre  militaire,  M.  Porro  a ajouté  un  mi- 
cromètre formé  do  plusieurs  Gis  Gxes  disposés  comme  l’indique 
la  fig.  40,  planche  XXII. 

Il  a ensuite  dessiné  sur  un  canevas  do  lignes  parallèles  (fig  41, 
planche  XXII)  quelques  objets  de  dimensions  moyennes  connues; 
l’usage  de  cette  vignette,  qu'on  colle  sur  le  corps  de  la  lunette,  va 
s’expliquer  immédiatement. 

Les  Gis  a,  b du  micromètre  sont  placés  de  manière  à embras- 
ser un  intervalle  do  1"  pour  100“  de  distance. 

Les  Gis  c,  d n’interceptent  qu’un  demi-mètre,  et  les  fils  e,  f que 

0“,20. 

Pour  évaluer,  avec  l’instrument  ainsi  préparé,  la  distance  à la- 
quelle on  aperçoit  un  objet  dont  l'homologue  est  représenté  sur 
la  vignette,  on  remarque  h quels  détails  de  l’objet  visé  corres- 
pondent les  Gis  de  l'une  des  trois  couples  du  micromètre. 

Les  parallèles  qui  coupent  de  la  même  manière  la  gravure , 
donnent  de  suite  le  résultat  en  mètres,  en  doubles  mètres  ou  en 
demi-décamètres  suivant  l’intervalle  micrométrique  qui  a servi 
h l'opération.  Il  est  évident  qu'il  suffit  pour  cela  quo  les  parallèles 
du  dessin,  écartées  de  0m,00l  , représentent  des  décimètres  * 
sur  les  dimensions  réelles  de  l'objet  dessiné  et  qu  elles  soient 
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numérotées  comme  le  serait  une  chaîne  de  10,  de  20  ou  de  50 
mètres. 

On  peut  enoore,  dans  d’autres  circonstances,  lorsqu'on  en  ale 
temps  et  que  les  objets  sont  accessibles,  employer  cette  lunette 
au  même  usage  que  la  stadia.  Alors  la  vignette  ne  sert  plus  ; mais 
il  faut  avoir  une  mire  graduée  en  décimètres  fortement  indiqués 
et  bien  visibles.  On  l’envoie  vers  le  point  dont  on  veut  apprécier 
la  distance  , et  chacune  des  divisions  comprises  entre  les  Gis  du 
micromètre  représente  10  mètres,  20mèlrcs  ou  50  mètres,  suivant 
qu’ou  a fait  usage  des  Gis  ab,  cd  ou  ef. 

Tant  que  le  terrain  est  médiocrement  incliné,  il  est  inutile  de 
s'occuper  de  la  réduction  à l’horizon,  qui  est  bien  inférieure  à la 
précision  que  l’on  peut  atteindre  en. opérant  ainsi.  Si,  au  con- 
traire , la  pente  est  considérable,  comme  il  arrive  surtout  dans 
les  pay6  de  grandes  montagnes,  il  faut  mesurer  cette  inclinaison 
avec  un  clisimètre  quelconque  ou  avec  l’éclimètre  que  l’on  a pres- 
que toujours  sa  disposition.  Au  surplus,  cette  réduction  est  éga- 
lement nécessaire,  quel  que  soit  le  procédé  employé,  fut-ce  même 
la  chaîne,  pour  mesurer  la  distance.  « 

La  figure  42,  planche  XXII,  indique  la  forme  extérieure  de  la  . 
lorgnette  optique. 

333.  Télescope  d'Herichell.  Ce  télescope  est , comme  tous  les 
instruments  que  nous  allons  décrire  et  comme  les  deux  précé- 
dents, catadioptriques,  c’est-à-dire  qu’on  y combine  l’emploi  des 
miroirs  et  des  lentilles.  Un  miroir  concave  est  placé  au  fond  d'un 
tube  dirigé  vers  l’astre  ou  l'objet  que  l'on  veut  contempler.  Tous 
les  rayons  arrivant  parallèles  sont  concentrés  au  foyer  du  miroir, 
et  l’image  est  ampliGée  par  un  oculaire.  Pour  que  l’on  puisse  en 
faire  usage,  pour  que  la  tête  do  l’observateur  no  porte  pas  obsta- 
cle à l'introduction  des  rayons  lumineux  dans  le  tuyau,  le  miroir 
est  placé  de  façon  que  son  axe  soit  incliné  par  rapport  à celui  du 
télescope.  De  cette  disposition,  il  suit  que  l’image  se  forme  près 
de  la  surface  du  tube  et  non  au  milieu.  Alors  l'oculaire  est  placé 
latéralement  (fig.  259). 

334.  Télescope  de  Newton.  Dans  celui-ci,  un  petit  miroir  in- 
cliné à 50'  sur  l’axe,  intercepte  les  rayons  renvoyés  par  le  mi- 
roir concave  ( fig . 2G0),  et  les  réfléchit  dans  une  direction  rect- 
angulaire ; de  sorte  que  l’oculaire  est  placé  en  dehors  et  sur  le 
côté  du  tube.  Le  petit  miroir  plan  ne  contribue  en  rien  au  gros- 
sissement que  l'on  estime  en  comparant  les  angles  Cet  O.  L'astre 
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serait,  en  effet,  vu  à l’œil  nu  sous  l'angle  aCé,  le  télescope  le 
montre  suivant  a'Ob',  et  comme  a'b'—ab,a l par  suite  b'p’=  bp, 
on  tire  de 


l’expression 


bp  . b'pl 

tang.lC«=ÿ,  et  lang.lO«=  — 

F F 

Ung  }0==lang.JCy  ou  0 = C—  ; 


F est  la  distance  focale  du  miroir  concave,  dont  C est  le  centre, 
et  f celle  de  l’oculaire  ; donc  plus  F est  grand  et  f petit,  plus  le 
grossissement  est  considérable. 

335.  Télescope  de  Grégory.  Celui-ci  évite  l’inconvénient  de 
donner,  comme  les  précédents,  une  image  renversée  et  diffère 
de  celui  de  Newton,  par  la  substitution  d’un  second  miroir  con- 
cave au  miroir  plan  incliné.  Il  se  compose  : l°d’un  grand  miroir 
concave  M (fig.  261)  situé  au  fond  du  tube.  Son  centre  est  en  C; 
son  foyer  principal  en  p.  C’est  là  que  se  forme  l’image  réelle  ren- 
versée ba  de  l’objet  AB  ; 2°  d’un  second  miroir  concave  N d’un 
diamètre  beaucoup  plus  petit  que  le  premier,  placé  dans  l’inté- 
rieur du  tuyau,  à une  distance  de  l’image  ba  un  peu  plus  grande 
• que  sa  propre  distance  focale.  Son  centre  est  en  C',  son  foyer  prin- 
cipal en  p'.  Il  substitue  à ba  une  autre  image  réelle  a' b renver- 
sée par  rapport  à ba,  c'est-à-dire  droite  par  rapport  à l'objet  lui- 
même,  et  do  plus  très-agrandic  en  raison  de  la  proximité  de  p et 
de  p'  ; 3°  d’une  lentille  O placée  dans  une  ouverture  pratiquée  au 
centre  du  miroir  M.  Cette  lentille  dont  le  foyer  est  en  p’  ',  un  peu 
au  delà  de  p"  où  se  forme  a' b',  augmente  le  grossissement  en 
raison  do  la  position  qu’elle  occupe  par  rapport  à a' b'. 

Pour  calculer  le  grossissement  en  fonction  des  distances  focales 
des  miroirs  et  de  la  lentille,  désignons  par  D,  la  distance  entre 
les  deux  miroirs. 

F la  distance  focale  de  M. 

F’ celle  do  N. 

F 1 celle  de  O. 


L’objet,  sans  le  secours  de  l’instrument,  serait  vu  sous  l’angle 
ACB  ou  bCa-,  tandis  que  le  télescope  le  présente  sous  l’angle 
a'Ob1.  Le  triangle  a 'Op"  donne 

un*  1°=-—^  ; et  le  triangle  «Cp,  i,ing.iC  = ^- 


de  là 


0 ...  (.n'h' cr  _r  Lv»'*1 
ab.Op"  Op"  ah 
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ab  et  a' b'  sont  situés  à deux  foyers  conjugués  du  miroir  N,  que 
dans  la  formule  générale  nous  avons  désignés  par  s et  f:  de  cette 

f F' 

même  formule,  nous  avons  tiré-j  =>—_  K,  »et  parce  que  *=D — F, 

nous  pouvons  écrire  =5Zp-'_-fr  ce  qui  donne  °=copil(D-F-F'j 

Le  numéro  206  nous  conduit  au  mémo  résultat.  Si  nous  sub- 
stituons F 1 à O p"y  comme  différant  très  peu,  et  si  nous  rcrfïar- 
quons  que  D — F — Fr  n'est  autre  chose  que  pp1  la  valeur  de  O 

FF' 

peut  se  présenter  sous  cette  lorme  0 = C p-  . 

On  conclut  de  là,  que  si  D reste  constant,  le  grossissement 
augmente  avec  F et  F',  et  en  raison  inverse  de  F".  L’influence 
de  la  variation  do  F et  F'  se  fait  doublement  sentir,  puisqu’en 
même  temps  que  le  numérateur  augmente  avec  ses  facteurs,  ceux- 
ci  tendent  à diminuer  D — F — F'  otipp ' au  dénominateur. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  F et  F'  constants,  le  grossissement 
deviendra  d’autant  plus  considérable  que  D diminuera  davantage. 
La  limite  sera  D=F-|-F',  auquel  cas  O devient  infini. 

La  formule  se  simplifie  en  introduisant  une  condition  qui 

. F*  F'  F 

consiste  h faire  — ou  ■=; — ^ — =■  = ; car  alors  elle  devient 

pp'  U — r — r > ¥’ 

F* 

et  exprime  que  le  grossissement  est  en  raison  directe 

du  carré  de  la  distance  focale  principale  du  grand  miroir  M et 
en  raison  inverse  de  celles  du  second  miroir  et  de  la  loupe. 
L’équation  de  condition  posée  ci-dessus  fixe  alors  la  valeur  de 

pu 

pp1  = — et  indique  que  F'  est  moyenne  proportionnelle  entre  F 

r 

et  pp'.  On  peut,  d’après  cela,  trouver  la  valour  de  l’une  des  trois 
quantités  F, F et  pp'  en  fonction  des  deux  autres.  Si,  par  exem- 
ple, F'=0“,1  et  pp'—0m,0i  on  voit  que  F=i". 

Cette  équation  résolue  par  rapporté  D devient  successivement 

p«  4.  F'« -U  FF' 

F'J=PF  — F*  — FF',  ~ . - 

F 


ou  encore 


D 


(F-f-F'j*  — FF' 
F 


Si  l’on  applique  h cette  formule  les  valeurs  particulières  de 
l’exemple  précédent , on  arrive , comme  cela  devait  élre  d’ail- 
leurs, à D=  l",il. 
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336.  Télescope  de  Cassegrain.  L’avantage  des  télescopes  sur  les 
lunettes  est  de  pouvoir  employer  des  miroirs  aussi  grands  qu’on 
veut;  tandis  que  la  difficulté  d’exécution  des  lentilles,  ne  permet 
pas  d’en  obtenir  d'un  diamètre  tant  soit  peu  considérable.  Cepen- 
dant, il  reste  encore  un  grand  inconvénient  attaché  à la  grande 
dimension  d’un  miroir  courbe  : c’est  que  les  rayons  lumineax, 
qui  1 atteignent  près  de  son  axe,  sont  les  seuls  qui  convergent 
tré^-sensiblement  vers  un  point  unique,  le  foyer.  A mesure  qu'ils 
s'en  éloignent,  ils  se  coupent  deux  à deux  en  des  points  situés  en 
dehors  de  l’axe , et  dont  l’ensemble  forme  une  surface  dont  la 
courbe  Ill'K  est  une  section.  Celte  surface  se  désigne  sous  le  nom 
de  caustique  par  réflexion  ( fig . 262),  et  l’erreur  est  ce  qu’on 
nomme  aberration  de  sphéricité.  Elle  n’aurait  pas  lieu,  s’il  était 
possible  de  subsliluer  aux  miroirs  sphériques  qui  reçoivent  des 
rayons  parallèles  à Taxe,  des  miroirs  paraboliques  qui  les  réflé- 
chiraient exactement  au  foyer.  On  y a songé,  on  en  a même 
exécuté  ; mais  ou  a renoncé  à en  faire  usage,  en  raison  de  l’ex- 
trême difficulté  do  construction.  Le  télescope  de  Grégory  avait 
été  conçu  d’abord,  par  son  inventeur, composé  d’un  grand  miroir 
parabolique  et  d’un  petit  qui  était  elliptique.  L’un  des  foyers  do 
celui-ci  coïncidait  avec  le  foyer  do  l’autre,  et  renvoyait  l’image 
h son  second  foyer  situé  d’une  manière  convenable  auprès  de 
l’oculaire. 

Cassegrain  a imaginé  pour  détruire  l’aberration  de  sphéricité 
de  rendre  convexe  le  petit  miroir  N (fig.  263)  : car  alors,  en  effet, 
les  aberrations  produites  par  les  deux  miroirs  se  neutralisent. 
Nous  savons  (§  299)  qu’un  tel  miroir  fournit  une  image  réelle 
dans  certains  cas  où,  par  une  cause  étrangère  quelconque,  les 
rayons  émanés  d'un  point  lui  arrivent  en  convergeant.  Le  point 
où  se  forme  le  foyer  réel  et  celui  où  se  réuniraient  les  prolonge- 
ments des  rayons  incidents  sont  toujours  les  foyers  conjugués. 
Restreignons  néanmoins  la  loi  que  nous  rappelons  ici,  en  faisant 
remarquer  qu'il  faut  que  le  point  de  convergence  soit  situé  entre 
le  miroir  et  son  foyer  principal.  S'il  se  trouvait  entre  ce  point  et 
le  centre,  l'image  serait  virtuelle  et  au  delà  du  centre.  Si,  enfin,  le 
point  do  convergence  était  à une  distance  du  miroir  plus  grande 
que  le  rayon,  l'imago  serait  encore  virtuelle,  mais  elle  se  forme 
rail  entre  le  centre  et  le  foyer  principal. 

Toutes  les  fois  donc  que  les  rayons  incidents  se  dirigeront  vers 
un  point  éloigné  du  miroir  de  plus  de  la  moitié  de  la  longueur  du 
rayon,  le  foyer  sera  virtuel  et  distant  du  miroir  d'une  quantité 
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qui  variera  entre  ^ et  » . C’est,  du  reste,  ce  que  l'on  peut  voir 
au  tableau  n°  301. 

Cela  posé,  il  nous  reste  peu  de  chose  à dire  sur  la  disposition 
de  l’instrument.  M ( fig . 263),  est  le  grand  miroir  dont  lo  centre 
est  en  C et  le  foyer  principal  enp.  Le  centre  et  le  foyer  du  miroir 
convexe  intérieur  N sont  en  C'  etp'.  L’image,  au  lieu  de  se  former 
en  ba,  est  reportée  en  b' a!  toujours  renversée.  Quant  au  grossisse- 
ment, on  voit  que  les  triangles  qui  nous  serviront  à le  calculer, 
sont  les  mêmes  que  dans  la  figure  261.  On  arrivera  donc,  par  les 
mêmes  considérations  que  pour  le  télescope  de  Grégorv,  à une 
formule  analogue.  Voici  au  surplus  le  calcul  : 


ung-iO 


a'b1 
2F"  f 


umg.l  C 


d’où 


O *=  c. 


F afbr 


mais 


o'i' 

ab 


f 


, comme  nous  l’avons  vu  au  § 296. 


La  formule  relative  aux  miroirs  convexes,  lorsque  les  rayons 

lit 

lumineux  incidents  sont  convergents  est  p(  et  par  suite 

f f 


F' 


par  suite 


O 


C 


F. F1 

fii  (F'— 7) 


A l’inspection  de  la  figure  , on  reconnaît  que  i^F  — D , donc 
F.F' 

enfin  0 = C 


Il  est  à remarquer  que  toujours  D,  distance  entre  les  deux 
miroirs,  doit  être  plus  grand  que  F — F',  sinon  le  dénominateur, 
et  par  conséquent  l’expression  de  grossissement,  seraient  néga- 
tifs, ce  qui  exprimerait  une  absurdité.  Nous  ayons  vu,  pour  le 
télescope  de  Grègory,  que  la  limite  du  grossissement  est  détermi- 
née par  D = F + F':  ici,  le  grossissement  devient  infini,  lorsque 
D — F — F'. 


Nous  pouvons  encore  transformer  la  formule  de  manière  à 
exprimer  que  le  grossissement  est  en  raison  directe  de  FJ  et  in- 
verse de  F'  et  F '.  Four  cela , il  suffit  de  faire 


F'  F 
D— (F-  F')  f 


OU 


F1*  «=DF  — F»  -f  FF'. 


39 
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Dûs  lors,  la  grandeur  de  D est  invariable  : elle  est  fournie  par 

_ F*+E'»  — FF’  (F  — F')a  -f-  FF' 

” F ” F 


CHAPITRE  VI. 

INSTRUMENTS  QUI  FOURNISSENT  LE  MOYEN  DE  TRACER  SUR  LE  PAPIER 

LES  CONTOURS  ET  LES  DÉTAILS  DB  l’iMAC.E  QU’lLS  PRODUISENT. 

337.  Chambre  noire.  Cet  instrument  est  destiné  h produire  sur 
une  surface  blanche  telle  qu’une  feuille  de  papier,  une  image 
réelle  des  objets  qui  sont  placés  d’une  manière  convenable  ; et 
si  ello  est  formée  dans  un  lieu  privé  d’ailleurs  de  toute  autre  lu- 
mière, elle  est  assez  nette  pour  permettre  d’en  suivre  tous  les 
contours,  pour  donner,  en  quelque  sorte,  le  moyen  de  calquer  le 
tableau  que  présente  la  nature. 

• La  chambre  noire  se  compose  d’un  miroir  et  d’une  lentille. 
Soit  AB  ( fig . 26'f)  , un  objet  situé  en  présence  d'un  miroir  MN 
incliné  de  50"  sur  l'horizon.  Les  rayons  lumineux  qui  partent  de 
AB  seront  réfléchis  par  le  miroir  suivant  la  loi  indiquée  n”  290. 
Ils  donneraient  pour  un  œil  dirigé  sur  le  miroir,  l’apparence 
«fun  corps  symétrique  à AB,  et  situé  autant  en  arrière  du  miroir 
que  ce  dernier  l’est  en  avant.  Si  les  rayons  réfléchis  et  divergents 
viennent  b rencontrer  une  lentille  K,  ils  seront  modifiés  dans  leur 
direction,  et  viendront  former  une  suite  de  foyers  dont  l’ensemble 
constituera  l'image  ab  de  AB.  Cette  image  sera  d’autant  plus  nette 
guc  la  surface  sur  laquelle  elle  se  peindra  sera,  ainsi  que  la  tôte 
de  l’observateur  , enveloppée  par  un  rideau  épais  qui  empêchera 
l’introduction  de  toute  autre  lumière  que  celle  qui  produit 
l'image. 

338.  Maintenant,  on  modifie  l’appareil,  en  remplaçant  le  mi- 
roir et  la  lentille  par  un  prisme  qui  fait  fonction  de  l’un  et  de 
l’autre.  Ce  prisme  (fig.  265),  dont  MNP  est  une  section  perpen- 
diculaire à ses  arêtes,  a une  face  MN  plane  et  inclinée  à 50*. 
C’est  elle  qui  fait  fonction  de  miroir  et  qui  réfléchit  les  rayons 
qu’envoie  l’objet  AB.  Ces  rayons  sont  rondus  moins  divergents, 
quelquefois  même  convergents , au  moment  où  ils  pénètrent  dans 
le  prisme  par  la  face  antérieure  MP  qui  est  nn  segment  de  sphère; 
puis  les  rayons  réfléchis,  en  traversant  la  troisième  face  NPsphé- 
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rique  aussi , deviennent  plus  convergents  encore,  et  concourent 
vers  des  foyers  a et  b.  Il  est  à remarquer  que,  pour  ne  pas  voir 
l'image  renversée,  l’observateur  doit  se  placer  de  manière  à 
tourner  le  dos  à l’objet. 

339.  Enfin,  une  autre  chambre  noire  plus  portative,  se  com- 
pose d'une  boite  rectangulaire  dontCDEF  (fig.  266)  est  une  section 
longitudinale.  Dans  la  face  CD  est  enchâssée  une  lentille  bicon- 
vexe M,  dont  la  distance  focale  principalo  est  égale  à la  profon- 
deur de  la  boite.  Un  miroir  plan  NP  incliné  à 50‘  sur  le  fond  de 
la  boîte,  et  partant  de  l’arête  supérieure  horizontale  F intercepte 
les  rayons  lumineux  : ceux-ci,  qui  arrivaient  convergents,  sont 
réfléchis  convergents  aussi , et  produisent  une  image  a' b'  au  lieu 
de  ab  qui  aurait  été  formée  si  l’on  n’avait  pas  placé  le  miroir. 

Si  donc  la  portion  FG  de  la  face  supérieure  est  remplacée  par 
une  glace  dépolie,  on  pourra,  en  y jetant  les  yeux , voir  une 
image  de  AB. 

340.  Chambre  claire  ou  caméra  lucida.  Cet  instrument,  dont  le 
but  est  analogue  à celui  du  précédent,  se  compose  d’un  prisme 
quadrangulaire  : il  fait  apparaître  une  imago  virtuelle  qui , 
pour  l'observateur,  semble  être  sur  une  surface  blanche,  où  il 
lui  est  loisible  de  conserver  les  contours  , en  les  suivant  avec  un 
crayon. 

SoitMNPQ  (/îÿ.267),  un  prisme  quadrangulaire  donll'angleM 
soit  droit  et  l’angle  en  P très-obtus  : il  doit  avoir  135°  environ. 

On  tourne  la  face  MN  verticale  vers  l’objet  A que  l’on  veut  des- 
siner. Les  rayons  frappant  presque  normalement  la  face  MN , 
éprouvent  infiniment  peu  de  réflexion,  et  ne  dévient  guère  de 
leur  direction  première  par  le  fait  de  la  réfraction.  Lorsqu’ils 
atteignent  le  plan  MN  très-obliquement,  ils  sont  entièrement 
réfléchis  : il  en  est  de  même  à l’égard  de  la  troisième  face  PQ;  - 
pui6  enfin , eu  repassant  dans  l’air  vers  l’arête  Q do  la  face  hori- 
zontale et  supérieure  MQ,  ils  s’écartent  par  suite  de  la  réfraction, 
plus  qu’ils  n'ont  fait  dans  le  précédent  trajet  : d'où  il  résulte 
qu’un  œil  placé  vers  Q , et  regardant  en  bas,  recevra,  par  l’efTet 
d’un  certain  nombre  de  ces  rayons,  la  sensation  d’une  image  ' 
virtuelle  formée  quelque  part  en  a.  Comme  le  corps  de  l’obser- 
vateur ne  peut  être  posé  entre  l’objet  et  le  prisme,  sous  peine 
d’intercepter  tous  les  rayons,  il  doit  être  placé  du  côté  opposé, 
et  c’est  pour  ce  motif  que  lo  prisme  est  quadrangulaire  : car  c’est 
l’clfct  des  deux  réflexions  successives  qui  redresse  l’image.  Celle 
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ci  serait  plus  nette,  mais  renversée,  si  l’on  employait  un  prisme 
triangulaire. 

341.  Amici,  professeur  de  Modène,  a modifié  cette  première 
construction  imaginée  par  Wollaston.  Parmi  les  différentes  com- 
binaisons qu’il  a faites  avec  un  prisme  triangulaire  et  une  lame 
de  verre,  nous  citerons  seulement  la  suivante. 

L’une  des  arêtes  d'un  prisme  triangulaire  dont  la  section  (fig. 
268) , est  un  triangle  rectangle  et  isocèle , est  appliquée  sur  une 
lame  de  verre  qui  fait  un  angle  de  50«  avec  la  face  hyppthénuso 
dp  prisme.  Cette  lame  est  donc  parallèle  à l’une  des  faces  de 
l’angle  droit,  et  celle-ci  tournée  du  côté  de  l’objet  que  l’on  veut 
reproduire,  n'est  pas  verticale,  mais  placée  à peu  près  comme 
l’indique  la  figure.  De  tout  ce  qui  précède,  il  suit  que  des  rayons 
arrivant  de  A et  B,  perdent  peu  de  leur  intensité  en  atteignant 
la  face  antérieure  du  prisme  : ils  sont  très-peu  réfléchis  et  pres- 
que entièrement  réfractés;  tandis  qu’au  contraire,  parvenus  à la 
face  qui  fait  fonction  de  miroir , la  réflexion  est  complète.  En 
sortant  du  prisme  par  sa  troisième  face,  ils  vont  se  réfléchir  de 
nouveau  sur  la  lame  de  verre,  et  arrivent  divergents  à l'œil , 
pour  lequel  il  y a alors  image  virtuelle  puis  ensuite,  et  afin 
qu’elle  paraisse  se  former  b la  distance  convenable  pour  que  la 
pointe  du  crayon  se  voie  de  la  manière  la  plus  nette,  on  modifie 
la  divergence  des  rayons  en  interposant  parfois  une  lentille 
convexe  entre  l'instrument  et  l’œil.  On  a quelquefois  re- 
cours à un  verre  coloré , pour  tempérer  l’éclat  de  l’image  qui 
peut  neutraliser  l’impression  que  doit  causer  sur  la  vue,  la  pointe 
du  crayon. 

Il  existe  encore  quelques  autres  instruments,  d’optique  dont 
l'emploi  est  trop  étranger  à notre  sujet  pour  que  nous  en  fassions 
mention.  Ceux  qui  voudraient  en  connaître  les  noms,  la  descrip- 
' tion  et  l’usage , devront  les  chercher  dans  les  ouvrages  spéciaux. 
Quant  à la  chambre  noire  et  à la  chambre  claire,  il  n’en  a été 
question  ici  que,  parce  que  tel  ollicier  peu  familiarisé  avec  l'art 
du  dessin  pittoresque,  pourra  s’estimer  heureux  d’avoir  été  mis  à 
même  d’employer  l’un  do  ces  instruments,  s'il  est  obligé  d’annexer 
la  vue  de  quelque  position  intéressante  à la  reconnaissance  dont 
il  a pu  être  chargé. 
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342.  Au  numéro  287  nous  avons  énoncé  ce  fait,  qu'un  rayon 
lumineux  incolore  n’est  autre  chose  que  l’assemblage  de  rayons 
diversement  colorés  et  doués  de  réfrangibilités  différentes.  Les 
sept  nuances  en  lesquelles  on  les  distingue  sont  : le  violet,  l’in- 
digo, le  bleu,  le  vert,  le  jaune,  l’orangé  et  le  rouge.  Le  rayon  vio- 
let est  celui  qui , en  passant  de  l'air  dans  un  milieu  transparent 
plus  dense , dévie  le  plus  de  sa  direction  première  ; le  rouge,  au 
contraire,  est  celui  qui  s’en  écarte  le  moins.  Il  ne  serait  pas  exact 
de  dire  que  le  rayon  blanc  n'est  composé  que  de  sept  éléments 
diversement  colorés  ; il  est  formé  par  une  infinité  dont  les  nuances 
passent  insensiblement  de  l'une  des  sept  couleurs  primordiales  à la 
suivante.  Des  expériences  nombreuses  le  prouvent.  On  reconnaît 
encore  que  chacune  d’elles  est  simple,  en  soumettant  à un  second 
prisme  l’un  quelconque  des  rayons  colorés , séparés  les  uns  des 
autres  par  un  premier.  Le  rayon  soumis  à cette  épreuve  ne  se  sub- 
divise pas  et  ne  change  pas  de  couleur.  Il  est  donc  indécompo- 
sable. 

Si  l’on  emploie  deux  prismes  de  même  angle  réfringent  \/ig.  43 
planche  XXII),  tournés  en  sens  contraire,  le  faisceau  lumineux 
qu’on  fait  passer  à travers  les  deux,  sort  parallèle  à sa  direction 
première  et  sans  altération  de  couleur.  Le  premier  prisme  avait 
décomposé  la  lumière  blanche,  il  faut  donc  que  le  second  l'ait 
reconstituée. 

Les  sept  rayons  colorés,  réunis  par  une  lentille  convergente , 
reproduisent  à son  foyer  un  petit  cercle  blanc  légèrement  irisé  h 
l’entour. 

Lorsqu’au  contraire  c’est  de  la  lumière  blanche  qui  arrive,  sous 
forme  cylindrique  sur  la  lentille,  les  rayons  décomposés  qui  sont 
de  même  couleur,  forment  un  cône  dont  le  sommet  diffère  do 
ceux  qui  appartiennent  aux  autres  couleurs.  Ces  sommets  sont  * . 
d’autant  plus  rapprochés  de  la  lentille  que  la  couleur  est  plus 
rcfrangible.  Le  foyer  violet  est  le  plus  près  ; le  foyer  rouge  est  le 
plus  éloigné.  C’est  le  vert  qui  occupe  la  position  moyenne. 

Un  écran  placé  en  AB  (fin.  44,  planche  XXII)  entre  le  premier 
sommet  et  la  lentille,  coupant  leus  les  cônes,  offre  à la  vue  un 
disque  blanc  dont  ab  est  le  diamètre  , entouré  de  cercles  dont  les 
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nuances  sont  le  résultat  du  mélange  de  toutes  les  couleurs  moins 
une,  moins  deux,  etc.,  et  dont  le  dernier  est  rouge. 

Si  l'écran  s'éloigne  progressivement,  le  disque  blanc  diminue  de 
dimension,  pour  se  réduire  à un  point  au  moment  où  l’écran 
passe  par  le  sommet  du  cène  violet.  De  là  au  sommet  du 
deuxième  cône,  le  disque,  dont  le  diamètre  est  d’abord  a'b1,  pour 
aller  encore  en  décroissant  jusqu’au  foyer  des  rayons  bleus,  ne 
serait  pas  blanc  si  les  cènes  s’arrêtaient  à leurs  premières  nappes- 
Sa  couleur  serait  le  résultat  de  la  superposition  de  toutes  les  cou- 
leurs, moins  le  violet  : mais  cette  couleur  s’y  trouve  aussi  bien 
que  les  autres,  parce  que  les  rayons  violets  n'étant  pas  matériel- 
lement arrêtés  à leurs  foyers,  continuent  leurs  marche  pre- 
mière. 

Le  nouveau  disque  est  donc  encore  blanc  : il  en  est  de  même 
pour  tous  ceux  qui  se  produisent  au  moment  où  l'écran  atteint 
chacun  des  sommets.  Les  franges  continuent  à se  présenter  dans 
le  même  ordre,  jusqu’à  une  certaine  position  CO  de  l'écran.  A 
partir  de  ce  point,  les  deuxièmes  nappes  enveloppant  les  pre- 
mières, la  série  des  nuances  est  renversée  de  telle  sorte  qu'au- 
dplàde  CD,  le  dernier  cercle  est  violet  ; après  cd  l’enveloppe  exté- 
rieure se  compose  de  deux  cercles  violet  et  indigo;  après c'd', 
de  trois,  violet,  indigo  et  bleu,  etc. 

Dans  l’emploi  des  lentilles  pour  la  construction  des  lunettes,  le 
phénomène  do  la  décomposition  des  rayons  est  un  grand  incon- 
vénient. Pour  y remédier , on  a été  conduit  par  les  nombreuses 
recherches  des  savants  les  plus  distingués,  à composer  l’objectif 
de  deux  lentilles,  l’une  convergente,  l’autre  divergente,  de  ma- 
tières transparentes,  jouissant  de  certaines  propriétés  à différents 
degrés;  de  telle  sorte  qu'après  le  passage  au  travers  des  deux,  les 
rayons  diversement  colorés,  concourent  vers  un  foyer  unique , 
où  se  reproduit  la  lumière  blanche  dont  ils  sont  parties  inté- 
grantes. 

313.  Afin  de  bien  comprendre  ce  qui  se  passe  en  cotte  circon 
stance,  il  faut  savoir  qu'il  y a autre  chose  que  la  réfraction  à con- 
sidérer dans  les  corps  transparents.  Si  le  rayon  était  simple,  tout 
se  bornerait  à énoncer  que  la  réfraction  est  proportionnelle  à la 
densité  du  milieu:  mais  le  milieu  se  décomposant,  il  y a,  entre  la 
direction  nouvelle  des  rayons  élémentaires  extrêmes,  le  rouge  et 
le  violet,  une  différence  de  réfraction  que  l’on  nomme  disper- 
sion, et  qui  n'est  pas  exactement  proportionnelle  à la  réfraction 
du  rayon  moyeu  (le  vert).  S il  en  était  ainsi,  on  ne  pourrait  dé- 
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Iruiro  la  colorisation  des  images,  sans  anéantir  aussi  la  réfrac- 
tion et,  par  conséquent,  il  n'y  aurait  plus  d'images  formées. 

314.  Supposons  actuellement  qu’un  rayon  lumineux  LM  (fig. 

2G9)  ait  traversé  un  prisme  dont  ABC  soit  uno  section  perpendi- 
culaire aux  arêtes,  le  faisceau  décomposé  sera  compris  entre  les 
rayons  extrêmes  NO  et  PQ , en  vertu  du  pouvoir  dispersif  du 
verre,  et  la  direction  du  Tayon  moyen  sera  RS;  mais,  si  à ce 
prisme  on  en  accole  un  second  BCD  ( (ig . 270) , dont  le  pouvoir 
dispersif  soit  beaucoup  plus  grand  que  celui  du  premier,  tandis 
que  sa  puissance  réfraclive  serait  moins  sensiblement  augmentée, 
il  en  résultera  que  le  rayon  mgyen  se  relevant  d’uno  certaine 
quantité  vers  la  base  supérieure  BD,  les  rayons  extrêmes  s’inflé- 
chiront dans  le  même  sens,  et  cela  d'une  manière  plus  sensible 
de  la  part  du  rayon  violet  que  de  celle  du  rouge.  Plus  l'angle  C 
du  second  prisme  sera  petit , plus  les  rayons  réfractés  tendront 
vers  le  prolongement  de  la  base  AC  : mais  aussi,  moins  ils  auront 
pu  se  rapprocher.  Si  cet  angle  C est  assez  grand,  ou  si  la  puis- 
sance dispersive  du  second  prisme  est  assez  forte  pour  que  les  deux 
rayons  extrêmes  se  croisent  dans  l’intérieur,  il  y a deux  circon- 
stances à considérer  : en  raison  de  leurs  directions,  ils  peuvent 
sortir  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  normale  à la  face  Cl).  S'il 
s'agit  du  premier  cas,  les  rayons  ne  se  rencontrent  pas,  et  l’aber-  » 
ration  do  réfrangibilité  n'est  pas  détruite  : car  le  rayon  violet  ( fig . 
271)  étant  devenu  supérieur  au  rouge  et  s'écartant  plus  que  lui 
de  la  normale.  Us  restent  divergents.  S’ils  sortent,  comme  l'indi- 
que la  figure  272,  au-dessous  de  la  normale,  le  violet  tend  à se 
rapprocher  du  rouge. 

Résumons  en  disant  que,  si  la  direction  du  rayon  incident , 
l'amplitude  des  angles  B et  C des  prismes  et  leurs  puissances  dis- 
persées sont  telles  que  les  rayons  extrêmes  ne  se  croisent  pas  * 
dans  l'intérieur  du  second  prisme,  il  faut  que  les  rayons  en  sortent 
au-dessus  de  la  normale,  pour  qu’ils  puissent  se  réunir  au  delà 
(fig.  270):  s'ils  doivent  sortir  sous  la  normale,  afin  d’être  rendus 
convergents,  il  faut  qu'ils  se  soient  croisés  avant  leur  retour  dans 
l’air  (fig.  272),  parce  qu'alors  le  violet  plus  voisin  que  le  rouge  , 
de  la  normale,  s'en  écarte  davantage. 

345.  Ce  sont  des  conditions  de  ce  dernier  genre,  qu'il  faut  cher- 
cher a remplir  pour  arriver  à la  construction  des  lentilles  achro- 
matiques. EnelTet,  doux  lentilles  accolées,  l'une  biconvexe, l'au- 
tre biconcave  (fig.  273),  présentent  de  l'analogie  avec  deux  pris- 
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mes  rapprochés.  Ici,  les  normales  venant  se  croiser  sur  l’axe 
commun  des  lentilles  au  centre  de  courbure,  les  rayons  lumineux 
extrêmes  pourront  toujours  se  rencontrer,  soit  qu’ils  sortent 
au-dessus  des  normales , soit  qu'ils  arrivent  dans  l'air  au- 
dessous.  Dans  le  premier  cas  , il  faudra  que  les  rayons  ne 
se  croisent  pas  dans  la  socondc  lentille.  Ils  devront  s'y  croiser, 
au  contraire,  s’ils  sont  inférieurs  aux  normales  ( fig . 273). 
C’est  de  cette  seconde  façon  que  sont  construites  les  lentilles 
achromatiques,  parce  que  la  face  extérieure  du  verre  biconcave 
est  d'une  courbure  beaucoup  moindre  que  la  face  antérieure  de 
la  lentille  biconvexe,  afin  que  malgré  tout,  le  point  de  réunion 
des  rayons  émergents  soit  sur  l’axe  des  lentilles. 

34G.  Après  avoir  donné  un  aperçu  de  la  marche  des  rayons  à 
travers  deux  prismes  ou  deux  lentilles,  il  convient  d’entrer  dans 
quelques  détails  pour  faire  voir  quels  rôles  jouent,  dans  l’achro- 
matisme, la  forme  et  la  matière  des  milieux  traversés  par  la 
lumière. 

Plusieurs  circonstances  se  combinent  entre  elles  : 

1°  L’effet  de  réfraction  et  de  dispersion  produit  dans  des  pro  - 
portions  différentes  par  les  deux  milieux  ; 

2*  L'amplitude  des  angles  réfringents. 

Le  but  est  de  détruire  la  colorisation  due  au  phénomène  de 
la  dispersion,  do  telle  sorte  que  la  lumière  entrée  blanche  dans 
le  premier  prisme  sorte  blanche  du  second. 

Cherchons  les  conditions  qui  peuvent  résoudre  le  problème  en 
ce  sens  et,  pour  cela,  analysons  d'abord  l’action  du  premier 
prisme. 

Soient  A l’angle  réfringent  (fig.  45,  planche  XXII), 
n l'indice  de  réfraction, 

p.  l’angle  de  déviation,  c’est-à-dire  l'angle  que  forment 
la  première  et  la  dernière  directions  du  rayon  lumineux  ; y et  y’ 
l'incidence  à l’entrée,  la  réfraction  à la  sortie,  .r  et  x‘  la  réfrac- 
tion à l’entrée,  l’incidence  à la  sortie. 

Dans  le  triangle  ABC’ 

A = 200'  — 3 — a 

mais  (<i=too—  x.  y = too  — x» 

donc  A “=  * + *’ 

d'ailleurs  y + y' — P*=A  oU  V ~ * + T'  — A , comme  l’indique  la 
combinaison  des  angles  que  forment  entre  elles  les  droites  me- 
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nées  par  le  sommet  A,  parallèlement  aux  normales  N et  N', 
ainsi  qu’aux  rayons  incident  et  émergent. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

• P = » + »’  — (■»+  *') 

et  parce  que  y=«.r,  y'  = *r' 

/>  = b{i  + x!)  — {x  + *’)=■(«  — 4)  (*+.■*'/  = ("  — I)  A . 

On  aurait  également  pour  un  second  prisme,  en  représentant 
par  p'  n1  et  A',  les  quantités  analogues  à celles  que  nous  avons 
indiquées  par  p,  n et  A dans  le  premier , 
p1  —[nt  — 1 ) Ar 

En  les  supposant  accolés  par  une  face  , l'un  ayant  la  base  en 
bas  et  l'autre  en  haut,  la  divergence  produite  par  les  deux  sera 
la  différence  des  divergences  partielles  : ce  sera,  en  la  désignant 
par  P, 

P = (n  — 4 ) A — (n  ' — 4 ) A' 

Oisons,  en  passant,  ce  qu’exigerait  la  condition  que  P fût  nul, 
c’est-à-dire  que  le  rayon  restât,  après  sa  sortie,  dans  la  direc- 
tion qu’il  suivait  avant  d’entrer.  Il  faudrait  que  l’on  eût  : 

(n  — 4)  A—  (n'  — I)  A'=  n 

ou  a : A'  ::  n'  — i : « — t 

En  général,  et  pour  un  nombre  quelconque  do  prismes  traver- 
sés par  un  rayon  de  lumière,  la  formule  sera 

P = (n  — 4)  A±(»'  — 4)  A'-f  (n"  — 1)A»±  («'»  — 4)  A'i'  + etc. 

Ce  principe  établi,  occupons-nous  des  deux  rayons  extrêmes, 
le  rouge  et  le  violet,  afin  do  pouvoir  leur  rendre  le  parallélisme 
après  l’émergence. 

Si  n et  n'  ont  représenté  les  indices  de  réfraction  du  rayon  ’ ' 
rouge,  ceux  du  violet  sont  plus  grands,  puisque  ce  dernier  rayon 
se  rapproche  plus  de  la  normale  que  l'autre.  Nous  pouvons  donc 
indiquer  les  nouveaux  indices  de  réfraction  par  n-f-dn,  n'+dn' 
et  écrire 

P'  = (n  -f-  (/il  — 4)  A — (n'-f  dn<  — 4)  A' 

Mais  il  faut  que  P = P';  ce  qu’exprime  : 

(n— 4)  A — (*'  — 4)  A'  = (n-f  dn  — 4)  A — (n'  + rfn' — 4)  A' 

d’où  dn.A  = Su'. A'  et  A : A'  ::  Si»'  : dn. 

»0 
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Il  faut  ainsi,  pour  détruire  la  déviation,  que  les  angles  de  ré- 
fringence des  prismes  soient  en  raison  inverse  des  indices  de 
réfraction  diminués  d'une  unité  chacun. 

Pour  faire  disparaître  la  colorisation,  il  est  nécessaire  que  ces 
mômes  angles  de  réfringence  soient  en  raison  inverse  des  coeffi- 
cients de  dispersion. 

Si,  enfin,  il  était  possible  de  trouver  deux  matières  transpa- 
rentes qui  pussent  fournir  la  proportion 


n — i • a*  — t • * rf»  l An' 


Cette  proportion,  mise  sous  forme  d'équation,  donne 


et  chacun  des  membres  représente  ce  qu'on  nomme  le  pou- 


voir dispersif  de  la  substance. 

Les  deux  conditions  énoncées  ci-dessus  seraient  simultanément 
satisfaites. 

La  relation  A : A ' dn  : dn’  qui  permet  de  donner  aux  an- 
gles A et  A'  des  amplitudes  qui  détruisent  les  effets  (le  la  disper- 
sion, pour  les  rayons  extrêmes,  ne  pouvant  s’appliquer  en  môme 
temps  aux  rayons  intermédiaires,  puisque  le  coefficient  de  disper- 
sion n’est  pas  toujours  le  même,  il  s'ensuit  que  l’on  ne  peut  com- 
plètement remédier  au  mal.  . 

Disons,  au  surplus,  que  les  franges  colorées  sont  infiniment 
moins  sensibles  après  le  passage  dans  les  deux  prismes  qu'à  la 
sortie  du  premier. 

Passons  maintenant  à l’elTet  des  deux  lentilles  convexe  et 
concave,  qui  jouent  un  rôle  analogue  à celui  des  prismes. 

Les  formules  relatives  à ces  sortes  de  verres  sont,  lorsque  le 
premier  reçoit  des  rayons  divergents  et  l’autre  des  rayons  con- 
vergents 


4 

F 


1 _n'-4  n'— t 

F*  rf  r'f 


en  désignant  par  F'  et  F",  leurs  distances  focales  principales;  par 
« etny  leurs  indices  de  réfraction  et  par  r,  r',  r"  les  rayons  de 
courbures  dont  r’  l'un  d eux  est  le  même  pour  les  deux  faces  de 
contact. 

La  distance  focale  du  système  des  deux  verres  étant  la  somme 
des  distances  partielles,  il  viendra 
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Si  nous  convenons  que  cette  formule  s'appliquera  aux  rayons 
rouges,  il  faudra,  pour  qu  elle  puisse  déterminer  aussi  le  foyer  des 
rayons  violets,  y substituer  n+dn  etn'-j-rf»'  à n et  ce  qui  lui 
donne  la  forme  ci-dessous 

l - (»+<*"  - *)  (;+;,)  - (»'  + - 4)  (4-,  + 1-  ) 

En  représentant  par  le  môme  signe  F,  les  distances  focales 
des  rayons  rouges  et  violets,  nous  exprimons  suffisamment  la 
condition  que  doit  remplir  l'achromatismo.  Il  faut  alors  que 

dn(!-+77)  = rfB'(7/+^)  • ■ 

S'agit-il  de  construire  un  objectif  achromatique  avec  deux  ma- 
tières transparentes  dont  les  indices  de  réfraction  etles  coefficients 
de  dispersion  soient  connus,  et  sous  la  condition  que  F soit  d’une 
longueur  déterminée,  en  raison  des  dimensions  qu’on  veut  donner 
h la  lunette?  On  se  sert  des  deux  dernières  formules  que  nous 
venons  d’écrire.  Mais  elles  renferment  trois  inconnues,  les  rayons 
de  courbure  r,r',r'.  Le  problème  peut  donc  recevoir  plusieurs 
solutions,  puisqu'en  attribuant  une  valeur  quelconque  à l’un  do 
ces  rayons,  on  en  peut  tirer  celles  des  deux  autres  qui  lui  cor- 
respondent. 

Toutes  les  solutions  no  peuvent  cependant  être  admises  : les 
unes  conduisant  à l’emploi  de  sejjjnents  sphériques  d’une  trop 
grande  amplitude  : d’autres  restreignant  trop  le  champ  de  la 
lunette. 

On  a pu,  par  la  combinaison  d'un  troisième  verre,  réunir-le 
foyer  d’une  autre  couleur  à celui  que  deux  verres  ont  rendu  com- 
mun aux  rayons  rouges  et  violets.  Àmici  a su  môme  ramener  à 
un  foyer  unique  les  sept  couleurs  primordiales,  en  employant 
sept  verres. 

Après  avoir  indiqué  les  formules  relatives  à l'achromatisme, 
nous  allons  en  faire  l’application  à quelques  exemples. 


Ces  formules  sont  : 

a : : « — i {<) 

A : A ‘lldn’ldn (J) 

H=(»  — t)  A — (»>  — 1)  A' ,(3^ 

p = (—<)  (J  + p)  (J;  + i*) 


✓ 
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I 

Dans  la  construction  des  prismes  et  surtout  des  lentilles , ou  se 
sert  de  flint-glats  et  de  crown-glatt. 

L'indice  de  réfraction  dans  le  flinl  est 

pour  le  rayon  rouge 1,627749 

pour  le  violet 1,671062 

Dans  le  croicn 


pour  le  rayon  rouge 1,525832 

pour  le  violet 1,546566 

Les  coefficients  dn  et  dn1  de  dispersion  sont  donc  0,0134  poul- 
ie premier,  0,0208  pour  le  second. 

Supposons  que  le  prisme  A soit  de  flint  et  le  prisme  A'  de  croten , 
la  formule  (1)  donnera  pour  le  rayon  rouge 

546566 


525832  tl 
= 627749  A 


: 0,33764  A',  cl  pour  le  violet  A * 


671002 


A'  = 0,81449  A' 


Dans  le  premier  cas , si  A' = 30*,  . . . A =>25', 2 
Dans  le  deuxième  A=24,  435 

En  adoptait  les  deux  premières  valeurs  de  A'  et  A , les  rayons 
rouges  ne  subissent  aucune  déviation.  Ce  sont  au  contraire  les 
violets,  lorsque  l’on  fait  usage  des  secondes. 

Il  est  plus  important  de  détruire  l’effet  de  la  dispersion  quo  la 
déviation.  C’est  alors  à la  formule  (2)  qu'il  faut  avoir  recours  : 
elle  donne 

,=5MiA'=0,i7S,J'  d'où  A = u‘>361  si  a'=  30*. 

La  déviation,  qui  alors  est  commune  aux  rayons  extrêmes 
rouge  et  violet,  se  peut  calculer  à l aide  de  la  formule  (3) 

P = 52583  x 30*  —62775  X 14*, 361  «=  6* ,7598 
Supposons  maintenant  qu’il  s'agisse  de  construire  un  objectif 
achromatique  composé  d’une  lentille  biconvexe  de  même  cour- 
bure de  part  et  d’autre  en  flint-glass  et  d’un  verre  divergent  en 
crown-glatt,  dont  la  face  antérieure  a même  rayon  que  la  face 
postérieure  de  la  première  lentille. 

Supposons  aussi  que  r=zr'  = im.  Il  reste,  dans  les  équa- 
tions (i) et  (5i  deux  inconnues  r'1  et  F.  Introduisons-y  les  valeurs 
de  n et  n',  dn  et  dn'  indiquées  plus  haut,  la  formule  (5)  donnera 

0,0434  °>0908  + rT,J  =0,0208  + —--r 

0,0868  - 0,0208  ou  0,0660=^^ 
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et  enfui 


0,0060 


= 3,173 


0,0i08 

La  formule  (4)  sert  ensuite  h calculer  la  distance  focale  prin- 
cipale F du  verre  achromatique 


f =0,047749  X 4 - 0.BÎ583Î 
i = 1 ,456498  - 0,545834  = 1,4555  - 0,095  . 

^ =0,5005  et  F = -i^  = l™,784 


Ce  serait,  au  surplus,  trop  nous  éloigner  de  notre  but  que  de 
parler  plus  longuement  des  nombreuses  théories  qu'enseigne 
l'optique. 

On  ne  corrige  souvent  l'aberration  de  réfrangibilité  dans  les  lu- 
nettes que  relativement  à l’objectif,  pour  obtenir  une  image  réelle 
qui  ne  soit  pas  irisée.  Quant  à l'effet  produit  par  l'oculaire,  on 
ne  s'en  occupe  généralement  pas,  parce  que  l'œil  étant  placé  fort 
près,  reçoit  le  rayon  lumineux  avant  que  les  couleurs  qui  le  com- 
posent, soient  très-sensiblement  séparées. 

Il  nous  est  impossible,  néanmoins,  de  ne  pas  dire  quelques 
mots  d’oculaires  complexes,  adaptés  il  certains  instruments  de 
grande  précision. 

Ces  oculaires  se  composent  de  deux  verres  simples  ou  doubles. 
Le  diaphragme  est  placé  entre  les  deux,  ou  en  avant  des  deux 
dans  l’intérieur  du  la  lunette. 

On  a donné  le  nom  d'oculaires  négatifs  à ceux  de  la  première 
disposition.  Les  autres  se  nomment  oculaires  de  Ramsden,  du  nom 
de  l'inventeur. 

•L  oculaire  négatif  est  probablement  ainsi  nommé,  parce  que 
l’angle  a'06’ , sous  lequel  il  fait  voir  limage  ( fig . V7,  planche  XXI 1), 
est  plus  petit  que  l’angle  aOb  qu’aurait  sous-tendu  ab,  si  l'ocu- 
laire eût  été  simple.  Il  a donc  l'inconvénient  de  diminuer  le 
grossissement  ; mais  il  ne  laisse  apparailrc  aucune  frange  colo- 
rée autour  de  l'image  virtuelle.  Les  deux  verres  sont  plans-con- 
vexes,  ainsi  que  l'indique  la  figure.  Le  premier  M augmentant  la 
convergence  produite  par  l'objectif,  donne  une  image  a b , moins 
éloignée  de  lui  et  moins  grande  que  ab,  mais  entourée  de  cou- 
leurs diverses,  dont  l’extérieur  est  rouge.  ( Voir  § 342  et  fig.  W, 
planche  XXII.) 
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Si  cette  image  a' b'  était  reçue  sur  un  écran,  c’est  ainsi  qu  elle 
apparaîtrait  : mais  les  rayons  s'entrecroisent  seulement,  sans 
s'arrêter  jusqu'à  la  seconde  lentille,  et  si  les  proportions  de  l'in- 
strument sont  bien  calculées,  ces  rayons  reconstituent  la  lumière 
blanche,  précisément  vers  le  centre  optique  du  dernier  verre  N. 
En  effet,  le  rayon  violet  étant  celui  qui  s'est  le  plus  infléchi, 
lors  do  la  décomposition,  va  se  trouver  extérieur  par  rapport 
aux  autres,  après  le  croisement  qui  a formé  l'image.  Il  sera  par 
conséquent  celui  qui  aura  la  plus  grande  déviation  à subir  pour 
recomposer  la  lumière  blanche  : or  celle  nécessité,  d’accord  avec 
le  pouvoir  dispersif  de  chacun  des  rayons  colorés,  peut  se  com- 
biner de  manière  que  le  résultat  désiré  ait  lieu  au  moment  de 
l'immersion  dans  la  lentille  N. 

Il  est  à remarquer  que  l'image  reste  renversée,  comme  dans 
l'emploi  d'un  oculaire  simple. 

. On  détermine,  par  le  calcul,  l'écartement  des  verres  et  leurs 
courbures  : les  résultats  constatés  et  traduits  en  nombres  ronds, 
pour  la  facilité  d'exécution,  sont  dans  le  rapport  de  1 pour  la  di- 
stanco  focale  de  N,  3 pour  celle  de  M et  2 pour  l'intervalle  qui 
les  sépare. 

L'oculaire  île  Ramsdcn,  ne  diminue  pas  le  grossissement. 

Le  réticule  est  placé  en  deçà  des  verres,  dans  l’intérieur  de  la 
lunette  ( fig . 48,  planche  XXII). 

Ces  verres,  le  plus  souvent  simples  comme  dans  l’oculaire  né- 
gatif, sont  plant-convexe» ; lorsqu’on  veut  plus  de  précision,  on 
forme  chacun  do  deux  lentilles,  l'une  plan-concave  en  flint-glass, 
l'autre  biconvexe  en  crown-glass. 

Les  rayons  lumineux,  qui  sont  divergents  après  avoir  traversé 
M,  moins  cependant  qu'avant  l’immersion,  le  sont  encore  un  peu 
moins  à la  sortie  de  N,  mais  précisément  sous  l'inclinaison  qui 
fait  réunir  leurs  prolongements  à la  distance  de  la  vue  distincte, 
ou,  en  d'autres  termes,  qui,  réfractés  par  l'œil,  vont  en  réalité 
former  une  image  sur  la  rétine. 

La  courbure  de  M,  et  la  distance  des  verres  sont  combinées 
de  telle  sorte  que  les  rayons  qui  viennent  des  points  extrêmes  sc 
croisent  au  contre  optique  de  N. 

L'achromatisme  des  deux  verres  détruit  toute  espèce  de  colo- 
risation de  l'imago. 

317.  Lunette  anallatiquc  de  U.  Porro.  — Son  application  à la 
stadia. 

Dans  la  description  de  la  stadia,  § 121,  nous  avons  supposé 
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que  l'image  de  la  mire  se  formait  au  foyer  principal  de  l'objectif, 
comme  si  cette  mire  était  toujours  fort  éloignée,  pour  ne  pas  dire 
située  à l’infini.  Cette  supposition  est  inexacte,  puisque  la  di- 
stance à la  mire  est  très-restreinte  et  toujours  variable. 

D’un  autre  côté,  l’angle  sous  lequel  l'œil  voit  l’imago  réelle 
peut  changer  aussi,  du  moins  d'un  observateur  à un  autre,  en 
raison  de  la  différence  des  vues. 

Le  double  tirage  n’a  d’autre  but,  comme  on  sait,  que  d'ame- 
ner le  réticule  au  même  point  que  l’image  et  de  placer  l’oculaire 
à un  écartement  convenable  du  réticule. 

En  désignant  par  a l’angle  sous-tendu  par  l'objet  AB  et  par 
son  image  ab  ( fig . 46,  planche  XXII),  on  a tang.  “ = j-f  ; 

on  tire 


4 4 4 

et  comme  de  ç = y -+•  - 


*i— F 


il  vient 


a 

tanS-  j = 


«4(«  -F) 
' 2.F.» 


Cette  expression  justifie  ce  que  nous  disions  que  l'angle  « est 
variable  avec  la  distance  * de  la  mire  à l’objectif. 

M.  Porro  a d’abord  imaginé  de  substituer  à cet  angle  micro- 
métrique  variable  <*,  un  autre  angle  constant  *’  dont  le  sommet 
serait  en  P foyer  principal  antérieur  de  l’objectif  O (fia.  49, 
planche  XXII.) 

Avant  de  trouver  l’expression  de  a1,  il  est  nécessaire  d’entrer 
dans  quelques  explications,  sans  lesquelles  il  pourrait  rester  du 
doute  sur  l’exactitude  du  procédé. 

En  réalité,  la  distance  de  l’image  ab  au  foyer  P n’est  pas  plus 
invariable  que  la  distance  b l'objectif  O : ce  n’est  par  conséquent 
pas  l’angle  aP6  qui  est  constant,  mais  l’angle  mPm'. 

Quelle  que  soit  la  distance  du  micromètre  au  verre,  les  rayons 
an,bn'  parallèles  b l’axe  optique  convergeront  vers  le  foyer  prin- 
cipal P,  après  s’être  brisés  l’un  en  n et  m,  l'autre  en  n1  et  m'  et 
l’angle  ml’m',  que  nous  désignons  par  a',  sera  toujours  le  inêine 
pour  louto  autre  position  a' b',  a b du  micromètre  : a'  et  soft* 
opposé  APB  par  le  sommet  sont  donc  constants. 

Prenons  les  valeurs  de  a et  a'  dans  les  triangles  qui  ont  AB  pour 
côté  commun;  nous  trouverons,  comme  nous  avons  eu  occasion 
de  le  faire  ailleurs  : 


lang. 


/VH 


lang.j 
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:)->o 

d'où 


a' 


lang.  - = lang.  - — 


(.-F) 


Substituant  la  valeur  de  lang.  * trouvée  plus  haut, 


lang.- 


oh 

îF' 


On  voit  d'abord  que  cette  expression,  fonction  de  deux  con- 
stantes ab  et  F,  est  bien  invariable  elle-même;  et  l’on  peut  re- 
marquer ensuite  que  c'est  précisément  la  valeur  de  «,  lorsque 
ab  se  trouve  au  foyer  principal  de  l’objectif.  C’est  ce  qu’indique 
la  figure  dans  laquelle  a"b''  représente  le  micromètre  et  P'  le 
foyer  principal  intérieur. 

M.  Porro,  quia  désigné  P sous  le  nom  de  point  anallatique  (*), 
trouvant  que  l’estimation  d’une  distance  comptée  d’un  point 
immatériel  situé  en  dehors  de  l inslrumcnt  n’était  pas  chose 
commode,  imagina  de  rapporter  la  distance  à un  autre  point 
anallatiqtie,  qui  serait  le  centre  de  l’instrument. 

Il  plaça,  à cet  effet,  auprès  du  diaphragme,  une  lentille  con- 
vergente R (fig.  50,  planche  XXII),  k une  distance  variable  de 
ce  diaphragme  et  fixe  par  rapport  k l’objectif.  Il  n’est  pas  inutile 
de  dire  quo  l’ensemblo  des  verres  qui  composent  ordinairement 
l’objectif  achromatique  ne  doit  être  considéré,  dans  ce  qui  va 
suivre,  que  comme  une  seule  lentille. 

Soient  Q le  foyer  de  R et  C le  centre  de  l’instrument. 

Il  faut  que  l’angle,  dont  le  sommet  est  en  C,  reste  constant. 

D’après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à l’heure,  par  rapport  k 
l’objectif  O,  les  rayons  parallèles,  qui  de  ab  viennent  rencontrer 
H,  se  croisent  en  Q. 

Il  faut  ensuite  que  C et  Q soient  foyers  conjugués  de  l’objectif 
O et  que  l’expression  de  et'1  soit  indépendante  de  l’éloignement 
de  la  mire. 

Désignons  par 

d l’écartement  des  verres  O et  R, 
p colui  de  O et  C,  ^ 

q la  distance  focale  de  R, 

F celle  de  O. 

Entre  tous  les  rayons  lumineux  émanant  des  points  extrêmes 
A et  B de  la  parlio  interceptée  do  la  mire,  il  en  est  toujours  un 
qui,  avant  de  rencontrer  l’objectif,  se  dirige  sur  C.  Ces  deux 
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rayons,  figurés  par  CA'  et  CB'  sur  la  figure  50,  sont  réfractés  vers 
Q et  la  formule  précisant  la  relation  qui  lie  ces  points  est  dans 
ce  cas 

i i _ i 

- T~r  À 


el,  cil  y introduisant  les  notations  ci-dessus  indiquées, 


doii 


d — 


< i , y.  p + y 

d — q F p pF 


PF 

r+F 


et  q = d 


Les  trois  quantités  d,  p el  F,  une  fois  adoptées,  la  valeur  de  q 
s'en  suit.  ' 

Quant  à nous  allons  le  déduire  do  a',  comme  précédem- 
ment nous  avons  obtenu  *'  Su  moyen  de,  a 

. , a'  ab 

D abord  tang.  — = — - 

z tq 

mais  la  figure  50  nous  fait  voir  que 


a n 


laDg. 


a" 

"“«■T' 


A'B' 

=17  laDg 


a' 


A'B' 


:UD«"î 


2 2(d-q) 

a'[d — q)  ab  (d — q) 


î.p.q. 


(3) 


a"  est  donc  constant,  comme  on  voulait  qu’il  le  fût,  puisquo 
son  amplitnde  dépend  des  quantités  ab,  d,  p et  q,  indépendantes 
de  la  position  de  la  mire. 

Pour  que  la  condition  exprimée  par  la  dernière  formule  soit 
réalisable,  il  faut  qu’il  existe  certaines  relations  de  grandeur 
entre  les  données  du  problème.  • 

Ainsi  la  formule  (1)  donne  la  valeur  de  F,  qui  doit  toujours 
être  positive  : il  faut  donc  nécessairement  que  soit  plus 

grand  que  y,  mais  C étant  placé  vers  le  milieu  de  la  lunette, 

p est  sensiblement  la  moitié  de  d, 

f/ 

donc  d>îd—2q,  ïq>2d  — d et 

a — q a Z 
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q no  peut  même  pas  égaler  * , car  il  en  résulterait  une  double 

absurdité  : il  faudrait  que  F fût  nul  et  que  les  deux  foyers  conju- 
gués C et  Q d'une  lentille  O se  confondissent. 

Nous  allons  indiquer,  au  moyen  d’un  exemple  numérique,  la 
marche  des  opérations, 


Prenons 


Ensuite 


rf  = O", 4,  p =0,2,  a6  = 0"“,005,  F = 0,18 

î=rf_J!L.  pF  = 0,036;  p -f  F = 0,38  ; 
p— F 


P? 

P+F' 


= 0,0474 


lütlg. 


a" 

T 


et  q =0“  ,30526 

ab  (d  — q) 
îpq 


rf_9  = 0»>,î;  ni  (,/  — q)  = 0,001  ; ïpq  = 0,122104 


lang. 


0,001 

Ôjïî.' 


0,008 


log.  0,008  = 7.9030900  = log.  lang.  0*, 51  et  a''=1*,03 

Si  enfin,  nous  désignons  par  x la  grandeur  des  divisions  de  la 
mire  qui  doivent  correspondre  aux  mètres  en  distance  horizon- 
tale, 

Nous  avons  | : 1 ■ tang.  0*,51  : R.  d’où  x — 0,008.  ~ et  x= 
0"1, 16. 

Si  l’on  voulait  maintenant  ramener  le  sommet  de  l’angle 
constant  au  centre  optique  de  l’objectif,  il  faudrait,  et  cela  se 
conçoit  facilement,  reprendre  en  considération  les  rayons  qui, 
passant  par  le  centre  optique,  ne  subissent  pas  de  réfraction,  et  do 
plus,  le  foyer  principal  0 de  la  lentille  R devrait  sc  confondre 
avec  ce  centre  optique. 

En  faisant  dans  la  formule  (3)  les  modifications  convenables, 
et  qui  sontg  = tfet  p = o,  elle  se  réduirait  h 


ab 

iq 


Pour  que  le  point  anallatiquesoit  au  foyer  antérieur  de  O,  nous 
avons  trouvé 


af 

ung.  - 


ab 

2F 


Ces  deux  expressions  ne  diffèrent  que  par  les  dénominateurs  j 
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celui-ci  contient  la  distance  focale  principale  de  l’objectif  ; l'autre 
renferme  celle  de  la  lentille  R qui  est  en  même  temps  l’écarte- 
ment des  deux  verres. 

En  appliquant  à ces  deux  circonstances  les  données  de  l’exem- 
ple ci-dessus,  nous  trouvons  que  «'  = l‘,66C6  et  a"  =■  1»,0440, 


d’où,  pour  le  premier  cas x = 0",0n8”“ 

et  pour  le  second x = 0“,0161r“ 


Au  point  Q,  foyer  de  R,  il  est  bien  de  placer  un  diaphragme  d’une 
ouverture  convenable,  aGn  de  centrer  les  faisceaux  lumineux 
par  rapport  au  rayon  anallatiquc  qui  doit  leur  servir  d’axe. 

Par  le  procédé  que  nous  venons  do  décrire,  le  degré  d’exacti- 
tude qu’on  peut  obtenir  dans  l’évaluation  des  distances,  au  moyen 
de  la  stadia , est  considérablement  augmenté  : mais  il  est  bon 
d’observer  qu’il  n’est  pas  proportionnel  à la  puissance  des  lu- 
nettes. 

Et,  en  effet,  à égalité  de  diamètre  du  verre , plus  le  grossisse- 
ment est  considérable,  plus  le  champ  doit  être  circonscrit  et  plus 
rapprochés  doivent  être  les  fils  du  micromètre.  La  portion  de  la 
mire, comprise  dans  les  rayons  visuels  extrêmes  qui  s'appuient  sur 
les  fils  du  réticule,  est  d'autant  plus  restreinte.  Pour  évaluer  les 
mêmes  distances , les  divisions  doivent  être  plus  serrées  et  l'on 
perd  de  ce  côté  ce  que  l'on  gagne  par  le  fait  du  plus  grand  gros  - 
sissement.  Tout  l’avantage  so  réduit  à pouvoir  se  servir  d’une 
mire  moins  longue. 

Pour  obtenir  plus  d'exactitude  ou  plutôt  pour  que  chaque  lec- 
ture se  contrôle  immédiatement  elle-même , M.  Porro  a modifié 
la  disposition  des  fils,  ainsi  qu’il  va  être  dit. 

On  sait  qu’outro  les  deux  fils  qui  se  coupent  à angle  droit , 
le  micromètre  porte  habituellement  deux  autres  fils  parallèles 
au  fil  horizontal  et  séparés  de  lui  d une  même  quantité.  Cela  pro- 
duit l’effet  indiqué  parles  lignes  1,  2 et  3 (pg.  51,  planche  XXII). 
A ce  dernier  on  substitue  deux  autres  fils  4 et  5,  dont  l’écarte- 
ment est  le  cinquième  de  celui  de  1 et  3.  Désignons  par  mm'  celte 
dernière  qui , dans  l’opération,  fait  connaître  le  nombre  de  mé- 
fies de  la  distance  à mesurer,  par  le  nombre  do  divisions  qu’ello 
renferme. 

MM'  est  évidemment  égal  à la  demi-somme  des  intervalles 
compris  entre  le  fil  1 et  les  fils  4 et  5. 

Désignons  en  général  les  lectures  faites  sur  1,  2,  4 et  5,  par 
a,  b,  c,  d. 
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a sera  nul  lorsqu'on  pourra  diriger  le  fil  1 sur  le  zéro  de  la 
mire. 

d + e — in  d + r 

ainsi  »»»'  = j =—5 " 

d + c 

et  si  a=o  »«'=  — 

Si  l'on  soustrait  ensuite  les  lectures  cet  d l’une  de  l’autre,  elles 
devront  donner  le  cinquième  de  mm'  en  raison  de  la  construction 
énoncée  plus  haut. 

alors  <2— e=J  mm'  = ,fc(d+e— la) 

et  d-e= A (<*+<■)  lorsque  a = 0. 

Quand  les  calculs  numériques  sont  d'accord  avec  ce  qui  pré- 
cède, on  est  certain  d’avoir  opéré  exactement. 

Indiquons,  par  quelques  exemples,  les  diverses  circonstances 
qui  peuvent  se  présenter  dans  la  pratique  : 

Premier  cas.  On  fait  coïncider  le  01 1 avec  le  zéro  de  la  miré. 
« = o,  e = 49*,95.  d = 6l,05 
c + d = 444“,  d — 0=  44-, 4 

Deuxième  eat.  Le  zéro  n’étant  pas  visible,  le  01  1 est  placé  sur 
une  division. 

n=  15,  e = 6ïm,4S,  d =72,75 
e + d-2a=  405,00;  d — c = 10,50 
Troisième  cas.  Si  la  mire  n’est  pas  assez  longue  pour  intercep- 
ter tout  l’intervalle  du  01 1 au  01  5,  on  se  sert  subdiairement  du 
01  2. 

Ainsi  les  fils  1 et  2 donnent  sur  deux  nombres  que  l’on  recueille  : 
puis  on  fait  varier  un  peu  l’inclinaison  de  la  lunette,  jusqu  à ce 
que  le  01  2 occupe  la  position  qu'avait  d’abord  le  01 1. 

Pour  la  première  opération,  on  a ; mm'  ==  b — a ; dans  la 
deuxième,  puisque  le  01  2 marque  <1  à son  tour,  on  a 

, mm  = — a,  donc  mm'  =b  -h  — 

4",  a =40  et  b = 90.  8 

2«.  a = 10,  e = 74,64,  d = 406.  96 

Il  faut  toujours  que  d — c =r  — - — — , c est-à-dire  le 

dixième  du  double  de  mm'. 

+ ib  = 48t. G 
+ e+d  = 484.6 
— 4a  = — 40 

2 mm  = 323.2  et  rf  — c = 32,32. 
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Quatrième  cas.  Si,  enfin,  la  distance  qu'il  importe  de  connaître 
est  très-grande,  on  peut  ne  se  servir  que  des  fils  4 et  5 et  multi- 
plier le  résultat  par  5. 

OH  a " r—o  mm'  = tôd 

si  d =s  82®, 50,  mm' = 4*3,51. 

Avant  les  exemples  numériques  qui  précèdent , nous  disions 
pourquoi  le  degré  d'approximation  n’est  pas  proportionnel  au 
pouvoir  amplifiant  des  lunettes. 

M.  Porro,  pour  obtenir  à la  fois  l'avantage  du  grossissement  et 
celui  que  produit  la  plus  grande  amplitude  de  l'angle  mi- 
crométrique, a adapté  un  petit  oculaire  devant  ‘chacun  des 
trois  fils  horizontaux.  Ce  sont  trois  lentilles  de  crou'n  incrustées 
dans  un  plus  grand  verre  en  flint  ( fig . 52,  pl.  XXII). 

Chacun  d’eux  grossit  considérablement  la  partie  de  la  mire  sur 
laquelle  il  est  dirigé. 

Pour  voir  simultanément  dans  les  trois,  ce  qui  n’est  d’ailleurs 
pas  nécessaire  , il  faudrait  éloigner  suffisamment  l’œil  (fig.  53, 
pl.  XXII)  et,  par  conséquent,  se  placer  dans  une  circonstance 
moins  favorable,  puisque  l’organe  de  la  vue  recueillant  une  plus 
faible  partie  de  chacun  des  faisceaux  lumineux,  serait  moins  vi- 
vement impressionné. 

On  regarde  donc  successivement  dans  les  deux  oculaires  ex- 
trêmes ou  dans  les  trois,  s’il  y a lieu.  Chacune  des  parties  corres- 
pondant aux  fils  que  nous  désignions  plus  haut  par  les  chiffres 
1,  2,  3 ou  par  1,  2,  4 et  5,  sera  donc  Irès-amplifiée  et  produira 
l’efTet  que  présente  la  figuro  54,  planche  XXII. 

M.  Porro  étant  parvenu  à vaincre  la  grande  difficulté  qui  con- 
siste à placer  très-exactement  les  fils  des  micromètres  à des  écar- 
tements calculés  d’avance,  en  a,  depuis  peu,  multiplié  le  nombre 
jusqu’à  sept,  qu’il  établit  devant  les  trois  oculaires  déjà  men- 
tionnés (fig.  52,  pl.  XXII).  a,  b,  c,  d,  c,  f,  g représentent  les 
divisions  do  la  mire,  comptées  à partir  de  zéro  et  correspondant 
aux  sept  fils. 

L’écartement  de  ces  fils  est  calculé  de  telle  sorte  que  d étant 
sur  la  division  50,  à une  distance  de  100”, 

a = 22,50 ; 6 = 27,50;  c=6 5;  c=55;  f = 72,50  rt  j = 77,50. 

Disons  enfin  que,  pour  donner  plus  de  perfection  encore  à sa 
lunette,  M.  Porro  se  sert,  pour  tous  les  instruments  dont  on  at- 
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tend  une  grande  précision,  de  l’oculaire  de  Ramtden  au  lieu  d'un 
oculaire  simple. 

Dans  l’un  et  l’autre  cas,  l’écartement  des  fils  est  toujours 
exactement  dans  le  môme  rapport  avec  les  divisions  tracées  sur 
la  mire  : car  l’angle  anallatique  est  constant,  et  celui  sous  lequel 
l’œil  voit  l’objet  ne  l’est  pas  moins,  quelles  que  soient  d’ailleurs 
la  distance  de  la  mire  et  la  vue  de  l’observateur. 

Pour  bien  faire  comprendre  tout  le  parti  qu’on  peut  tirer  des 
fils  disposés  comme  nous  l’avons  dit  précédemment,  il  convient 
de  rappeler  commen^est  appréciée  la  dislance  cherchée,  réduite 
à l’horizon 

O représente  le  sommet  do  l’angle  anallatique  * (fig.  55,  plan- 
che XXII)  ; M’M"  la  portion  do  la  mire  comprise  dans  « ; / est  la 
dislance  zénithale  moyenne  entre  V et  S",  qui  sont  celles  des 
côtés  de  l’angle  constant. 

on  a OM'  = M'M"  OP=OM'sin./' 

sm.(<f J") 

d’où  la  dislance  horizontale  K ou  OP=M/M''  sin"'--'n‘i|°' - 

t'  et  tu  différent  trop  peu  de  <f  pour  qu'on  ne  puisse  pas  sub- 
stituer sin.s<f  àsin.if'.  sin./1!. 

D’aulro  part,  si  au  lieu  do  diviser  chaque  fois  M'M1',  qui  est 
un  certain  nombre  do  mètres  ou  de  fractions  de  mètre,  par  ’ 
• sin.a,  on  fait  les  divisions  de  la  mire  égales  chacune  à ji-j. 
on  aura  K ou  op*^.’*1’.  sin.v 


Si  l'on  veut  aussi  déduire  do  l’observation  la  différence  de 
niveau  PM'  ou  DN,  on  voit  que  dN  = K cot.  t — M . 

Ici,  c’est  la  longueur  réelle  de  M M ' et  non  le  nombre  de  divi- 
sions. 

Appliquons  maintenant  ces  formules  en  faisant  usage  des  trois 
oculaires  : 

1°  Si  la  distance  à mesurer  n’excède  pas  200”,  on  place  le  fil 
d sur  50,  puis  oit  lit  a,  b,  foi  g sur  les  fils  n~  1,  2,  6 et  7. 

Evidemment,  cequo  nous  représentons  par  M ’M"  ou  par  ndiT 
~2[(f  + g)  — («  + fc)]>  Par  consôquent  K = 2 [ [f  -J-  g)  — 
(rt  j.  A)]  gin.*  f. 


et 


fi  y K.  — 


TH'M" 
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Nous  avons  indiqué  un  moyen  de  vérification,  lorsque  nous 
supposions  quatre  fils  n°*  1,  2,  k et  5 : ces  deux  derniers  rempla- 
çant un  autre  fil  n*  3 et  espacés  entre  eux  de  la  cinquième  partie 
de  l’intervalle  qui  sépare  1 de  3. 

Cette  épreuvo,  nous  pouvons  également  la  faire  dans  la  nou- 
velle disposition  des  fils.  Leur  écartement  est  tel,  qu'à  100  mètres, 
et  sur  un  terrain  horizontal,  les  intervalles  entre  1 et  2,  ainsi 
qu’entre  6 et  7,  sont  chacun  le  vingtième  de  celui  qui  existerait 
entre  les  fils  situés  à égale  distance  de  1 et  2 d’une  part,  de  6 et  7 
de  l’autre. 

Celui-ci  est  exprimé  par  (g — o)  4-  {f — b); 

S 

on  a donc  g _/•=  i-  „ = * [(9  -«)  + (/•- *)] 

et  par  suite  fo -•)-(/■- b) = ^ [(s _ a)  +(f-l>)} 

Si  les  lectures  satisfont  h celte  équation,  il  n’y  a pas  eu  d’erreur 
et  l’on  connaît  exactement  la  distance  de  la  lunette  à la  mire. 

2°  Si  quelqu’obstacle  empêche  de  poser  le  fil  d sur  la  division 
50,.  on  le  place  sur  un  tout  autre  chiffre  qu'on  peut  lire  ou  qui  se 
conclut  des  autres  lectures  en  raison  de  ce  que 

<*  = i(°  + » + f + g) 

3°  La  distance  devenant  plus  grande  que  200“  et  moindre  que 
400,  on  subdivise  l’opération  en  plaçant  d’abord  le  fil  d sur  un 
chiffre  quelconque  de  la  partie  supérieure  de  la  mire,  puis  on  lit 
a,  b,  et  l’on  observe  la  distanco  zénithale  A'  de  OM  : on  ramène 
ensuite  le  fil  d vers  le  bas  de  la  miro,  on  lit  f et  g,  puis  on  prend 
la  nouvelle  distance  zénithale  A"  do  OM. 

Pour  réduire  à l’horizon  la  longueur  trouvée,  on  se  sert  de 
A = A ',  et  l’on  ajoute  aux  lectures  a,  b,  f,  g,  la  quantité 

dont  le  fil  moyen  d a été  déplacé  pour  passer  de  la  première  à la 
deuxième  observation. 

4°  Lorsqu’enfin,  la  distance  est  plus  grande  que  400“,  on  la  lit 
avec  l’oculairo  du  milieu  soûl  et  au  moyen  de  c,  d,  e,  comme  pour 
les  stadiasqui  ont  un  oculaire  unique. 

»a=Xi  rn~ 1. 1 — 
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LIVRE  V. 

GÉODÉSIE 


CHAPITRE  PREMIER. 

ENSEMBLE  DES  OPÉRATIONS  GÉODÉSIQl’ES. 

348.  Ou  a vu  on  topographie  que,  pour  arriver  à la  description 
exacte  d’une  portion  de  la  terre,  on  projetait  tous  ses  points  sur 
la  surface  sphérique  des  eaux  moyennes  do  la  mer,  et  que  l’on 
calculait  leurs  ordonnées  verticales.  On  a vu  aussi  que,  pour  ar- 
river h là  connaissance  des  projections  des  différents  points,  on 
les  supposait  unis  par  des  droites  formant  ainsi  un  réseau  de  trian- 
gles que  l’on  résolvait  graphiquement.  Cette  marche  est  suffisam- 
ment exacte  lorsqu'on  s’occupe  d’une  portion  de  terrain  de  mé- 
diocre étendue  : mais,  quand  il  s'agit  d’une  très-grande  surface, 
les  points  ne  peuvent  plus  être  considérés  comme  unis  par  des 
droites  : ils  le  sont  réellement  par  des  arcs  de  grands  cercles  et 
les  triangles  sont  sphériques.  Ces  triangles  devenant  d’ailleurs 
très-nombreux,  si  l’on  procédait,  en  partant  d’un  point,  du  détail 
à la  masse,  l’accumulation  successive  et  inévitable  des  erreurs  se 
ferait  sentir  à mesuro  que  l’on  s’éloignerait  du  point  de  départ 
des  opérations,  et  l’on  n’aurait  aucun  moyen  de  vérification.  Si, 
au  contraire,  les  principaux  points  du  terrain  à représenter  sont 
fixés  d’avance  et  leurs  positions  rigoureusement  déterminées  sur 
le  globe,  les  détails  qui  s'y  rattacheront  seront  susceptibles  à cha- 
que instant  d'être  corrigés  des  erreurs  que  l’on  no  peut  éviter, 
toutes  les  fois  que  l’on  substitue  les  constructions  graphiques  au 
calcul. 

349.  La  détermination  de  ces  points  principaux  et  le  calcul 
des  arcs  qui  les  unissent,  sont  du  ressort  de  la  géodosie.  L’ensem- 
ble des  triangles  que  1 on  imagine  lier  les  points  fondamentaux, 
est  ce  quo  l’on  appelle  le  canevas  géodésique,  et  l’on  nomme  opé- 
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rations  géodésiques  toutes  celles  qui  sont  nécessaires  à la  con- 
fection du  canevas. 

Chaque  point  sera  déterminé  par  trois  coordonnées  : deux  ser- 
viront à la  projection  sur  la  sphère,  et  la  troisième  indiquera  son 
élévation  au-dessus  de  cette  surface. 

Les  coordonnées  de  la  projection  se  rapportent  à l’équateur  et 
au  méridien  principal,  et  se  nomment  latitude  et  longitude.  La 
latitude  d'un  point  est  l’arc  de  grand  cerçle  compté  sur  le  méri- 
dien du  lieu,  depuis  ce  point  jusqu’à  l’équateur.  Sa  longitude  est 
la  portion  de  l'équateur  comprise  entre  son  méridien  et  celui  qui 
a été  choisi  pour  origine. 

350.  Les  opérations  à faire  sur  le  terrain,  consistent  à , 

1°  Mesurer  un  côté  de  triangle  auquel  on  donne  le  nom  de 
base; 

2°  Mesurer  les  angles  ; 

3°  Observer  astronomiquement  la  latitude  et  la  longitude  d’un 
point  au  moins  ; 

4°  Observer  l’azimut  d'un  côté,  c’est-à-dire  l'angle  que  fait 
ce  côté,  avec  le  méridien  de  l'une  de  ses  extrémités.  Cet  azimut 
sert,  entre  autres  choses,  à orienter  le  canevas  ; 

5°  Enfin,  faire  le  nivellement  trigonométrique  qui  donnera  les 
cotes  des  sommets  de  triangles. 

On  verra  par  quelles  méthodes  on  passe  des  latitude  et  longi- 
tude d’un  point  au  moyen  des  angles  et  des  côtés  de  triangles,  aux 
latitudes  et  longitudes  de  tous  les  autres  points,  ainsi  qu'aux  azi- 
muts des  côtés. 

351.  Lorsqu’on  voudra  ensuite  construire  la  carte,  au  moyen 
des  coordonnées  obtenues,  il  faudra,  comme  la  sphère  n'est  pas 
une  surface  développable,  faire  usage  d’un  système  de  projection, 
celui  de  Cassini,  celui  de  Flamstced  modifié,  ou  tout  autre. 

352.  On  ne  passe  pas  immédiatement  de  la  construction  du  grand 
canevas  géodésiquo  h la  levée  du  détail  : car  les  points  seraient 
trop  éloignés  et  souvent  trop  inégalement  répartis,  en  raison  des 
difficultés  qu'a  pu  offrir  le  terrain,  pour  qu’il  s'en  trouvât  un 
nombre  suffisant  dans  chacun  des  rectangles  en  lesquels  on  a par- 
tagé la  carte,  pour  procéder  aux  travaux  topographiques.  De  là 
naît  la  division  des  opérations  géodésiques  en  premier,  deuxième 
et  troisième  ordres. 

Le  premier  ordre  s’occupe  de  couvrir  la  surface  du  terrain  au 
moyen  de  triangles  aussi  grands  que  le  permettent  la  force  et  la 
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précision  des  instruments  d'une  part,  et  la  nature  du  pays  de 
l’autre. 

La  triangulation  du  second  ordre  s’appuyant  sur  les  côtés  des 
grands  triangles  comme  bases,  les  divise  en  plus  petits  dont  les 
sommets  servent  de  stations,  et  desquels  on  observe  tous  les  points 
remarquables  qui  pourront  servir  à rattacher  les  détails  topogra- 
phiques. 

Ces  derniers  sont  les  points  du  troisième  ordre  : ils  se  détermi- 
nent par  des  triangles  dans  lesquels  on  n’observe  que  deux  angles, 
et  l'on  conclut  le  troisième.  Pour  cette  raison,  il  est  indispen- 
sable qu'ils  soient  calculés  sur  deux  bases,  c’est-à-dire  que 
chacun  d'eux  soit  le  sommet  de  deux  triangles  ayant  un  côte 
commun. 

Tel  est  l’ensemble  des  opérations  que  nécessite  la  construction 
d'une  carte  : on  les  traitera  chacune  en  particulier,  en  indiquant 
les  instruments  à employer,  les  corrections  dont  ils  sont  suscepti- 
bles et  les  précautions  que  l’on  doit  prendre,  enûn  les  calculs  à 
faire. 

353.  Avant  d’entrer  en  matière,  il  est  bon  peut-être  de  passer 
en  revue  de  nouveau  et  avec  plus  de  détail,  les  différentes  parties 
que  nous  venons  seulement  d'indiquer. 

La  première  chose  à faire  est  de  parcourir  le  terrain  que  l’on 
doit  trianguler. 

Le  but  de  celte  reconnaissance  est  de  trouver  un  nombre  de 
stations  suffisant  pour  déterminer  tous  les  points  de  troisième  or- 
dre, si  l'on  s’occupe  de  la  triangulation  de  détail.  11  faut  faire  en 
sorte  que  ce  nombre  soit  le  plus  petit  possible.  Si,  cependant,  on 
opérait  dans  un  pays  de  plaine  et  très-découvert,  il  ne  faudrait 
pas  abuser  de  cette  faculté  d'en  voir  toute  l’étendue  de  quelques 
stations  seulement , parce  qu'alors  le  temps,  que  l'on  aurait  cru 
gagner  d’un  côté,  serait  perdu,  et  peut-être  plus  encore,  à 
chercher  des  points  très-peu  visibles,  en  raison  de  leur  grand  éloi- 
gnement. 

354.  Il  est  nécessaire  d’avoir,  pendant  la  reconnaissance,  un 
instrument  tel  qu’un  sextant,  une  boussole,  un  cercle  à ré- 
flexion, etc.,  afin  de  pouvoir  construire  un  premier  canevas  pro- 
visoire. 

355.  Pour  la  triangulation  du  premier  et  du  second  ordre,  on 
fait  construire  des  signaux  aux  endroits  que  l’on  a adoptés  comme 
points  de  station. 
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Les  signaux  du  premier  ordre  forment  observatoire,  quand  ou 
ne  peut  observer  du  sol,  et  sont  plus  ou  moins  hauts  suivant  les 
obstacles  qu'il  faut  franchir.  Quoique  la  forme  h leur  donner  ne 
soit  pas  absolue,  il  semble  bon  d'indiquer  ici  celle  qui,  paraissant 
la  meilleure  , a été  adoptée  pour  les  opérations  de  la  nouvelle 
carte  de  la  Fronce. 

Us  se  composent  d'un  observatoire  ou  petite  chambre  soutenue 
en  l’air  par  quatre  arêtiers.  Les  faces  sont  percées  de  fenêtres  qui 
se  ferment  à volonté  au  moyen  de  volets.  Le  toit  a la  forme  d’une 
pyramide  quadrangulaire,  au  sommet  do  laquelle  s’élève  un 
poinçon  supportant  une  autre  petite  pyramide  renversée,  à claire 
voie,  pour  donner  moins  de  prise  au  vent.  Au  centre,  sous  le  si- 
gnal, on  place  une  borne  destinée  à faire  retrouver  postérieure- 
ment l'emplacement  où  a été  érigé  ce  signal.  On  a,  etf  outre,  la 
précaution  de  placer  par-dessous  du  charbon,  parce  qu’il  jouit  de 
la  propriété  d’être  incorruptible.  La  figure  274  présente  le  plan 
et  l’élévation  d’un  do  ces  signaux. 

Dans  la  triangulation  secondaire,  on  ne  choisit  pour  stations 
que  des  édifices  tels  que  tours,  clochers,  etc.,  ou  des  points  du  sol 
desquels  on  puisse  observer. 

Dans  ce  cas,  le  signal  consiste  en  un  poteau  planté  en  terre  et 
surmonté  de  deux  faces  rectangulaires  eu  bois  [fig.  275),  à claire- 
voie,  et  d’un  mètre  environ  de  cêté.  Quelquefois  le  poteau  ( fig , 
277)  est  composé  de  deux  pièces  qui  forment  charnière  à peu  de 
distance  du  sol.  Quand  le  signal  est  debout,  il  est  maintenu  par 
deux  boulons,  et  l’on  en  retire  un  lorsqu'on  veut  l’abaisser.  Celte 
modification  a pour  but  de  pouvoir,  lorsqu'on  observe  les  angles, 
placer  l'instrument  au  centre  de  la  station  et  éviter  par  là,  une 
réduction  dont  nous  aurons  à parler  plus  tard.  Quelquefois,  dans 
le  premier  ordre  surtout , la  grande  difficulté,  voire  même  l’im- 
possibilité de  faire  parvenir  les  pièces  de  bois,  fait  employer  des 
signaux  en  maçonnerie  ou  construits  en  pierres  sèches.  Leur 
forme  est  ordinairement  un  cône  tronqué  (fig.  276)  surmonté  d’un 
cylindre  de  plus  petit  diamètre.  Ce  dernier  supporte  l'instrument 
et  l'observateur  se  tient  sur  laportionde  la  base  supérieuredu  cône 
qui  déborde  le  cylindre.  On  emploie  de  préférence,  lorsqu'il  y a 
lieu,  les  monuments  tels  que  tours,  clochers,  etc.,  tant  à cause  de 
leur  solidité,  que  par  raison  d’économie.  Les  signaux  permettent 
généralement  de  mieux  prendre  les  éléments  de  réduction,  et  par 
conséquent  les  triangles  ferment  mieux  ; mais  ils  sont  générale- 
ment plus  loin  des  habitations,  et  les  transports  deviennent  plus 
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long  et  plus  coûteux.  Les  (lèches  trop  aiguës  sont  quelquefois  de 
mauvais  points  de  mire  pour  les  dislances  zénithales,  parce  que 
leurs  extrémités  disparaissent  d'autant  plus,  que  les  côtés  de  tri- 
angles sont  plus  longs. 

Les  signaux  doivent  être  peints  eu  blanc  ou  en  noir  suivant 
qu’ils  se  projettent  sur  le  terrain  ou  sur  le  ciel  : ils  sont  plus 
constamment  favorables  dans  ce  dernier  cas.  On  fait  donc  en 
sorte  qu’il  en  soit  ainsi;  cependant,  comme  ils  ne  peuvent  pas 
toujours  satisfaire  à celle  condition , il  est  bon  de  s’assurer  de  ce 
qui  aura  lieu  lorsque  le  signal  sera  érigé,  aGn  de  le  faire  couvrir 
de  la  couleur  convenable. 

35G.  Soient  donc  A et  B {fiy.  278) , deux  points  choisis  comme 
sommets  de  triangles.  On  est  en  A,  et  sans  retourner  en  B,  on 
veut  savoir  sous  quel  aspect  on  verra  le  signal  A de  ce  point.  On 
prend  la  distance  zénithale  de  B,  et  celle  du  point  C de  l'hoi;izon, 
opposé  à B et  situé  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  A et  B.  Si 
leur  somme  est  plus  petite  que  200* , le  point  A se  projettera  en 
terre  pour  l’observateur  placé  en  B : le  contraire  aura  lieu  si  la 
somme  est  plus  grande  que  200*.  On  peut  encoro  calculer  la  hau- 
teur qu’il  faudrait  donner  au  signal  A : cependant,  dans  le  cas 
où  les  observations  ne  doivent  pas  être  faites  du  sol,  mais  dans 
un  observatoire  placé  en  haut  du  signal,  il  faut  s'assurer  avant , 
que  cet  accroissement  de  hauteur  en  diminuant  la  difficulté  pour 
lo  point  B,  n’augmentera  pas  celles  que  l’on  doit  éprouver  en  A , 
qui  plus  élevé,  pourrait  alors  voir  projetés  en  terre  d’autres  si- 
gnaux qui , sans  cette  modification,  se  seraient  détachés  sur  le 
ciel. 

357.  Pour  donner  une  idée  de  la  marche  à suivre,  prenons  un 
exemple  : on  connaît  approximativement  par  le  canevas  provi- 
soire, les  distances  AB,  AC.  Supposons  que  AB  = 25,000"  et 
AC=32,000,  BAZ  = 97*,50;  CAZ=99*,20.  d’ou  BAC=19G,70. 
On  peut  résoudre  lo  triangle  BAC  dans  lequel  on  connaît  deux 
côtés  et  l’angle  compris.  La  formule  GO,  § 33  do  trigonométrie 
rectiligne  donne  le  moyen  de  trouver  les  angles  B et  C dont  on 
connaît  la  somme. 

On  a donc  log.  coiang.J  A = 8.4137 

log.  ( b — <•)  = 3.8451 
C1.  log.  (t»+c)  = i>.24H 

log.tang-i  (B— C)  = 7.5029 

Donc  J (B— C)=0*,2I50'  et  par  suite  B=l%8550",  C = 
1..V150. 
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Actuellement,  l'un  ou  l’autre  «les  triangles  AEB,  ACE,  dans 
chacun  desquels  on  connaît  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents, 
peut  donner  la  hauteur  AE  que  devrait  avoir  au  moins  le  signal. 
Calculons  les  deux  pour  qu’il  y ait  vérification. 

Dans  AEB,  l'angleE  = 200—(A  + B=  100* ,6450. 

log. sin.B(oo  l*.8550")  =8.WU 
log.  25000  *=  4.3979 

C'.log.  sin.E(ou  1 00,0450)=  0.0000 

"2.8623 

Dans  AEC,  l'angle  en  E est  égal  à 200 --  (A-+-C)=99*,3550. 

et  log.  sId.  (C  ou  l'ViSO")  = 8.3559 
log.  32000  = 4.5051 

C'  .log.sin.  (Eou  09 '.3550)  = 0.0000 

2.8610 

Ce  logarithme  correspond  au  nombre  726.  On  voit  que,  dans'  ce 
cas,  il  ne  faudrait  pas  songer  à l’érection  d’un  signal  qui  pût  sc 
projeter  sur  le  ciel  : on  le  ferait  donc  peindre  en  blanc. 

358.  S’il  s’agit  de  calculer  d’avance  la  hauteur  qu’il  faudrait 
donner  à un  signal  BB'  élevé  en  B ( fig . 58,  planche  XXIII),  pour 
qu’il  fût  visible  de  la  station  A par-dessus  un  obstacle  C,  on  ob- 
serverait, en  B et  en  A,  les  distances  zénithales  de  ce  point  C. 

L’angle  BB'C  serait  égal  à CAZ,  comme  alternes  internes,  si 
les  verticales  de  A et  B pouvaient  être  considérées  comme  paral- 
lèles; mais  le  premier  sera  plus  petit  que  le  second,  de  la  con- 
vergence des  verticales.  Or,  comme  on  suppose  que  l’on  a 
d’avance  construit  un  canevas  provisoire,  on  peut  dire  que  l’on 
connaît  approximativement  les  distances  de  B h A et  aussi  à C. 
La  longueur  du  côté  AB  convertie  en  secondes,  h raison  do  10m 
pour  1',  donne  la  quantité  angulaire  qu'il  faut  retrancher  de  a 
pour  avoir  l’angle  BB'C.  On  connaît  un  second  angle  A'  du 
triangle  BB'C  et  encore  le  côté  BÜ;  on  peut  donc,  en  le  résol- 
vant, trouver  la  hauteur  BB'  que  doit  dépasser  le  signal,  pour 
que  son  sommet  soit  visible  de  A. 

Exemple  : soit  AB  = 12345». 

, BC  «=  3960 

A «=  101  «,2530" 

A «*»  98  ,2040". 

La  convergence  des  verticales  est  donc  0%t234",5 

Par  suite,  . BB'C— 101,1295  ,5 

et  BOB'  = 0,6684  ,5 
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log.  3960-  = 3.59769SÎ 

log.  »io.  0*, 6604" ,5  = 8,0198683 

C*.  log.  sin.  401,1295,5  = 0,0000683 

log.  BB'  =4,61*6318 

BB'  = 41  *,46 

CeUe  opération  démontre  qu’on  ne  doit  pas  songer  à relier 
directement  les  points  A et  B,  puisqu’il  faudrait  donner  au  signal 
une  hauteur  inadmissible  en  raison  de  la  dépense  considérable 
qu’entraînerait  sa  construction. 

. 359.  Si  l’on  ne  part  pas  d’une  base  connue,  il  faut  en  déter- 

miner une,  et  cette  opération  exige  des  instruments  et  des  calculs 
dont  nous  parlerons,  lorsque  nous  aurons  sommairement  passé  en 
revue  toutes  les  autres  opérations. 

3G0.  Mesure  des  angles.  Pour  l’obtenir  avec  la  plus  grande 
précision,  on  sc  sert  d’instruments  répétiteurs.  Les  uns  donnent 
les  angles  dans  le  plan  des  objets  : tel  est  le  cercle  répétiteur. 

361 . Réduction  à l'horizon.  L’emploi  du  cercle  entraîne  la  né* 
cessité  de  cette  correction  , pour  ramener  les  angles  observés  à 
l’expression  de  l’inclinaison,  les  uns  sur  les  autres,  des  plans 
verticaux  payant  par  les  objets  deux  b deux.  Un  autre  instru- 
ment, le  théodolite,  évite  cette  réduction  ; il  fournil  immédiate- 
ment la  mesure  des  angles  dièdres,  ou  la  projection  b l’horizon 
des  angles  que  forment  les  objets. 

362.  Réduction  au  centre  de  la  station.  Les  angles  ne  peuvent 
toujours  pas  être  observés  au  centre  de  la  station  : de  là,  une 
nouvelle  réduction  à leur  faire  subir. 

363.  Correction  de  phase.  Les  signaux  sur  lesquels  on  pointe , 
pouvant  présenter  différentes  phases,  suivant  la  position  du  so- 
leil, le  rayon  visuel  ne  passe  pas  toujours  par  l’axo  du  signal.  La 
correction  qui  serait  la  conséquence  de  ce  fait  s'effectue  très- 
rarement. 

364.  Calcul  des  côtés.  Les  angles  observés  appartiennent  b des 
triangles  sphériques.  En  faisant  leur  somme,  elle  dépasse  200» 
de  ce  qu’on  nomme  l’excès  sphérique  combiné  toutefois  avec  les 
erreurs  d'observation.  On  retranche  de  chaque  angle  le  tiers  de 
cet  excès,  et  l’on  a trois  nouveaux  angles  qui  appartiennent  b 
un  triangle  rectiligne  qui , commo  le  démontre  un  théorème  de 
Legendre,  a les  côtés  égou*  en  longueur  à ceux  du  triangle  sphé- 
rique. Ceci  n’est  vrai  que  pour  les  triangles  dont  les  côtés  sont 
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très-petits  par  rapport  au  rayon  île  la  sphère  ; et  ceux  tracés  sur 
la  terre  sont  dans  ce  cas. 

Dans  cet  état  de  choses,  on  résout  au  moyen  des  formules  de 
la  trigonométrie  rectiligne,  et  l'on  connaît  ainsi  les  angles  et  les 
côtés  des  triangles. 

365.  Au  moyen  des  distances  zénithales  qui  ont  été  observées 
à la  suite  des  angles  horizontaux,  on  calcule  les  différences  de 
niveau. 

366.  Latitudes  et  longitudes.  Nous  avons  dit  qu’en  connaissant 
un  premier  azimut,  une  première  latitude  et  une  première  lon- 
gitude, on  calculait  les  latitudes  et  longitudes  de  tous  les  autres 
points  : nous  aurons  à nous  occuper  de  la  recherche  des  formules 
qui  résolvent  ces  problèmes. 

367.  Il  est  indispensable,  pour  avoir  une  entière  confiance 
dans  le  résultat  des  opérations,  si  la  contrée  que  l'on  triangule 
a une  grande  étendue , de  mesurer  plusieurs  bases  et  d’observer 
plusieurs  azimuts,  latitudes  et  longitudes.  Les  résultats  obtenus 
par  l'enchaînement  des  triangles,  devront  coïncider  avec  ceux 
que  donneront  les  opérations  directes. 

368.  Do  ce  que  nous  avons  succinctement  indiqué  au  §87,  il 
résulte  que  c’est  sous  un  angle  droit  que  doivent  se  couper  les  di- 
rections qui,  partant  des  extrémités  A et  C d’une  base  donnée  b, 
servent  à déterminer  un  point  B,  pour  que  l'intersection  soit 
aussi  exacte  que  possible. 

Puis,  sans  entrer  dans  plus  de  détails,  nous  avons  conclu  qu’il 
fallait  préférer  la  forme  équilatérale. 

Nous  sommes  ici  dans  l’obligation  de  donner  plus  de  dévelop- 
pement à la  question,  sans  toutefois  perdre  de  vue  que  nous  n’é- 
crivons qu’un  traité  élémentaire,  et  qu’il  ne  conviendrait  pas  de 
présenter  toutes  les  circonstances  que  peut  offrir  la  solution  de 
cé  problème.  Nous  savons  très-bien  qu’il  ne  s’agit  pour  nous,  que 
de  mettre  les  officiers  à même  de  faire  une  bonne  application  de 
co  qui  leur  a été  enseigné , et  nullement  de  leur  présenter  des 
discussions  plus  spéculatives  qu’utiles. 

369.  Cherchons  d’abord  à apprécier  l’influence  des  erreurs  an- 
gulaires, relativement  à la  forme  des  triangles,  et  désignons-les 
par  a et . 

Ces  quantités  pouvant  être  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires, il  se  présente  quatre  cas  : 
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4-  a el+  e,  S"  — 3 el  — fi 

3“  — a el  -+-  /?,  4"  -f-  a el  — fi . 

Le  Iriangle  fournit  entre  ses  éléments  exacts  la  relation 
a,  sin.  B = b,  sin.  A,  et  si  nous  supposons  que  la  base  mesurée  ou 
connue  d’avance  ne  soit  affectée  d aucune  erreur,  l’équation  ci- 
dessus  se  transformera  en  une  autre,  dans  laquelle  da  représen- 
tera le  défaut  d’exactitude  du  côté  a. 

Passons  en  revue  les  quatre  circonstances  qui  peuvent  se  pré- 
senter. 

1'  a et  J3  positifs,  il  viendra 

(a  + da)  sia.  (B  -f-£)  at.  sin.  (A  + a) 

(a  + da)  (sin  Beos./î  + s\n.fi  eos.B)  = b (sin. A cos.»  -(-sin.*  cos.A) 

o et  ? sont  assez  petits  pour  que,  sans  erreur  sensible,  on  sub- 
stitue l’arc  au  sinus  et  l’unité  au  cosinus  : il  vient  alors 

(a  4 -da)  (sin  B -f  fi  cos.Bl  «=  6 (sin.A  + a.  cos.A) 

et  a sin.B-f-  o.  fi  eos.B -4-  <t«.  sin  B 4-</a.^.cos.B  = A.  sin  A -f-A.a.  cos.A 

supprimant  le  quatrième  terme  du  premier  membro,  en  raison  du 
peu  d’importance  de  deux  de  scs  fauteurs  et  remarquant  quo  les 
premiers  termes  des  deux  membres  sont  égaux. 

d.a,  sin. B = b. a.  cos.A  — a fi  cos. B 


ou 


b a. fi.  cos. B 

da  = — -,  «.  cos.A O-— _ (1) 

sin. B sin, B 


Nous  pouvons  chercher  l’expression  de  l’erreur  da  en  fonction  de 
a ou  b,  et  aussi  pour  simplifier  l’expression , et  parco  que  a et  ^ 
sont  très-petits  et  dus  à une  môme  cause,  nous  pouvons  (aire 

« = P- 


Dans  le  premier  cas,  il  faut  remplacer 
donne  ja  *=  a « (eoi.A  — cot.B) 

ou  — = a (cot.A  — col.B) 


-T- s par  - — T , ce  qui 
sm.B  r sin. A 


t -i‘i  : 'f  <f‘ 

L'une  ou  l’autre  formes  indiquent  également  que  l’approxima- 
tion est  d'autant  plus  grande,  que  A et  B diffèrent  moins  l’un  de 
l'autre  et  que  da  est  nul  lorsque  A ~ B. 

On  trouve  de  môme 


— = «(col.C  — col  B) 


:**  i; 


vy  _ . 

Digitiiod  by  Google 


FORME  PRÉFÉRABLE  DES  TRIANGLES.  337 

• 

d'où  il  résulte  quo  les  erreurs  sur  les  côlès  sont  nulles,  lorsque 
A = B = C,  c’est-à-dire  quand  le  triangle  est  équilatéral. 

Cette  manière  d’apprécier  l’erreur  nous  avait  paru  la  plus  con* 
venable,  puisqu'elle  indique  immédiatement  à quel  degré  d'ap- 
proximation on  obtient  chacun  des  deux  côtés.  Aussi,  dans  la  pre- 
mière édition  do  cet  ouvrage,  nous  en  étions-nous  tenu  là. 

Depuis  lors,  cette  conséquence  ayant  été  contestée,  nous  allons 
discuter  plus  au  long  cette  question,  pour  voir  si,  par  une  route 
difTérente,  nous  arrivons  au  même  résultat. 

Éliminons  a au  lieu  de  b dans  la  formule  (1),  et  elle  devient 

b / sid.A  co».B\ 

d.a  = a I co»  A — =» (cos. A.  sut. R — sm.A  cos.B) 

sin.B  sio.B  ] »iu.«B 

Ol  d-n=lMTÏBaSm  (B-A)  (î) 

On  trouve  de  la  même  manière 

Jc,=  Ba  »in  (B— G)  !3) 

On  voit  à la  première  inspection  de  ces  formules  que,  pour  une 
base  déterminée  b,  les  deux  autres  côtés  seront  d'autant  plus 
exacts,  que  B sera  plus  grand  ; en  deçà  néanmoins  de  la  limite 
100>.  Jusque-là,  en  elTet,  le  sinus  de  B augmente  et,  par  suite,  le 
dénominateur  commun  à (2)  et  (3).  Au  delà  de  100s  , le  sinus  dé- 
croissant , la  précision  deviendrait  moindre.  If  en  résulte  que  la 
position  de  B sera  mieux  déterminée  si  l'angle,  dont  ce  point  est 
le  sommet,  est  droit,  en  ne  considérant  toutefois  que  l’influence 
du  dénominateur.  Mais  il  ne  suffit  pas  d’envisager  le  dénomina- 
teur seul,  il  faut  tenir  compte  aussi  des  numérateurs. 

Nous  y voyons  que  da  et  de  ont  d’autant  moins  d'importance, 
que  sin  (B— A)  etsin  (B — C)  sont  plus  petits  et  même  qu’ils  de- 
viennent nuis  lorsque  A = B =.  C,  puisqu'alors 

9in.  (B  — A)  = siu.  (B  — C)  = n 

ce  qui  confirme  ce  que  nous  avons  trouv.é  plus  haut. 

2°  Des  calculs  semblables  donnent',  pour  le  cas  où  « et  ? sont 
négatifs , 

, - <> 

= 777  « *'«•  (A  — B)  (4) 

sin.ïB  ' ' 1 

y v 

“^BaMD  lC~Bi  (5) 

43 
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Ces  valeurs  ne  diffèrent  de  celles  fournies  par  (2)  et  (3)  que  par 
le  signe  des  sinus  qui  figurent  au  dénominateur  dans  la  première 
hypothèse. 

Si  B > A,  rfo>o.  si  B>  e,  de>o. 

Dans  la  seconde,  <ia  ci  de  < o. 

3»  et  4“  Lorsque  a et  p 6ont  de  signes  contraires,  on  arrive  aux 
résultats  suivants  : 


6 

da  — * sin.  (A  4-  B) 

(®) 

de  ==s  ■ . ■ • a.  sin.  (C -4- B) 
sin.»  B 1 ' 

(7) 

Si  l'on  no  considérait  qu'une  seule  do  ces  formules,  dans  les- 
quelles on  peut  remplacer  A + B et  C -p  B par  leurs  suppléments 
C et  A,  ce  qui  les  change  en 


r la 


b 

sin.»B 


a.  sin.C, 


de 


b 

sin.’B 


sin. A 


on  en  conclurait,  ou  que  a est  d’autant  plus  exact  que  c est  plus 
petit,  ou  que  C est  fonction  de  la  même  manière  de  A.  Ainsi  da 
serait  nul  lorsque  c le  serait;  de  deviendrait  égal  à zéro  en  même 
temps  que  A. 

De  telles  suppositions  ne  sont  pas  plus  admissibles  prises  isolé- 
ment que  collectivement;  et  d’ailleurs,  ce  qui  convient  dans  un 
cas,  nuit  dans  l'autre  ; car  A et  C ne  peuvent  diminuer  ensemble 
sans  que  B augmente.  Suivons  ce  raisonnement,  en- ne  poussant 
pas  jusqu’à  l’extrême  limite,  mais  en  nous  arrêtant  au  moment 
où  A-+-C  devient  plus  petit  que  100'.  Alors  les  sinus  des  numéra- 
teurs diminuent  à la  vérité  avec  les  angles  auxquels  ils  appar- 
tiennent, mais  le  dénominateur  décroit  bien  plus  rapidement, 
puisqu’il  est  le  carré  d'une  quantité  plus  petite  que  l'unilc  , le 
sinus  d'un  angle  qui  dépasse  100*. 

Si  l’on  fait,  au  contraire,  B constant,  l’un  des  deux  angles  A et 
C ne  peut  diminuer  sans  que  l’autre  augmente,  et  l'on  n’arrive  à 
plus  de  précision  pour  un  côté,  qu'au  détriment  de  l'autre. 

Il  résulte  de  cette  discussion,  pour  les  troisième  et  qua- 
trième cas,  ceux  où  « et  P sont  de  signes  contraires , que  ce  qu'il 
faut  préférer,  c'est  A=C  et  B = 100',  c’est-à-dire  le  triangle  iso- 
cèle rectangle. 

Au  point  de  vue  théorique,  c'est  le  triangle  équilatéral  qui  est 
le  meilleur  lorsque  les  erreurs  angulaires  sont  de  même  signe  ; 
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c'est  le  triangle  isocèle  rectangle,  quand  ces  erreurs  sont  de  signes 
contraires.  Mais  il  est  impossible,  dans  la  pratique,  de  se  sou- 
mettre h ces  prescriptions  qui  entraîneraient  dans  un  autre  in- 
convénient dont  nous  allons  parler. 

La  base  dont  on  part,  pour  y rattacher  une  chaîne  do  triangles, 
est  toujours  plus  petite  que  la  longueur  moyenne  qu'il  convient 
d’adopter  pour  les  côtés  de  triangles.  Cela  s’explique  par  la  dif- 
ficulté de  trouver  un  terrain  favorable  d'une  étendue  suffisante, 
et  aussi  en  raison  du  temps  considérable  et  de  la  fatigue  extrême 
que  nécessite  la  mesure  d'une  base.  Il  faut  donc  faire  croître  suc- 
cessivement la  longueur  des  côtés,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu 
qu'autant  que  B est  aigu.  Si  l'on  employait  une  succession  de 
triangles  équilatéraux,  les  côtés  resteraient  toujours  de  môme  lon- 
gueur que  la  base  b.  Si  l'angle  B était  droit  a et  c seraient  plus 
petits  que  b.  Les  côtés  qui  s'appuieraient  sur  a et  c seraient , par 
le  môme  motif,  plus  petits  qu’eux,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive- 
rait donc  bientôt  à des  proportions  inadmissibles. 

Reconnaissons  cependant,  par  rapport  aux  triangles  équilaté- 
raux, qu'une  fois  arrivé  à la  dimension  moyenne  des  côtés,  on  a 
un  double  motif  pour  les  employer.  D'une  part,  les  côtés  restent 
dans  tes  dimensions  jugées  convenables,  et  de  l’autre,  comme  de 
tous  les  triangles  ayant  môme  périmètre  l'équilatéral  est  celui 
dont  la  surface  est  la  plus  grande,  il  s'ensuit,  et  c'est  un  avantage, 
qu’on  parvient  h couvrir  le  terrain  avec  un  moins  grand  nombre 
de  triangles. 

370.  Terminons  en  disant  que,  dans  les  grandes  opérations  géo- 
désiques,  telles  que  colles  relatives  à la  nouvelle  carte  de  la 
France,  on  ne  s’est  pas  contenté  do  la  mesuro  d’une  seule  base. 
Dans  ce  cas  [fig.  279),  l’une  étant  la  base  de  départ,  les  autres 
sont  des  bases  de  vérification,  sur  lesquelles  viennent  aboutir  les 
réseaux  do  triangles,  Pour  celles-ci,  il  faut,  par  une  marche  con- 
traire et  pour  le  motif  énoncé  plus  haut , diminuer  successive- 
ment les  côtés  de  triangles.  C’est  alors  qu’il  y a lieu  d’employer 
une  succession  plus  ou  moins  grande  de  triangles  isocèles  rectan- 
gles qui,  au  moyen  d'un  côté  connu,  en  déterminent  deux  plus  pe- 
tits que  lui. 

371.  L’inexactitude  d'un  côté  serait  d'une  conséquence  beau- 
coup plus  grave,  et,  en  effet,  en  admettant  que  les  angles  A et  B 
soient  exacts  et,  si  au  lieu  de  b on  a trouvé  b+db,  on  aura 

(«  + Ai)  sin.B  «=  (A  -f-  db)  sin.A. 


310 

d'où 


(iÊODÉSIE. 


et 


a fin  B-f'f"-  Sin  B = 4 sin.A  -f-  db.  sin.A 


i la  = d.b 


sin.A 

sin.B 


Dans  le  cas  le,  plus  favorable,  celui  où  A = B,  on  aura  da= 
db.  Si  B < A,  alors  da  > db. 

Nous  tirons  de  là  cette  conséquence,  qu’il  ne  faut  pas  prendre 
une  base  b trop  courte  ou  qu'il  ne  faut  pas  faire  croître  trop  ra- 
pidement les  côtés  des  triangles,  puisque  alors  A > B donnerait 
da  > db,  et  qu’ainsi,  les  erreurs  iraient  toujours  croissant. 

372.  Voyons  enfin  ce  qui  arriverait  si  les  angles  et  la  base  con- 
tenaient quelques  erreurs. 

(a  + da)  sm.  (6  -f  (J)  = (B  -|-  db)  siu.  (A  -j-  *) 

;«  da)  (siu.£  p cos. B)  = [b  + db)  (sin  A -J-  * cos.A) 
a sin.B  cos.B-f-  da.  sin.B  — 6.  sin.A  -(-  bx  cos.A  -f-  dé  sin.  A. 
da.  sin. 6“  db  sin.  A-f-  bx  cos.A  — a 3-  cos. B 

a et  P étant  toujours  supposés  égaux , 

da  = db  —4+  -r --  ^ «.  siu.(B— A) 
sm.B~  sin.*B  ' 


Le  premier  terme  du  second  membre  indique  l'erreur  sur  a,  lors- 
que la  base  sculo  n'est  pas  exacte. 

Le  deuxième  exprime  l’erreur  due  à l’inexactitude  des  angles. 
Donc,  quand  les  deux  circonstances  fâcheuses  se  présentent  à la 
fois,  elles  ne  s’aggravent  ni  ne  se  compensent  : elles  ont  collecti- 
vement la  même  influence  que  lorsqu’elles  ne  se  rencontrent  pas 
ensemble. 

373.  L'expérience  a prouvé  que , dans  une  chaîne  établie  sur 
ces  principes,  les  erreurs  au  lieu  de  s’accumuler  se  compensaient 
en  partie  : ainsi,  dans  la  mesure  de  l'arc  du  méridien  qui  s’étend 
de  Dunkerque  à Perpignan,  les  observateurs  avaient  mesuré  deux 
bases , l’une  près  de  Melun , l’autre  vers  Perpignan.  Cette  der- 
nière, conclue  du  calcul  de  tous  les  triangles  intermédiaires,  fut 
trouvée  égale  à la  mesure  directe  à U", 3 près.  Ces  bases  ont  été 
mesurées  au  moyen  de  quatre  règles  en  platine  de  4m  chacune. 
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CHAPITRE  II. 

MESIRE  DES  BASES. 

374.  Nous  avons  vu  que  le  calcul  d’un  réseau  de  triangles  né- 
cessitait la  mesure  d’une  première  base. Cette  mesure,  sur  laquelle 
repose  l'exactitude  de  tout  le  reste  de  l'opération , doit  être  faite 
avec  les  précautions  les  plus  minutieuses.  On  choisit  pour  cela, 
un  terrain  uni,  on  détermine  les  deux  extrémités,  et  l’on  jalonne 
l'alignement.  On  dispose  dans  cette  direction  des  madriers  établis 
sur  chevalets,  dans  toute  la  longueur,  puis  on  applique  dessus 
bout  à bout  des  règles  de  métal  ou  de  bois , ou  encore , comme 
l'ont  pratiqué  des  savants  anglais,  des  tubes  de  verre.  Ces  règles 
ayant  été  disposées  horizontalement  à l'aide  d'un  niveau  , leur 
somme  donne  la  longueur  de  la  base  ; mais,  dans  le  cas  le  plus 
général,  la  température  n'est  pas  constante  pendant  toute  la 
durée  de  l’opération  : les  règles  ne  peuvent  pas  toujours  être 
mises  horizontale»  : la  base  n'est  pas  en  ligne  droite;  enfin  la 
surface  sur  laquelle  on  opère  n'est  pas  au  niveau  de  celle  des 
eaux  moyennes  de  la  mer. 

De  là,  quatre  corrections  distinctes  à opérer  -. 

1°  Correction  due  à la  variation  de  température  ; 

2°  Réduction  de  la  base  à l’horizon  de  l'un  de  scs  termes; 

3“  Réduction  à un  arc  de  grand  cercle  ; 

4°  Réduction  au  niveau  de  la  mer. 

Occupons-nous  d’abord  du  premier  cas,  qui  présente  deux 
circonstances  différentes,  suivant  que  l’on  connaît  ou  non  la 
dilatation  de  la  substance  dont  se  composent  les  règles. 

375.  Dilatation  connue.  Supposons  d’abord  que  l’on  emploie 
une  règle  en  fer  f pour  mesurer  la  base  B Celte  règle,  dont  la 
dilatation  d est  connue  (0,0000122  ou  pour  un  grade  du 
thermomètre  centigrade),  a été  étalonnée  à la  température  de  10«, 
sur  un1  mètre  étalon  en  platine  qui,  à la  température  do  la  glace 
fondante,  représente  le  mètre  légal  égal  à 443,296  lignes.  L'apla- 
tissement de  la  terre  étant  le  quart  du  méridien  a été  trouvé 
de  5,130,740  toises,  et  l'on  a déduit  en  divisant  par  dix  millions, 
la  longueur  indiquée  ci-dessus  pour  le  mètre. 

On  aura  B = K f-,  K représentant  le  nombre  de  fois  que  l’on  a 
dû  porter  la  règle. 
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La  température  n'étant  pas  constante,  désignons  par  t,  t',  f1, 
t"'f  etc. , les  indications  du  thermomètre  h chaque  fois  que  l'on 
a placé  la  règle. 

Il  viendra  B=/r,  + fr  -f  fr.  + eie- 

Le  nombre  des  termes  du  second  membre  est  K. 

La  valeur  cherchée  de  la  base,  est  ainsi  exprimée  en  fonction 
d'autant  d'inconnues  qu'il  y a de  termes,  puisque  la  longueur  de 
la  règle  varie  avec  la  température.  Nous  allons  chercher  à réduire 
toutes  ces  inconnues  à une  seule  ; puis  nous  en  trouverons  la 
valeur  par  un  moyen  subsidiaire. 

Si  nous  désignons  para:,  la  température,  inconnue  pour  le 
moment , à laquelle  la  règle  de  fer  est  égale  à un  mètre , il  s'en- 
suivra que 

f,  “^+<1(1— *)  etc. 
f = f + <1  (('  — x)ete. 

et  quainsi 

B=g  fr+d  (M-t'+U'+ttc.) — K i)j=K  (1  mètre)  +d(t+C+elc.)-KAr. 

Reste  donc  h déterminer  x : or , nous  avons  dit  que  l’étalon  de 
platine  àO  grade  représente  le  mètre;  donc 


A la  température  de  10«,  on  a eu,  en  étalonnant  la  règle  de 
fer , 


Et  si  nous  désignons  par  il'  la  dilatation  du  platine,  qui  est 
0,000008565  ou  rximPour  un  grade,  il  en  résultera 

i'io=Po-H0d^yio  = /-i+d(i0-x) 

d OÙ  10.  rf'eaio.  d — dr  et  X g»  — — --- 

d 

Cette  valeur  de  x une  fois  déterminée,  la  longueur  de  la  base  • 
R est  connue.  Cherchons  l’expression  de  x au  moyen  des  valeurs 
numériques  connues  do  d et  d',  on  a 

10  (0,00001  ïî  — 0,0000086)  0,000036  36 

0,00001  ii  = 0,0000122  “lïl 
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log.  30  =1,55030125 
log.  12,2=  1,0803508 

log.  x = 0,4700527  et  *=2«,951B 

C'est  donc  à la  température  de  2‘,95  que  la  règle  de  fer  est 
égale  au  mètre.  On  peut,  pour  vérification,  voir  si,  en  partant 
de  cette  température  pour  la  règle  de  fer  et  de  zéro  pour  celle  de 
platine,  on  arrive  à deux  longueurs  égales  pour  les  deux  rè- 
gles à 10*. 

De  2*  ,95  à 10*  il  y a 7*05  qui,  multipliés  par  0,0000122,  don- 
nent 0,00008601. 

Ainsi  la  règle  de  fer  à la  température  10*  est  égale  à lm, 00008601 . 
Quant  à la  règle  de  platine  10. d'=0, 00000865x10=0, 0000865 
qui,  ajoutés  au  mètre,  donnent  pour  sa  longueur,  la  mémo  que 
celle  de  la  règle  de  fer. 

Si  l'on  ne  tient  pas  à connaître  la  température  x à laquelle  la 
règle  de  fer  est  précisément  égale  au  mètre,  on  modifie  la  marche 
du  calcul  ainsi  qu’il  suit  : 

B=K /W,  +rf+fr.  + ' *• 
r,-rt 

f,=f,  #+ <1(1- T- 1°>..elr. 

B = K/-io  + d(l-f  ('-(-("-t-  etc.)  — 10  Krf. 

Or  f = P = P +10D  = 1-+10D. 

donc  B = K-+  d (»  + t>  + 1»  + etc.)  + 10  K (D  — d) 

376.  Dilatation  inconnue.  Supposons  la  base  B mesurée  avec 
des  règles  en  bois.  On  donne  le  nom  de  portée  b l'ensemble  des 
règles  que  l’on  emploie  : on  se  sert  ordinairement  do  trois 
ou  quatre  et  l'on  n’observe  la  température  que  pour  chaquo 
portée.  , 

On  aura  ainsi,  p désignant  une  portée 

B = K P = P(  + P(  + P(  + P(  + etc. 

Si  nous  désignons  par  D,  la  variation  do  longueur  de  la  portée 
entière  pour  un  grade,  nous  diminuerons  le  nombre  des  incon- 
nues du  second  membre  en  remarquant  que 

B = K p + D (<  + <>  + ('■  + etc.) 
puisque  P,“P  P,.  = p#=  DC,  etc, 
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pn  ou  la  longueur  île  la  portée  à la  température  de  la  glace  fon- 
dante ne  nous  est  pas  connue  : il  en  est  de  même  de  la  dilatation 
D,  c'est  donc  de  la  recherche  de  ces  deux  quantités  qu'il  nous 

reste  h nous  occuper. 

Pour  cela,  on  plante  deux  bornes  en  terre,  à une  distance  un 
peu  plus  grande  qu'une  portée  : cette  distance  comptée  de  centre 
en  centre  est  invariable. 

On  la  mesure  avec  les  règles  en  bois  qui  composent  la  portée, 
et  l’on  a,  en  la  désignant  par  E, 


f ne  représente  ici  qu’une  petite  portion  de  la  règle  de  fer  que 
nous  savons  maintenant  être  égale  au  mètre  à la  température 
2s95,  si  elle  a été  construite  égale  h l'étalon  de  platine  h fOe. 

Mettons  en  évidence  dans  la  valeur  de  E les  quantités  P et  l) 
que  nous  nous  proposons  de  déterminer,  c'est-à-dire  écrivons  p( 
en  fonction  de  j>o , nous  aurons  p,s=p#- f-  Df;  transformons  de 
même  ft , il  viendra 


r=  f2  M + r2M  [d  (f  - 2 9S)]  = /-a  os  [«  + *(!.-  2-98)) 

et  par  suite  E=  P0  + 1)4  [t-M  (* — 2-98)) 


En  procédant  ainsi,  nous  avons  quatre  inconnues  au  lieu  de 
deux  : les  nouvelles  sont,  E distance  comprise  entre  les  bornes, 
et  d dilatation  du  fer  pour  un  mètre  et  pour  i*;  mais,  comme 
on  n'a  opéré  qu’à  une  sculo  température  t,  on  peut  obtenir  des 
équations  analogues  sous  l'influence  de  températures  t','t  , t"f, 
différentes  de  /,  et  obtenir  ainsi  un  nombre  d'équations  égal  ou 
même  supérieur  à celui  des  inconnues.  Si  nous  supposons  que 
l’on  se  borne  aux  quatre  équations  nécessaires,  on  peut  faire  les 
deux  premières  opérations,  comme  nous  venons  do  l'indiquer  et 
les  dernières  en  mesurant  E avec  la  règle  de  fer  seulement.  Alors, 
en  désignant  par  M le  nombre  composé  d’entiers  et  d'une  frac- 
tion qui  indique  combien  la  règle  est  contenue  de  fois  à une  tem- 
pérature t"',  il  viendra 


f 
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M et  M'  sont  des  nombres  différents  tant  que  t"'  t '»  n ont  pas 
môme  valeur.  * 

On  voit  qu'en  opérant  à 2«.95le  coefficient  de  M devient  égal  à 
l'unité,  etqu’ainsi  la  formule  se  réduit  à E = M205 , ce  que  d'ail- 
leurs ou  sait  à l’avance. 

Ces  deux  équations  servent  h déterminer  E et  d que  l’on  substi- 
tue dans  les  précédentes.  Celles-ci  résolues  par  rapport  à p0  et  I) 
font  connaître  ces  quantités,  et  mènent  ainsi  b la  connaissance 
do  ». 

Il  est  convenable  de  dire  que  la  dilatation  du  bois  étant  peu 
sensible  dans  le  sens  de  la  longueur,  surtout  lorsque,  par  des  pré- 
parations préalables,  on  a cherché  à le  soustraire  aux  influences 
hygrométriques,  on  se  dispense  le  plus  souvent  de  tenir  compte 
de  l’effet  do  la  température. 

377  ^tléduction  de  la  base  à l’un  de  ses  termes.  Soit  MM’M  'M'''M'* 
[fig.  280)  le  profil  du  terrain  sur  lequel  on  a mesuré  la  base,  et  MN 
la  projection  horizontale  cherchée.  Supposons  que  a,  a.',  a",  a.1" 
soient  les  angles  d’inclinaison  des  portions  MM’,  M'M",  M M”', 
M^'M**  sur  l’horizontale  MN.  Désignant  par  MN",  N'N",  etc.,  les 
différentes  projections  partielles,  on  aura  la  base  cherchée  B égale 
à la  somme  de  ces  projections  partielles. 

Le  premier  triangle  rectangle  donne  MN'=MM'.  Cos.  a,  et  si 
I on  retranche  les  deux  membres  de  la  même  quantité  MM1,  on 
aura  MM'— MN'=MM'  (1— cos.  «)=2MM'  sin.s  ;«. 

Le  second  triangle  fournit  également 

M M'  — N'N'  =2M  M",  sin.’i*'. 
d’où  (MM'  + M'M"-f  . . — (MN' + N'N" +.  . .M"'N-»  = 

2(MM'sin  *Ja-|-M'M"sm.«l  a'-f  M"M'"sin.*î  a"-f  M'"M'»  sin.«la"') 

• Dans  le  cas  où  l'inclinaison  du  terrain  est  constante,  la  formule 
se  réduit  à 

MM'»  - MN"«=  2. MM1»  sin.'ia 

Il  est  important  de  bien  faire  sentir  ici  le  double  but  pour 
lequel  on  cherche  la  différence  entre  la  ligne  mesurée  et  sa  pro- 
jection, au  lieu  do  celte  projection  elle-même,  parce  que  plu- 
sieurs fois,  pour  les  mêmes  motifs,  nous  opérerons  plus  tard  de 
semblables  transformations.  Dans  le  choix  du  terrain,  on  s'est 
arrêté  b un  qui  fût,  sinon  entièrement  horizontal,  du  moins  fort 
peu  incliné  : ainsi  a est  toujours  un  angle  très-petit.  Or,  quand 
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les  angles  approchent  de  zéro,  les  cosinus  varient  très-lentement, 
et  leurs  valeurs  sont  représentées  dans  les  tables  par  des  loga- 
rithmes qui  ne  dillèrent  pas  ou  presque  pas  entre  eux  dans  les 
sept  premières  décimales. 

La  substitution  des  sinus  est  alors  très-favorable;  puisque,  dans 
les  mêmes  circonstances,  ils  varient  fort  rapidement,  et  permet- 
tent ainsi  de  tenir  compte,  avec  beaucoup  de  précision,  de  la 
valeur  de  a. 

Le  second  avantage  est , qu'en  calculant  par  logarithmes 
2MM”  si.Ji  a,  qui  est  l'expression  de  la  différence,  on  trouve 
correspondant  au  ldgarithme  de  ce  produit,  un  nombre  qui  con- 
tient la  même  quantité  de  chiffres,  Quelle  que  soit  la  caractéris- 
tique : plus  celle-ci  est  petite,  plus  le  résultat  est  donné  avec  pré- 
cision ; puisque  le  nombre  de  chiffres  décimaux  qu’il  contient  est 
d’autant  plus  grand.  Prenons  un  exemple  numérique  potMmieux 
faire  entendre  ccci  : 

Au  logarithme  4661853  correspond  le  nombre  29254  : si  la  ca- 
ractéristique est  4,  le  nombre  ne  contiendra  pas  de  décimales,  et 
on  pourra  dire  qu’on  le  connaît,  à moins  d’une  unité;  tan- 
dis que,  si  la  caractéristique  est  zéro,  le  nombre  correspon- 
dant ne  contiendra  qu’un  chiffre  entier;  tous  les  autres  expri- 
meront une  fraction  décimale  : il  sera  2,9254,  et  sera  exact  à un 
dix  millième  près. 

378.  Réduction  de  la  base  à un  arc  de  grand  cercle.  Supposons 
que  la  base  mesurée  soit  ABC  {pg.  281),  faisant  un  angle  en  B. 
On  n’a  pas  pu  prendre  de  préférence,  la  droite  AC  pour  base,  ou 
parce  que  A et  C sont  invisibles  l’un  de  l’autre,  ou  parce  qu'il  y 
a*  un  obstacle  entre  deux,  ou  enfin,  parce  qu’une  droite  DE  peu 
éloignée  satisfait  mieux  à la  condition  que  de  ses  extrémités,  on 
puisse  voir  tous  les  points  destinés  à être  rattachés  à la  basea:  le 
terrain  de  D en  E peut  être  en  même  temps  plus  difficile  à me-» 
surer  que  ABC  que  l'on  peut  supposer  une  grande  route  ou  le 
bord  d’une  rivière. 

Ayant  les  côtés  AB,  BC  en  mètres,  on  observe  l’angle  ABC,  et 
résolvant  le  triangle,  on  connaît  AC  ainsi  que  les  angles  qui  ont 
leurs  sommets  en  A et  C.  A ces  doux  points  on  trace  AD,  CE  per- 
pendiculairement à AB, .CB;  puis,  par  les  points  D,E,  oft  mène 
deux  lignes  DM,  EF  perpendiculaires  sur  les  prolongements 
de  AC.  On  résout  alors  les  deux  triangles  rectangles  DMA,  ECP 
dans  lesquels  on  connaît  les  hypoténuses  DA,  CE  et  les  angles  : 
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en  effet,  puisque  DAB  et  BCE  sont  droits,  DAM— 100— BAC  et 
PCE=100 — BCA  : d’ailleurs,  les  côtés  DA,  CE  ont  pu  être  me- 
surés immédiatement  sur  le  terrain,  ou  obtenus  par  la  résolution 
des  triangles  ABD,  CBE  : dans  ce  cas,  étant  en  B,  on  aura  dû  ob- 
server les  angles  ABD  et  CBE.  On  trouve  de  même,  au  moyen 
des  triangles  MDA,  PCE,  les  valeurs  de  MA,  DM,  CP  et  PE. 
Cela  posé,  imaginons  parle  point  D la  ligne  DG  parallèle  à AC  -, 
DG  sera  égal  à MP  ou  MA  -f- AC+OP,  comme  parallèles  com- 
prises entre  parallèles  : do  plus,  cette  ligne  formera  l'un  des 
côtés  de  l'angle  droit,  dans  un  triangle  rectangle  DEG  dont  l'hy- 
poténuse DE  est  la  nouvelle  base  cherchée.  Le  second  côté  de 
l'anglo  droit  est  EG=  EP — DM. 


Dès  lors  on  a 


ÜE  = Dg’+  EG  *=  DG*  ) + et  DE  = DG  ! t -f 

DG  (DG 


ËG*'- 


DG  1 +J 


EG  j 


DG 


On  voit  que  le  but  que  l’on  s'est  proposé,  en  mettant  DG  en  fac- 
teur commun,  est  d’avoir,  dans  la  parenthèse,  un  binôme  dont 

/EG\a 

le  second  terme  étant  une  quantité  très  petite  1=1 , on  pouvait, 

après  l’extraction  de  la  racine  carrée  des  deux  membres,  s’en  te- 
nir aux  deux  premiers  termes  du  développement,  parce  que  le 
troisième  terme  contenant  la  quatrième  puissance  d'une  très-petite 
fraction  peut  être  négligé.  Actuellement  que  le  but  de  cette  trans- 
formation est  rempli,  on  simplifie  et  l’on  a 


DE=DG+1  — ou  enfin  DE  - DG  = \ Çî»! 

DG  DG 

On  voit  qu’ici,  comme  dans  le  cas  précédent,  et  pour  le  même 
motif,  celui  d’obtenir  un  résultat  plus  précis,  on  cherche  la  diffé- 
rence des  deux  bases  ABC,  DE,  de  préférence  à la  valeur  immé- 
diate de  cette  dernière. 


379.  Réduction  de  la  base  au  niveau  de  la  mer.  Dans  les  deux 
triangles  mixtilignes  semblables  de  la  figure  28*2,  qui  ont  leur 
sommet  commua  au  centre  de  la  terre , on  a la  proportion 
B : 6 ::  R -t-  A ; R.  R est  le  rayon  de  la  terre  au  niveau  do  la 
mer;  k la  hauteur  de  la  base  mesurée  B au-dessus  de  ce  niveau, 
et  b la  base  réduite. 
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De  la  proportion  ci-dessus  on  tire  b 

R et  K -f  h étant  des  nombres  différant  très  peu  l’un  de  l’auh-e, 
les  tables  de  logarithmes  ne  donneraient  pas  assez  de  précision, 
bornées  qu’elles  sont  généralement  aux  sept  premières  décimales, 
qui  pourraient  fort  bien  être  identiques  pour  R et  R -+-  h.  Afin 
d’éviter  cet  inconvénient,  nous  chercherons  B— 6.  La  même  pro- 
portion nous  donne 

bh 

B — blby.h:  R et  B — A = — 

H 


Substituant  la  valeur  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  pour  b , 
il  vient 


On  peut  encore,  si  l'on  veut,  réduire  cette  expression  en  série  : 
pour  cela,  on  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  R, 
puis  on  trouve  successivement 


Nous  verrons  plus  tard,  en  parlant  du  nivellement,  comment 
on  obtient  h. 


380.  Pour  faire  voir  avec  quel  degré  de  précisioti  on  mesure 
les  bases  et  l'on  observe  les  éléments  des  triangles , nous  allons 
citer  ici  quelques  résultats  des  opérations  de  la  nouvelle  carte  de 
France. 

Eu  1804,  on  a mesuré  la  base  d'Ensisheim,  près  Colmar,  avec 
trois  des  quatre  règles  de  platine  qui  avaient  été  construites  pour 
les  opérations  de  la  mesure  de  la  méridienne,  et  dont  la  qua- 
trième depuis  lors  reste  constamment  déposée  au  Bureau  des  lon- 
gitudes. On  la  trouva  égale  h 19044"',  39.  Elle  devait  servir  de 
départ  pour  la  carte  de  la  Suisse.  En  partant  de  cette  base,  on  est 


parvenu,  par  une  suite  de  triangles , 

Au  cêté  Strasbourg.  — Signal  du  Donon.  . = 43931“, 62 
Le  mémo  eélé,  en  partant  de  la  base  do  Me- 
lun, a été  trouvé 43930“ ,91 

Différence.  = 0m,7t 
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Celle  de  Plouescat , sur  les  bords  de  la  mer,  non  loin  du  Cap 
Finistère , mesurée  avec  les  mêmes  règles , est  de  10526m,91 , et 
calculée  par  une  chaîne  de  33  triangles  qui  la  rattachent  h la  base 
de  Melun,  elle  a été  trouvée  identiquement  la  même. 

La  base  de  Gourbera  près  Dax  (Landes)  mesurée  avec  les  règles 


de  platine  est.  12220", 031 

Calculée  au  moyen  des  triangles  qui  la  lient  à 
celle  de  Perpignan,  on  a trouvé 12220" ,709 

Différence.  0“,738 


On  a reconnu,  dans  cette  dernière  opération,  que  l’Océan  et  la  . 
Méditerranée  sont  de  niveau. 

381.  Nous  renvoyons  ceux  de  nos  lecteurs  qui  veulent  con- 
naître, dans  leurs  plus  grands  détails,  les  opérations  minutieuses 
et  les  instruments  de  précision  qu'ont  employés  Delambre  et 
Méchain,  lors  de  la  mesure  d'un  arc  de  méridien,  à la  description 
qu'en  a donnée  Puissant  dans  son  Traité  de  Géodésie  : il  faudrait 
la  copier  textuellement  ou  la  rendre  incomplète  en  l'abrégeant. 
Nous  nous  bornerons  donc  à dire  quelques  mots  de  l'appareil  de 
règles  que  possède  l’Ecole  d'application  d’état-major,  et  qui  pré- 
sente une  exactitude  suffisante  pour  l’exécution  des  opérations 
relatives  à la  carte  d’un  pays  occupé  ou  conquis. 

Cet  appareil  est  composé  de  deux  règles  de  4"  chacune.  Les  fi* 
gures  283  et  284  représentent  une  de  ces  règles  en  projections 
verticale  et  horizontale.  Elles  sont  en  sapin  imprégné  d’huile 
bouillante,  puis  verni.  Elles  portent,  à leurs  extrémités,  des  talons 
en  cuivre,  et  à l'une  d’elles  une  languette  A,  qui  a la  faculté  de 
glisser  dans  une  rainure  à queue  d'aronde,  pratiquée  dans  l'épais- 
seur de  la  règle,  et  qui  se  meut  à l’aide  d’un  pignon  engrenant 
dans  une  crémaillère  intérieure.  Cette  languette  est  divisée  en 
millimètres.  On  y a mémo  adapté  un  vernier,  afin  do  pouvoir 
opérer  avec  plus  de  précision.  Le  talon  en  B est  terminé  par  une 
surface  arrondie  à laquelle  vient  s’appuyer  langentiellement  la 
languette  de  la  règle  qui  suit.  La  longueur  de  4"  est  comprise 
entre  les  points  A et  B : ainsi  les  languettes  se  comptent  en  plus. 
Chaque  règle  est  soutenue  par  deux  jambes  ou  montants  J et  J 
qui  lui  sont  perpendiculaires  ; chacune  d'elles  pénètre  dans  une 
ouverture  rectangulaire  pratiquée  dans  la  tablette  supérieure  d’un 
trépied.  Cette  ouverture  est  plus  grande  que  n'est  large  le  support  ; 
mais  celui-ci,  lorsqu’il  en  est  temps,  est  maintenu  par  deux  vis 
butantes  dont  les  écroux  sont  noyés  dans  la  tablette. 
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Vers  la  partie  inférieure  du  trépied,  est  placée  une  autre  plan- 
che qui  relie  les  trois  jambes,  et  sur  laquelle  repose  et  pivote  au 
besoin  l'extrémité  O du  support  J.  Enfin,  les  jambes  du  trépied 
sont  terminées  par  des  vis  dont  les  larges  têtes,  tournées  en 
contre-bas,  appuient  sur  le  sol.  Ces  vis  sont  destinées  à remédier 
aux  inégalités  du  terrain. 

La  règle  et  ses  deux  jambes  sont  unies  par  des  doubles  man- 
chons Mm,  M'm1,  dans  lesquels  elles  peuvent  glisser  indépendam- 
ment l’une  de  l’autre.  Des  vis  VV',  TT',  pressant  sur  des  ressorts, 
fixent  le  tout  ensemble  , lorsque  l’appareil  est  convenablement 
placé.  Chaque  règle  est  établie  horizontalement  au  moyen  du  ni- 
veau SS'  qui  lui  est  adapté.  On  dispose  enfin  les  règles  dans  une 
direction  déterminée  & l’aide  d’une  alidade  et  do  jalons  : puis  on 
tend  une  corde  d’un  jalon  h l’autre,  pour  disposer  les  jambes  J,  J' 
dans  un  même  plan  vertical.  C’est  alors  que  les  deux  vis  butantes 
sont  approchées  peu  à peu  du  montant  J,  qui  était  resté  libre 
jusqu’à  ce  moment  pour  ne  pas  contrarier  les  mouvements  im- 
primés à la  règle,  tandis  qu’on  la  rendait  horizontale.  Toutes  les 
vis  étant  bien  serrées,  l’appareil  est  stable.  On  fait  sortir  la  lan- 
guette de  la  règle  précédente  pour  apprécier  le  petit  intervalle 
que  l’on  avait  conservé  à dessein,  afin  d’éviter  toute  chance  de 
recul. 

382.  Appareil  nouveau  pour  la  mesure  des  bases  géodésiques,  par 
M.  Porro , officier  supérieur  du  génie  sarde. 

Cet  appareil  nous  a paru  digne  d’être  décrit  avec  détails,  en 
raison  de  sa  simplicité  et  de  l’extrême  précision  qu’il  donne. 

Voici  en  quoi  il  consiste  : 

1°  Une  seule  verge  de  sapin,  huilée  et  vernie,  de  O1" ,01  de  dia- 
mètre et  de  3™, 07  de  longueur  est  enfermée  dans  un  tube  en  cui- 
vre mince  dont  elle  occupe  l’axe  et  maintenue  par  des  diaphrag- 
mes concentriques.  Ce  tube,  qui  ne  s’appuie  sur  les  supports  que 
par  ses  extrémités  garnies  de  pattes  de  cuivre,  a reçu  une  contre - 
courbure  telle,  que  son  axe  est  parfaitement  rectiligne  lorsque, 
supporté  par  ses  extrémités  seulement,  il  est  soumis  aux  effets  de 
la  pesanteur. 

Un  niveau  à bulle  d’air  assez  long  et  d'une  courbure  pronon- 
cée et  exécutée  avec  le  plus  grand  soin  , est  placé  sur  le  milieu 
du  tube.  Il  est  gradué  de  manière  que,  si  p indique  la  distance 
zénithale  dç  l’une  des  oxlrémités  de  la  verge  observée  de  l’autre 
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extrémité  et  « et  P les  lectures  faites  aux  deux  bouts  de  la  bulle, 
on  a 

?=*  + /9 

On  vérifie  l'exactitude  de  cette  indication , en  aetournant  l’appa- 
reil sur  ses  appuis  et,  s’il  y a quelque  correction  b faire,  on  l’ob- 
tient au  moyen  do  vis  destinées  b cet  usage. 

Un  petit  niveau  placé  perpendiculairement  b la  direction  de 
l’appareil,  vers  l'extrémité  postérieure,  sous  la  main  de  l’un  des 
opérateurs,  a pour  fonction  d'assurer  la  verticalité  de  la  section 
longitudinale  utile  du  niveau  principal.  On  satisfait  b celte  con- 
dition par  un  mouvement  du  grand  tube  dans  les  collets  qui  In 
fixent  aux  pattes  mentionnées  plus  haut.  • 

Chacun  des  bouts  do  la  verge  do  sapin  est  occupé,  sauf  0",05  do 
marge , par  une  languette  en  alliage  de  nikel  incrustée  dans  le 
bois.  Ces  languettes  ont  O1” ,05  de  longueur  ; elles  sont  divisées  en 
500  parties,  numérotées  b chaque  millimètre , de  zéro  b 50,  du 
dedans  au  dehors.  Dans  le  tube  sont  pratiquées  des  ouvertures  b 
recouvrements  mobiles,  qui  permettent  de  voir  les  divisions.  La 
distance  constante  C entre  les  zéros  des  deux  languettes  a été 
fournie  par  un  étalonnage  fait  avec  beaucoup  do  soin. 

2°  Trois  microscopes  achromatiques,  grossissant  environ  qua- 
rante fois,  sont  montés  ainsi  qu'il  suit  : 

Sur  le  centre  d'une  pièce  b trois  branches(/ty.52,  planche  XXII), 
et  b trois  vis  calantes,  s'élève  une  colonne  métallique  creuse  que 
des  branches  horizontales  et  parallèles  traversent  b deux  hau- 
teurs différentes  et  que  termine  un  niveau  sphérique.  Ces  bran- 
ches portent  en  saillie  d’un  côté,  le  microscope  dont  elles  main- 
tiennent l'axe  dans  une  position  verticale.  Un  pignon  et  une  cré- 
maillère permettent  de  faire  monter  ou  descendre  le  microscope 
pour  le  mettre  b la  distance  la  plus  favorable  de  l’objet  qu’on 
veut  observer.  De  l'autre  côté  de  la  colonne,  les  branches  conve- 
nablement entaillées,  maintiennent  dans  la  position  verticale  un 
objectif  simple  de  3“  de  foyer  et  de  0“,0G  d'ouverture , placé  do 
manière  que  son  plan  optique  prolongé  passe  par  l'axo  du  mi- 
croscope, et  que  son  centre  optique  en  soit  distant  de  0m,125. 

Une  échcllo  en  ivoire,  divisée  en  millimètres,  occupe  un  dia- 
mètre horizontal  de  l’objectif.  Elle  peut  se  retourner  pour  faire 
face  do  tel  côté  que  l’on  veut  et  pour  monter  ou  descendre  d'uno 
certaine  quantité , parallèlement  b elle-même.  Cette  mobilité 
est  nécessaire,  ainsi  qu’on  le  verra  bientôt,  pour  le  cas  où  le 
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lorrain  est  incliné.  On  peut  enfin  la  faire  pivoter  autour  de  l'une 
de  ses  extrémités,  pour  la  déplacer  lorsqu'on  n'a  pas  à s'en  servir. 

L’origine  de  ses  gradations  est  prise  à partir  de  l’axe  optique 
du  microscope,  ^es  trois  objectifs  et  leurs  échelles  constituent 
ce  que  M.  Porro  nomme  l 'appareil  directeur. 

Parfaitement  semblables,  et  numérotés  lj2,  3,  ces  instruments 
sont  maintenus  sur  le  terrain  par  trois  pieds  ordinaires  en  bois. 

Un  niveau  sphérique  supplémentaire,  monté  de  manière  à 
pouvoir  prendre  la  place  du  microscope,  sert  b assurer  la  verti- 
calité de  l'axn  optique.  Il  faut  toujours  opérer  par  inversion. 
Lorsqu'on  a rendu  l'axe  optique  vertical,  on  rectifie  le  niveau 
dg  la  célonne,  do  telle  sorte  qu’il  soit  d’accord  avec  le  niveau 
supplémentaire.  On  remet  alors  l’oculaire  en  place , et  tout  est 
prêt  à fonctionner. 

3"  Après  avoir  jalonné  la  ligne  à mesurer  et  fait  placer  aux  ex- 
trémités des  bornes,  dans  le  centre  desquelles  un  grain  métalli- 
que est  fixé  pour  recevoir  un  trait  finement  gravé,  on  place  le 
microscope  n°  1 sur  l'extrémité  de  la  base  où  l’on  veut  commen- 
cer. On  s'assure  que  l'axe  optique  correspond  parfaitement  avec 
le  trait  gravé,  et  l’on  a bien  soin  que  le  niveau  de  la  colonne 
soit  calé. 

A trois  mètres  environ  de  distance,  et  dans  l'alignement  ap- 
proximatif de  la  base,  on  place  sur  son  pied  et  l’on  cale  le  micros- 
cope n°  2.  On  a soin,  en  plaçant  les  microscopes,  de  faire  en 
sorte  que  la  direction  des  branches  métalliques  qui  portent  toutes 
les  pièces  soit  k peu  près  perpendiculaire  h celle  de  la  basa, 
afin  que  l’axe  optique  des  objectifs  directeurs  soit  approximative- 
ment parallèle  à la  base. 

On  place  de  môme  le  microscope  n°  3 à 3 mètres  du  n°  2.  Ce 
sera  ensuite  le  n°  1,  puis  le  n»  2,  etc.,  qui  viendront  successive- 
ment se  poser  de  3 en  3 mètres  en  avant. 

Lorsque  les  microscopes  n"'  i et  2 sont  placés,  et  tandis  que 
l'un  des  opérateurs  pose  le  n”  3,  deux  autres  personnes  présen- 
tent la  verge  sotls  lcsn01 1 et  2,  lisent  sur  les  languettes  les  quan- 
tités qui  se  trouvent  sous  les  croisées  de  fils  et  les  enregistrent 
ainsi  que  l inclinaison  <P=*-|-P,  fournie  par  le  niveau. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  P la  distance  comprise  entre 
les  axes  optiques  verticaux  des  deux  microscopes  consécutifs,  et 
par  a,  b,  les  lectures  des  languettes 

i*  = T 0 -f-  b)  slll.f  ■ 
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Le  troisième  microscope  se  trouvant  placé  avec  les  mêmes 
précautions  , on  transporte  la  verge  à la  deuxièmo  portée  P 

comprise  entre  les  microscopes  2 et  3,  et  l’on  a de  même 

P.j  = (c  + \ + fra)  sin.  “t2 

4°  Les  quantités  P, , Pj,  Pa,  etc.,  représentent  les  distances 

entre  les  verticales  successivement  déterminées  par  les  axes  op- 
tiques des  microscopes:  mais  ceux-ci  n'ayant  été,  comme  il  a 
été  dit  plus  haut,  qu’approximativement  alignés,  il  sera  néces- 
saire d’évaluer  les  éléments  de  la  correction  à apporter  à ces 
valeurs  pour  avoir  les  portées  réelles  que  l’on  peut  désigner  par 

V V *3»  e*c" 

C’est  à la  détermination  de  cette  correction  que  servent  les 
objcctiXs  et  les  échelles  d’ivoire  dont  il  a été  déjà  question. 

Voici  comment  on  procède  : 

A une  assez  grande  distance,  sur  l’alignement  de  la  base,  pro- 
longée au  besoin,  on  place  un  gros  fil  à plomb.  On  en  place  même 
plusieurs,  si  la  base  a un  développement  considérable;  ils  sont 
maintenus  et  accrochés  au  sommet  de  trois  perches  ou  jalons 
unis  ensemble. 

L’alignement  exact  de  ccs  (ils  à plomb,  ou  les  éléments  de  la 
correction  si  leur  alignement  n’est  qu’approximatif,  s'obtiennent 
par  des  moyens  connus.  Cet  alignement  est  considéré  comme 
parallèle  à la  véritable  ligne  à mesurer,  et  séparé  d’elle  par  une 
distance  deOm,125,  puisque  nous  avons,  plus  haut,  admis  ce  chiffre 
comme  expression  de  l’ccartement  entre  l’axe  optique  d’un  mi- 
croscope et  celui  de  l’objectif  directeur  correspondant. 

Soit  maintenant  (fig.  51, planche XXII)  M ,,  la  po- 

sition de  doux  microscopes  consécutifs  à la  n“*  portée  : 
Soit  Q le  ûl  à plomb  sur  lequel  on  veut  relever  l’élément  de  cor- 
rection de  l’alignement;  un  observateur  O regarde  le  fil  à plomb 
Q avec  une  lunette  à main  , qu'il  tient  do  manière  que  son 
objectif  soit  en  partie  masqué  par  l’ objectif  directeur  du  micros- 
cope voisin  Dans  cette  position,  l’échelle  d'ivoire  du 

microscope  M lui  apparaîtra  dans  le  champ  de  la  lunette,  et  l’i- 
mage du  fil  à plomb  marquera  sur  l'image  de  l’échelle  un  nom- 
bre D de  millimètres. 

Des  principes  d’optique,  il  résulte  : 

1°  Que  D est  indépendant  de  la  position  de  I observateur  et 

45 
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des  pelils  mouvemenls  qu'il  pcul,  malgré  lui-niéme,  imprimer 
à la  lunelte  donl  il  se  6ert  ; 

2U  Que  le  lieu  de  l’échelle  où  celle  quantité  correspond,  est 
exactement  le  point  a d'intersection  entre  l'échelle  du  micros- 
cope M et  la  ligne  qui,  du  centre  optique  o de  l'objectif  direc- 
teur du  microscope  M se  dirige  au  point  Q. 

Si  l'on  mène,  par  l'un  des  microscopes,  une  parallèle  M q ù 
l'alignement  vrai,  cl  si  l'on  abaisse  de  l’autre  M(ii+|)ÿ  perpendi- 
culaire à M <jf,  la  ligne  M(  +1)<1  = f 8era  sensiblement  égale  à I) 
— O”, 125,  et  le  triangle  rectangle  M M(  , t)q,  dans  lequel  on 
connaît  l'hypothénuse,  et  le  petit  côté  de  l'angle  droit,  donnera 
la  longueur  réelle  de  la  portée  réduite  M ç = P . 

Au  lieu  do  chercher  la  portée  réduite,  on  cherche,  pour  plus  de 
précision,  comme  déjà  nous  avons  fait  dans  d'autres  circonstances, 
et  notamment  au  § 377,  la  différence  entre  l'hypothénuse  cl  le 
grand  côté  de  l’angle  droit,  c’est-à-dire  entre  la  portée  mesurée 
et  la  portée  réduite.  ^ 

Désignées  l'unë  par  P,  l'autre  par  »,  on  a donc  P — •*  = 

Si,  par  suite  des  accidents  très-prononcés  du  terrain,  le  fil  à 
plomb  directeur  apparaissait  beaucoup  au-dessus  ou  au-dessous 
de  l'horizon  de  l’observateur,  celui-ci  emploierait,  au  lieu  d’une 
simple  lunette  à main  , une  lunette  plongeante  se  mouvant  «à 
angle  droit  autour  d'un  axe  dont  l'horizontalité  serait  assurée 
par  un  petit  niveau  à bulle  d’air. 

5°  Afin  d’obtenir  plus  de  précision  encore  et,  en  même  temps, 
pour  contrôler  si  la  lecture  n’est  pas  affectée  de  quelque  erreur, 
on  peut  procéder  ainsi  que  nous  allons  dire. 

Après  avoir  lu, sur  les  languettes, les  quantités  telles  que  a, b,  on 
déplace  un  peu  la  verge  dans  le  sens  longitudinal,  et  l’on  fait  la 
lecture  qui  donne  deux  nouveaux  nombres  a'  ,6';  on  procède  plu- 
sieurs fois  de  la  même  manière,  et  l'on  est  assuré  de  l’exactitude 
des  lectures,  si  a+f»=o,-t-ô  — a 1 -4- £>''=,  etc.  Les  sommes  n-\-bt 
a' + 6',  etc.,  différeront  généralement  de  quelques  millièmes  ou 
môme  de  un  ou  deux  centièmes  de  millimètre,  en  raison  de  l’es- 
tiine  surtout  si  les  observateurs  changent  mutuellement  de 
place,  ainsi  qu’il  est  bon  de  le  faire,  après  chaque  observation. 
La  moyenne  ne  pourra,  au  surplus,  qu’approcher  davantage  de 
la  vérité- 
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6°  Pour  déterminer  la  constante  C,  c’est-à-dire  pour  étalon- 
ner la  verge  en  la  comparant  à un  étalon  de  métré,  on  place 
d'abord  arbitrairement  et  on  cale  le  microscope  n°  1,  puis  les 
2«,3'  à la  distance  d'un  mètre  l’un  de  l'autre,  sur  un  meme  ali  - 
gnement  que  l'on  vérifie  par  un  fil  tendu.  On  présente  ensuite 
le  mètre-étalon  lui-méinc  sous  les  microscopes  et  on  évalue  les 
intervalles  qui  les  séparent,  ou  bien  on  les  rend  exactement 
égaux  au  mètre-étalon,  si  on  le  préfère.  On  transporte  en- 
suite le  microscope  n»  2à  une  quatrième  position,  dans  le  même 
alignement  et  à 1”  du  n°  3.  Lorsqu'on  a évalué  ce  troisième  in- 
tervalle, on  présente  la  verge,  qui  a 3"’  environ,  sous  les  micros- 
copes n°*  1 et  2,  qui  occupent  la  première  et  la  quatrième  posi- 
tion. On  lit,  à plusieurs  reprises,  les  quantités  a,  b,  a'  b1,  etc., 
comme  il  a été  dit  précédemment,  pour  obtenir  un  résultat 
moyen,  dont  l'exactitude  a pour  limite  le  nombre  de  répétitions 
qu'il  convient  à l'observateur  de  faire. 

Si  l’étalon  dont  on  dispose  est  métallique,  on  doit  naturelle- 
ment tenir  compte  des  effets  de  dilatation  dus  à la  température. 

7°  L’appareil  se  démonte  en  trois  parties  pour  pouvoir  être 
contenu  dans  une  boite  portative,  et  bien  que  les  joints  de  la 
verge  do  sapin  soient  ajustés  de  telle  sorte  qu'on  peut  les  sépa- 
rer et  les  assembler  sans  craindre  de  variation  dans  la  longueur 
de  la  verge,  on  ne  doit  néanmoins  pas  se  dispenser  de  refaire  l'é- 
talonnage sur  les  lieux  mêmes,  lorsqu’on  veut  opérer  avec  la 
plus  grande  précision.  C’est  pour  ce  motif  qu'on  ajoute  à l'appa- 
reil un  mètre-étalon  en  sapin  de  même  grosseur  et  de  même 
forme  que  la  verge.  Comme  elle,  il  est  garni  de  languettes.  Inu- 
tile d’ajouter  qu'il  a été  lui-même  construit  sur  un  étalon  mé- 
tallique légal.  Ce  mètre  en  sapin  sert  aussi  comme  auxiliaire 
pour  mesurer  des  parties  do  la  base  moindres  que  la  portée. 

8°  Les  pieds  ou  supports,  au  nombre  de  quatre,  destinés  à 
porter  les  microscopes,  sont  d’une  construction  qui  leur  donne  à 
la  fois  de  la  légèreté  et  de  la  stabilité  : ils  se  prêtent,  par  leur 
simplicité,  à une  manœuvre  prompte  et  aisée.  Un  seul  écrou 
suffit  pour  arrêter  tous  les  mouvements.  La  planchette  qui 
les  termine  peut  être  disposée  horizontalement,  do  manière 
que  l'opérateur,  après  y avoir  placé  le  microscope,  n’a  presque 
plus  rien  à faire  avec  les  vis  à caler  de  ce  dernier.  Au  point  où 
correspond  l'axe  optique  du  microscope,  la  planchette  est  percée 
d'un  trou  garni  d’un  anneau  mèlalliquu  dont  on  va  voir  l'utilité. 

9"  Il  arrive  assez  souvent  que  le  point  de  départ  est  marqué 
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sur  la  borne  ou  sur  la  lête  d’un  piquet  enfoncé  jusqu’à  fleur  du 
sol.  Il  faut  donc  placer  l’axe  optique  du  premier  microscope  dans 
la  verticale  de  ce  point. 

On  se  sert  pour  cela  d’un  petit  instrument  accessoire,  composé 
d’une  tige  en  cuivre,  creuse,  d’une  longueur  variable  et  surmon- 
tée d’un  niveau  disposé  do  manière  à assurer  la  verticalité  de 
cette  tige.  Celle-ci  se  termine  , à sa  partie  inférieure,  par  une 
pointe  d’acier  très-fine  qui  entre  dans  un  trou  très-petit  aussi, 
pratiqué  dans  la  této  de  la  goupille  métallique  qui  masque  l'ex- 
trémité de  la  base.  Cet  instrument  est  surmonté  d’une  échelle 
horizontale  en  argent,  divisée  comme  les  languettes  de  la  verge 
de  sapin,  et  disposée  de  telle  sorte  que,  passant  au  foyer  du  mi- 
croscope, on  peut  aisément  apprécier  l’intervalle  compris  entre 
la  verticale  do  l’extrémité  de  la  base  et  l’axe  optique  du  mi- 
croscope. 

Deux  lectures  faites  sur  cette  échelle,  la  première  avec  le  zéro 
à droito,  la  seconde  avec  le  zéro  à gauche,  donneront  deux 

quantités  a et  P,  telles  que  a~—  , sera  l’expression  de  l'inter- 
valle. 

Lorsqu’on  arrive  à l'extrémité  d’une  base  ou  quand  il  faut, 
suspendre  l’opération  le  soir,  pour  la  reprendre  le  lendemain,  on 
plante  un  piquet  affleurant  le  sol,  et  l’on  marquo  sur  la  goupille 
l’indice  qui  doit  servir,  à la  séance  suivante,  pour  continuer  la 
mesure. 

Chaque  support  est  garni  d'un  fil  à plomb  adapté  au  centre  de 
la  planchette.  On  conçoit  facilement  quel  est  son  utilité,  lors- 
que l’on  cesse  ou  qu’on  reprend  le  cours  des  opérations. 

10°  En  faisant  usage  de  quatre  supports  au  lieu  de  trois,  ou 
charge  un  aide  de  placer,  toujours  par  avance,  le  pied  vacant  à 
la  distanco  do  3 mètres  du  dernier  microscope.  On  trouve  pour 
cela,  dans  la  boite  de  l’instrument,  une  autre  verge  de  sapin,  qui 
a 3™  et  qui  se  démonte  comme  l'autre. 

Un  autre  moyen,  plus  commode  dans  la  plupart  des  cas,  con- 
siste dans  l’emploi  d’un  niveau  sphérique,  d’une  petite  lunette  de 
sextant  et  de  deux  prismes,  le  tout  contenu  dans  une  petite 
boite. 

Lo  niveau  est  disposé  de  manière  à indiquer  au  poseur  si  celte 
boite,  placée  sur  le  support,  est  horizontale,  ou  dans  quel  sens  il 
faut  faire  varier  sa  position,  si  clic  ne  l’est  pas. 

Les  fils  à plomb  adaptés  à chaque  pied,  ont  exactement 
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de  longueur  : ils  sont  terminés  par  des  sphères  de  cuivre  ; la  lu- 
nette et  les  deux  prismes,  disposés  dans  la  boite  de  telle  sorte 
qu’ils  produisent  un  effet  do  double  image  semblable  à celui  de 
tous  les  instruments  à réflexion,  mesurent  un  angle  invariable 
dont  la  tangente  est 


L’instrument,  placé  sur  le  piud  à régler,  étant  dirigé  vers  le 
pied  précédent,  l'opérateur  verra  l’image  de  la  sphère  du  fil  à 
plomb  do  ce  dernier  se  balancer  sur  sa  planchette,  à laquelle  elle 
semblera  tangente,  et  même  paraîtra  posée  dessus  si  la  distance 
est  précisément  de  3m/.  Cette  coïncidence  n'aura  pas  lieu  si  la 
distance  est  un  peu  plus  ou  un  peu  moins  grande.  Le  poseur  devra 
rapprocher  ou  éloigner  le  pied,  jusqu’à  ce  qu'il  obtienne  la  coïn- 
cidence apparente  avec  une  approximation  suffisante- Ce  moyen, 
nous  le  répétons,  est  préférable  et  plus  prompt  que  l’emploi  do 
la  perche  auxiliaire. 

Nous  terminerons  cette  description,  dont  les  détails  minutieux 
pourraient  un  jour  être  très-utiles  à quelques-uns  de  nos  lecteurs 
obligés  de  mesurer  une  base  avec  soin,  en  faisant  remarquer  que 
la  perche  pouvant  s’incliner  jusqu’à  6‘  par  rapport  à l’horizon, 
sans  que  l’exactitude  soit  compromise  en  rien,  on  rencontrera 
bien  plus  facilement  un  terrain  favorable  d’ailleurs  à la  mesure 
d’une  base. 


CHAPITRE  III. 

MESURE  DBS  ANGLES.  — INSTRUMENTS. 

Après  avoir  indiqué  les  moyens  de  mesurer  une  base,  nous 
devons  parler  de  la  mesure  des  angles  et  décrire  d’abord  les  in- 
struments qui  servent  à cet  usage. 

383.  Cercle  répétiteur.  Il  est  fondé  sur  le  principe  suivant  : 
si  l’on  porte  successivement  n fois  la  longueur  d’un  arc  sur  une 
circonférence  graduée  de  même  rayon,  et  à partir  d'un  point  fixe, 
jusqu’à  ce  que  sa  seconde  extrémité  tombe  exactement  sur  une 
des  lignes  de  division  , ou  du  moins  à une  quantité  près  inappré- 
ciable, la  longueur  de  cet  arc  en  grades  sera  égale  à l’arc  total 
parcouru,  divisé  par  n. 

Si,  parcxemple,  la  circonférence  graduée,  contenant  4, OOQpar- 
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lies,  l'arc  dont  nous  avons  parlé,  après  avoir  été  porté  9 fois,  a 
son  extrémité  sur  la  167' division , au  delà  d une  circonférence 
entière,  on  aura  arc  = --~-=zk 63  parties=i6‘,30'.  Il  est  clair 
alors  que  l'erreur  qui  a pu  être  commise  sur  l'ensemble  des  lon- 
gueurs portées  à la  suite  les  unes  des  autres,  devra  être  divisée 
par  9 pour  indiquer  l’erreur  dont  est  affecté  l’arc  dont  on  voulait 
connaître  l’amplitude.  Rien  n'empêche  d'atténuer  encore  celle 
erreur,  en  multipliant  davantage  les  opérations. 

38i.  Le  cercle  répétiteur,  comme  nous  allons  le  voir,  donne 
successivement  le  double,  le  quadruple,  etc.,  de  Tare  cherché  , 
et  si  l'on  suppose  que  l'on  ait  répété  les  observations  jusqu'à  la  20' 
on  aura,  en  divisant  l'arc  total  par  20,  et  d’après  le  principe 
précédent,  l'arc  simple,  à ~ près  de  l’erreur  totale. 

Pour  bien  concevoir  la  marche  do  l'opération,  nous  allons  sup- 
poser l'instrument  réduit  à des  lignes  mathématiques;  persuadé 
que,  lorsque  l'on  aura  bien  compris  son  principe  et  ses  proprié- 
tés, l'inspection  d'un  cercle  suffira  pour  en  faire  deviner  le  mé- 
canisme qui,  d'ailleurs  varie  d'un  instrument  à un  autre. 

Concevons  un  cercle  gradué  et  deux  lunettes  pivotant  autour 
de  sou  centre,  l’une  se  mouvant  sur  le  plan  supérieur  du  limbe  , 
l'autre  sur  la  face  inférieure. 

385.  Soient  D et  G les  deux  objets  entre  lesquels  est  compris 
l'angle  que  l'on  veut  mesurer.  Fixons  la  lunette  supérieure  OA 
( fig . 285)  à zéro  : amenons-la,  en  faisant  tourner  tout  l’instru- 
ment sur  l'objet  de  droite  D,  si  les  divisions  vont  de  gauche  A 
droite  : ce  serait  sur  l’objet  de  gauche  que  l'on  dirigerait  cette 
lunette,  si  le  limbe  était  divisé  dans  le  sens  inverse.  Portons  la 
lunette  inférieure  CV'B  sur  l'objet  de  gauche , au  moyen  d’un 
mouvement  qui  lui  est  propre  : l'angle  compris  entre  les  deux 
lunettes  est  l’angle  cherché;  mais  on  ne  peut  le  lire,  puisque 
relativement  au  limbe,  c’est  la  lunette  inférieure  qui  a bougé, 
tandis  que  le  zéro  marqué  près  de  l’oculaire  de  la  lunette  supé- 
rieure est  encore,  comme  au  commencement  de  l’opération,  sur 
celui  du  limbe.  Actuellement,  faisons  tourner  tout  le  système  jus- 
qu’à ce  que  D soit  sur  l'axe  optique  de  la  lunette  inférieure  : 
l'autre,  toujours  attachée  au  limbe,  viendra  en  A'O',  et  l'angle 
ACA'  sera  égal  à ACB.  Détachons-!»  pour  la  diriger  sur  G , son 
index  parcourra  l'arc 0'00''  double  de  l’angle  cherché.  Le  chiffre 
indiquant  la  division  qui  est  en  O1',  divisé  par  2,  sera  donc  l’ex- 
pression de  l'angle  formé  par  les  deux  objets  D et  G : ainsi , le 
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double  do  l'angle  s'obtient  au  moyen  de  deux  observations  con- 
juguées. 

Si  l’on  recommence  une  nouvelle  couple  d’observations  en  ra- 
menant la  lunette  supérieure,  son  index  restant  en  O",  sur  l'ob- 
jet D,  on  arrivera  au  quadruple  de  l'angle,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  facilement  obtenir  la  série  1,2, 3,  etc.,  des  angles  : 
car,  si  après  avoir  dirigé  la  lunette  supérieure  marquant  zéro 
sur  I),  on  y amène  aussi  la  lunette  inférieure  qui , dans  ce  cas, 
sert  de  repère,  et  si  l’on  rend  cette  dernière  fixo  par  rapport  au 
limbe,  on  aura  l’angle  simple , en  rendant  libre  la  lunette  supé- 
rieure , et  la  faisant  tourner  jusqu’à  ce  qu’elle  soit  dans  la  direc- 
tion de  G.  En  continuant  à opérer  ainsi , on  aura  l’angle  simple^ 
double,  triple,  etc.  Cette  méthode , beaucoup  plus  longue,  n’est 
guère  employée. 

386.  Le  cercle  répétiteur  sert  encore  à prendre  les  distances 
zénithales  des  objets,  c’est-à-dire  l’angle  ZAB  ou  ZAC  ( fig . 287) , 
AZ  étant  la  verticale  du  lieu  de  l’observation. 

Soit  O l'objet  observé  : plaçons  le  limbe  vertical  au  moyen 
d'un  fil  à plomb;  pointons  la  lunette  supérieure  sur  O,  après 
l’avoir  fixée  au  limbe  sur  zéro  -,  mettons  la  lunette  inférieure  NN( 
(/ïj.  286)  horizontale,  au  moyen  d’un  niveau  qui  fait  corps  avec 
elle;  retournons  tout  l’instrument  par  un  mouvement  de  200* 
autour  de  la  colonne  verticale  : la  lunette  supérieure  viendra 
en  II1,  son  zéro  en  O',  et  sa  position  nouvelle  sera  symétrique 
par  rapport  au  niveau  NN',  qui  n'aura  pas  dû  cesser  d’être  hori- 
zontal. 

S'il  s’était  décalé  dans  le  retournement,  ce  qui  a presque  tou- 
jours lieu , plus  ou  moins,  parce  que  la  colonne  n’est  pas  parfai- 
ment  verticale , on  le  remettrait  au  moyen  du  mouvement  géné- 
ral du  limbe.  L’angle  l'CN  sera  donc  égal  à L'CNC  Si  maintenant 
on  détache  la  lunette  supérieure,  de  manière  à ramener  l’oculaire 
de  l en  L sa  position  première,  l’objectif  parcourra  l’arc  f'QL' 
double  de  la  distance  zénithale,  et  l’index,  parcourant  un  arc 
égal,  indiquera  le  double  de  l’angle  cherché. 

Ce  résultat  s’obtient  donc  aussi  par  deux  observations  conju- 
guées; et  en  continuant  do  la  même  manière , on  a successive- 
ment le  quadruple,  le  sextuple,  etc.,  de  la  distance  zénithale. 

Il  pourrait  so  faire  que  les  localités  ne  permissent  pas  de  re- 
tourner l’instrument  pour  la  seconde  observation  conjuguée  : on 
prendrait alorsl’ungloOCN',  complément  delà  distance  zénithale 
d’où  I on  conclurait  immédiatement  cette  dernière. 
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On  rend  les  deux  lunettes  parallèles  en  les  dirigeant  toutes 
deux  sur  un  objet  très-éloigné , puis  on  les  établit  horizontales, 
au  moyen  du  niveau  qui  appartient  à l’une  d’elles,  la  lunette 
supérieure  étant  toujours  à zéro.  Alors  on  dirige  celle-ci  sur  le 
point  O , et  l'on  a l'angle  simple,  etc. 

387.  Il  est  indispensable  de  connaître  les  vérifications  aux- 
quelles doit  être  soumis  l’instrument , et  les  rectifications  que 
l’on  peut  y apporter  : un  cercle  de  Om,43  (16  pouces)  de  diamètre 
suffit  pour  les  operations  les  plus  délicates  de  la  géodésie  ; on  se 
contente  môme , en  maintes  circonstances , d’un  cercle  de  0“,27 
(10  pouces).  Le  limbe  est  divisé  en  4,000  parties  ou  décigrades; 
chaque  division  représente  ainsi  10'  centésimales.  On  adapte  à 
l'index  de  la  lunette  supérieure  un  vernier  divisé  en  50  parties, 
embrassant  le  môme  espace  que  49  divisions  du  limbe  : la  diffé- 
rence entre  les  plus  petites  parties  du  limbe  et  celles  du  vernier, 
est  donc  un  50e  de  10'  ou  20",  c’est-à-dire  la  200000e  partie  du 
cercle. 

Les  lunettes  sont  du  genre  de  celles  que  l’on  nomme  astrono- 
miques : à leurs  foyers  sont  placés  les  réticules.  Ce  sont  des 
anneaux  de  métal  dont  deux  diamètres  rectangulaires  sont  re- 
présentés par  des  fils  extrêmement  déliés. 

Le  réticule  a la  faculté  do  se  mouvoir  dans  le  sens  de  l’axe  de 
la  lunette,  pour  pouvoir  être  placé  exactement  au  foyer;  et  dans 
son  plan,  autour  de  ce  môme  axe , soit  pour  établir  les  deux  fils 
horizontal  et  vertical,  soit  pour  les  incliner  tous%  deux  de  50*. 
l’un  à gauche  et  l’autre  à droite  de  la  verticale.  Le  niveau  adapté 
invariablement  à la  lunette  inférieure  est  un  tube  de  cuivre 
découvrant  en  partie  un  autre  tube  do  verre  rempli  presque 
entièrement  d’alcool  et  fermé  hermétiquement.  La  bulle  d’air 
qu’il  contient,  et  qui  varie  de  longueur  en  raison  des  différences 
de  température , se  déplace  pour  marcher  dans  le  sens  de  la  lon- 
gueur du  tube,  suivant  que  l’on  modifie  son  inclinaison. On  trace, 
sur  la  partie  supérieure  et  apparente  du  tube  de  verre , des  divi- 
sions qui  peuvent  être  d'un  écartement  quelconque;  mais  égale- 
ment espacées  à partir  de  son  milieu  à droite  et  à gauche.  On 
dit  que  le  niveau  est  calé , lorsque  les  deux  extrémités  de  la  bulle 
correspondent  à deux  divisions  symétriques.  On  comprend  que 
le  tube  n’est  pas  tout  à fait  cylindrique,  mais  légèrement  enflé 
vers  son  milieu  ; s’il  en  était  autrement,  lo  niveau  étant  par- 
faitement horizontal,  la  bulle  devrait  s’allonger  sur  toute  la  lon- 
gueur, et  suivant  une  génératrice  du  cylindre. 
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Lorsqu'au  contraire,  la  paroi  intérieure  présente  la  courbure 
d'un  arc  de  très-grand  rayon,  le  niveau  étant  horizontal, ses  deufc 
extrémités  sont  au-dessous  du  milieu  d’une  quantité  égale,  et  c'est 
en  ce  point  que  vient  nécessairement  se  placer  la  petite  bulle 
d’air  contenu , en  raison  de  sa  pesanteur  moindre  que  celle  du 
liquide. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  qu’il  faut  : 1°  que  les  axes  op- 
tiques des  lunettes,  déterminés  par  les  centres  de  réfraction  des 
lentilles  et  la  croisée  des  ûls  du  réticule,  soient  parallèles  au  plan 
du  limbe.  Pour  voir  si  cette  condition  est  remplie,  on  se  sert  d’une 
lunette  d'épreuve  comme  il  a été  dit  pour  le  sextant  n°  155. 

2”  Il  faut  mettre  les  axes  des  lunettes  et  conséquemment  le 
limbe  dans  le  plan  des  objets.  Pour  cela,  on  dirige  l'une  d’elles 
sur  l’un  d’eux  ; puis  la  seconde  sur  l'autre  : mais,  pour  ne  pas  pro- 
céder par  tâtonnements,  voici  comment  on  s’y  prend,  et  d’abord 
en  quelques  mots,  et  pour  pouvoir  nous  faire  comprendre,  di- 
sons quels  sont  les  différentes  pièces  et  les  divers  mouvements 
du  cercle. 

Sur  le  cercle  gradué  est  placée  une  lunette  qui  y adhère  au 
moyen  d’une  pince  et  d’une  vis  de  rappel  : cette  dernière  pro- 
duit des  mouvements  aussi  insensibles  que  possible,  quand  la 
pince  est  serrée  : lorsqu’elle  est  libre,  on  peut  donner  telle  im- 
pulsion aussi  grande  qu’on  le  veut,  avec  la  main  seulement.  Au- 
dessous  du  limbe  est  disposée  excentriquement  la  seconde  lunette 
qui  se  meut  également  h l'aide  d’une  pince  et  d’une  vis  do  rap- 
pel. Sous  lo  limbe  so  trouve  un  axe  perpendiculaire  à son  plan, 
et  qui  passe  dans  un  cylindre  creux  au-dessous  duquel  est  un 
rendement  PQ  ( fig . 287),  nommé  tambour . garni  d’une  pince  : 
il  sert  à rendre  indépendants  ou  h fixer  l’un  à l'autre  l’axe  et  le 
cylindre  creux.  Celui-ci  fait  corps  avec  un  axe  de  rotation  AB  qui 
lui  est  perpendiculaire.  AB  repose  et  pivote  sur  deux  supports 
réunis  par  leurs  parties  inférieures,  au  moyen  d’une  semelle  qui 
ne  forme  qu’un  seule  pièce  avec  eux.  Cette  partie  de  l’instru- 
ment se  nomme  la  fourche,  et  est  maintenue  par  deux  vis  M et 
N sur  une  traverse  formant  T sur  la  colonne  qui  est  destinée  à 
supporter  le  tout.  La  colonne  est  creuse  et  descend  jusqu’à  un 
cercle  horizontal  F et  F',  dit  cercle  azimutal,  qui  est  fixé  à un 
pied  à trois  branches.  Celles-ci  sont  traversées  par  trois  vis  V, 
V',  V",  qui  servent  à rendre  la  colonne  verticale  ou  à modifier 
son  inclinaison  : ces  vis,  à larges  têtes  plates  en  cuivre,  sont  en 
acier  et  terminées  par  des  cènes  aigus  qui,  en  pénétrant  dans  de 
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petits  cônes  creux  pratiqués  dans  des  pièces  dites  gouttes  de  suif , 
évitent  que  l’instrument  so  déplace  pendant  la  durée  des  obser- 
vations, parce  que  les  gouttes  de  suif  sont  garnies  en  dessous  de 
petites  pointes  aiguës,  en  acier  trempé,  qui  entrent  dans  les  pores 
ou  inégalités  de  la  table  ou  du  massif  sur  lequel  est  placé  l'in- 
strument. Un  axe  vertical  en  fer,  adhérent  au  cercle  azimulal, 
pénètre  dans  le  vide  de  la  colonne  qui  est  terminée  dans  le  bas 
par  une  branche  horizontale  à l’extrémité  de  laquelle  est  établie 
une  pince.  Quand  cette  pince  est  serrée,  la  colonne  et  tout  ce 
qu’elle  supp'orto  fait  corps  avec  le  trépied  ; quand  elle  est  des- 
serrée, le  pied  ne  varie  pas,  mais  la  colonno  et  la  partie  supé- 
rieure de  l’instrument  peuvent  pivoter’ autour  de  l’axe  qui  rem- 
plit lo  creux  do  la  colonno.  Il  reste,  pour  compléter  cette  de- 
scription succincte,  à dire  qu’à  l’axe  de  rotation  AB  est  adapté  un 
quart  de  cercle  KL,  qui  longe  l’un  des  supports  de  la  fourche,  et 
conserve  la  position  qu’on  lui  donne  par  l’effet  d’une  vis  déprés- 
sion II  ; que,  sur  l’axe  perpendiculaire  placé  sous  le  limbe,  est 
posé  un’petit  niveau  dont  le  but  est  de  rendro  cet  axe  horizontal, 
et  par  conséquent  le  limbe  vertical,  quand  il  s’agit  d’observer 
des  distances  zénithales;  que,  pour  cette  môme  opération,  on  a 
placé  un  «rand  niveau  sur  la  lunette  inférieure,  et  qu  enhn,  la 
lunette  supérieure  entraîne  avec  elle  deux  et  quelquefois  quatre 

verniers  placés  il  angles  droits. 

Cela  posé,  disons  comment  on  met  le  limbe  dans  le  plan  des 

On  dirige  deux  des  vis  du  pied,  V et  V'  par  exemple,  vers  1 un 
des  objets  ; on  desserre  la  pince  F,  et  l’on  fait  tourner  la  colonne 
jusqu’il  ce  que  l’axe  AB  ait  pris  la  même  direction  : alors  on  serre 
bien  F,  on  rend  libre  l’une  des  lunettes,  soit  par  son  mouvement 
propre,  soit  par  le  mouvement  général,  c’est-à-dire  à 1 aide  de  la 
vis  P du  tambour.  C’est  surtout  ce  dernier  moyen  que  1 on  em- 
ploie, si  les  divisions  allant  de  gauche  à droite  et  le  vermer 
étant  placé  à zéro,  c’est  de  l’objet  do  droite  qu  il  s agit,  et  la  lu- 
nette supérieure  dont  on  fait  usage  la  première.  Pour  lu,  donner 
l’inclinaison  convenable,  c’est-à-dire  faire  que  le  pomt  D soit 
couvert  par  la  croisée  des  üls,  on  se  sert  des  vis  V et  \ du  pied 
que  les  deux  mains  font  tourner  simultanément  et  en  sens  în- 
r«ri  fait  on  rond  libre  la  lunette  inférieure  , on  1 amène 
dans  le  plan  vertical  passant  par  l’objet  G ; puis  on  desserre  la 
vis  H qui  presse  sur  le  quart  do  cercle  KL,  et  l’on  fait  tourner  le 
limbe  et  les  lunettes  jusqu’à  ce  que  celle  de  dessous  rencontre  le 
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point  de  mire  de  l'objet  do  gauche.  Quelques  instruments  ont  un 
mouvement  doux,  annexé  au  quart  do  cercle  KL:  mais  ce  n’est 
pas  bien  nécessaire.  On  doit  remarquer  que  cette  seconde  partie 
do  l’opération  n’a  pas  dérangé  ce  qu’on  avait  fait  dans  la  pro-  t 
mière  : car  la  lunette  supérieure  ayant  été,  à dessein,  établie  pa- 
rallèle à l'axe  AB,  autour  duquel  vient  do  so  faire  le  mouvement, 
décrit  une  portion  do  surface  cylindrique  dont  le  rayon  de  la  base 
est  la  petite  distance  de  l'axe  do  rotation  h la  lunette.  Celle-ci 
restant  donc  parallèle  b ellc-mômo,  son  axe  optique  ira  toujours 
passer  par  l’objet  D qui  est  à une  distance  infiniment  grande, 
comparativement  au  déplacement  de  l'axo  optique. 

388.  Nous  avons  dit  que  la  lunette  supérieure  entraînait  avec 
elle  quatre  verniers  placés  à angles  droits,  autant  qu’a  pu  le 
faire  le  constructeur.  Leur  but  est  d’atténuer , en  prenant  une 
moyenne  entre  les  quatre  indications , les  erreurs  dues  à la  lec- 
ture et  à l’imperfection  de  l’instrument.  Voici  comment  on 
opère  pour  obtenir  l'arc  moyen  parcouru  par  un  vernier  imagi- 
naire moyen. 

Supposons  qu’au  point  do  départ,  les  quatro  verniers  in- 
diquent. 

0,0000  + 0,0020"  +0,0030"  —0,0010" 

En  désignant  par  -+•  et  — la  position  du  zéro  de  chacun  des 
verniers  en  avant  ou  en  arrière  de  100,  200  et  300e  : le  départ  du 

+ 50  — 40 

vernier  moyen  sera  - — =+40". 

* • 

Si,  à la  fin  des  observations,  on  lit 

145t«,8b20 

8540 

8480 

1 • 8500 

34040 

=8510" 

4 

Le  vernier  moyen  indiquerait  donc  1451»,  8510'  ' ; mais  il  par- 
tait do  + 10'  ' au  lieu  de  zéro  ; on  aura  donc  pour  résultat  final, 
l’arc  moyen  parcouru  = 1451", 8500". 

Afin  de  mettre  beaucoup  d’ordre  dans  les  observations  que  l’on 
recueille  sur  les  lieux,  on  a fait  des  tableaux  dans  lesquels  on  in-  . 
scrit  les  angles  multiples  et  simples,  ainsique  tous  les  éléments 
de  réduction  dont  nous  parlerons  plus  tard.  - 

Dans  les  observations  du  premier  ordrq,  on  prend  trois  ou 
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quatre  séries  du  même  angle,  et  chacune  le  donne  vingt  fois.  Uno 
seule  série  fournissant  l’angle  décuple  suffit  généralement  pour 
le  second  ordre,  et  l'on  se  contente  de  l'angle  sextuplo  pour  les 
points  conclus,  quand  d’ailleurs  la  série  marche  bien.  On  écrit  les 
angles  multiples  dans  la  colonne  qui  leur  est  destinée,  à mesure 
qu’on  les  obtient,  et  l’on  opère  immédiatement  les  divisions  par 
2, 4,  6,  etc.,  pour  voir  comment  marche  la  série.  Vers  la  fin  de 
l’opération,  les  quotients  successifs  qui  expriment  l’angle  simple 
doivent  différer  très-peu. 

389.  Pour  observer  une  distance  zénithale,  il  faut  d’abord  ren- 
dre la  colonne  verticale,  pour  deux  motifs  : le  premier,  afin  que 
le  niveau,  étant  calé  dans  la  première  operation,  ne  soit  pas  trop 
éloigné  de  l’étre  encore  après  le  retournement,  ce  qui  retarderait 
d’autant  ; et,  en  second  lieu,  parce  que  les  angles  que  l’on  observe 
devant  être  parcourus  dans  un  plan  vertical,  le  limbe  qui,  dans 
sa  position  première , aurait  été  placé  verticalement  au  mçyen 
d’un  fil  à plomb,  ne  le  serait  plus  dans  la  seconde  position.  Voici 
comment  on  procède  : on  renverse  le  limbe  pour  le  mettre  à peu 
près  d’aplomb  ; on  détache  la  lunette  inférieure  et  on  la  rend  ho 
rizontale  au  moyen  de  son  grand  niveau,  en  ayant  soin  de  la  pla- 
cer dans  la  direction  de  deux  des  vis  du  pied.  Si,  après  avoir  fait 
tourner  le  tout  autour  de  la  colonne  de  200%  que  l’on  apprécie 
au  moyen  du  cercle  azimutal,  le  niveau  est  dérangé,  on  le  ré- 
tablit, moitié  avec  les  deux  vis  du  pied  mentionnées  plus  haut,  et 
moitié  par  le  mouvement  propre  de  la  lunette  inférieure  ou  par 
celui  du  limbe.  Après  quclques*éprcuves,  le  niveau  reste  calé  dans 
les  deux  positions  : ce  qui  prouve  déjà  que  la  colonne  est  située 
dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  niveau , et  qu’ils  for- 
ment entre  eux,  un  angle  droit.  Et  ensuite  , toujours  au  moyen 
du  cercle  azimutal,  on  met  la  lunette  inférieure  dans  un  plan 
perpendiculaire  à celui  qui  la  contenait  d’abord,  on  cale  le  ni- 
veau seulement  à l’aide  de  la  troisième  vis  du  pied,  et  l’on  ar- 
rive à conclure  que  l’axe  de  la  colonne,  étant  situé  à la  fois 
dans  deux  plans  verticaux , est  leur  commune  intersection, 
et  par  conséquent  est  vertical.  Enfin,  on  place  le  limbe  vertica- 
lement au  moyen  d’un  fil  à plomb  : son  axe  est  alors  horizontal, 
et  le  petit  niveau  qu’il  porto  doit  être  calé,  s’il  est  bien  réglé  ; 
s’il  ne  l’est  pas,  on  le  règle  au  moyen  du  mécanisme  qui  est  des- 
tiné à cet  usage  et,  dans  les  opérations  ultérieures,  on  peut  dire 
que  le  plan  du  limbe  est  vertical  lorsque  la  bulle  est  dans  ses  re- 
pères. Il  y a quelquefois  dans  l’un  des  supports  AM  ou  BN,  une 
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vis  qui  sert  do  buttoir,  et  que  l’on  amène  jusqu’au  contact  d'une 
saillie  située  vers  l’extrémité  L du  quart  do  cercle.  C’est  un  se- 
cond guide  qui  sert  à rendre  promptement  le  limbe  vertical. 

Pour  plus  de  sûreté  dans  le  pointé,  on  met  alternativement 
le  fil  vertical  à droite  et  à gaucho  de  l'axe  du  signal,  quand  on 
observe  l’angle  entre  deux  objets;  et,  quand  il  s’agit  d’une  distance 
verticale,  on  fait  en  sorte  que  le  point  de  mire  soit  successivement 
dessus  et  dessous  le  (il  horizontal  ; ou- bien  on  incline  les  deux  fils 
à 50"  chacun  de  chaque  côté  de  la  verticale.  (Voy.  les  fig.  287, 
287 bis  et  287  1er.) 

390.  Correction  de  l’excentricité  des  lunettes.  Les  lunettes  ne 
sont  pas  généralement  disposées  de  manière  que  leurs  axes  op- 
tiques soient  des  diamètres  du  limbe.  Dans  tous  les  instruments 
la  lunetto  inférieure  est  nécessairement  excentrique,  h cause  de 
l’emplacement  qu’occupe  l’axe  et  la  douille  CP,  dans  laquelle  il 
se  meut.  Cherchons  quelle  correction  cela  entraîne  pour  lesangles 
observés.  Supposons  d’abord  deux  excentricités  : puis,  dans  l’ex- 
pression de  la  correction,  nous  ferons  l'une  d’elles  égale  h zéro, 
si  nous  voulons  exprimer  que  la  lunette  supérieure  est,  comme 
presque  toujours  de  fait,  établie  de  telle  manière  que  son  axe  op- 
tique est  dans  un  plan  normal  à la  surface  du  limbe,  et  la  coupant 
suivant  un  diamètre. 

Soient  AM,  BN  {fig.  288) , les  lunettes  supérieure  et  inférieure 
dont  les  distances  au  centre,  ou  les  excentricités  CA,  CB,  seront 
représentées  par  e,  e' . Nous  supposons  les  lunettes  dirigées  sur  D 
et  G.  Désignons  par  x l'anglo  cherché  DCG,  et  pary  l’arc  BB'A’A, 
et  voyons  ce  qui  se  passe  dans  l’observation.  Après  avoir  fixé  le 
vernier  à zéro,  les  lunettes  placées  comme  nous  venons  de  le 
dire,  on  ramène  l’inférieure  sur  D par  le  mouvement  de  tout  le 
limbe.  Le  point  A est  alors  reporté  en  A",  l’arc  AA' 1 égalant  BB' 
et  la  lunette  supérieure  prend  la  position  A"M".  On  détache  en- 
suite cette  lunetto,  et  on  la  porte  en  A'M',  de  manière  qu’elle  soit 
dans  la  direction  de  G : le  point  A décrit  donc  un  arc. 

A'A"  = AA'  + AA''=BB'+  AAr  = m nous  aurons  y=DCA-f  GCB-f-*. 

On  peut  également  écrire 

y=  DCB'-f-  GCA'  + m — x , 

d’0h  w — 4r=DCA+GCB—  DCB'-OCA». 

Remarquant  que,  dans  les  triangles  DCA,  DCR',  GCA',  GCB, 
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les  angles  »,  fi,  fi',  sont  assez  petits  pour  que  l’on  prenne  leurs 
tangentes  pour  eux-mômes,  on  aura 

DCA  =100  — a = 100  — ^ = 1#0 — 

DCB'=100-a'=  100  — ^==100— 

BU  Ü 


006  = 100-/3  = 


= 100-g  = 100-f, 

CA' 


GCA'=100  — /9’=100-  — =100  — 

é %y 

Substituant  ces  quatre  valeurs  dans  celle  de  m — 2x,  il  vient, 


m-ic=100— g + 100— ^.-100+11  — 100  + ^ 


e’ — e , e — t 
î\  • r> 


et  >»  — 'îx  = 


(D  — G)  («-«>) 
DG 


On  voit  que  nous  avons,’  pour  abréger,  désigné  par  D et  G , 
dans  cette  expression , les  distances  aux  objets  de  droite  et  de 
gauche. 

m est  l’angle  formé  par  la  lunette  supérieure  dans  sa  première 
position  sur  1)  et  sa  dernière  sur  G : est  l’angle  entre  les  deux 

objets,  quand  il  n’y  a pas  d’excentricité,  ce  n’est  pas  autre, chose 
que  x.  En  divisant  par  2 les  membres  de  l’équation  ci-dessus,  et 
par  sin.  1",  parce  que  la  correction  doit  être  exprimée  en  se- 
condes, nous  trouvons  . 

m (D.— G)(e— e'J 

Y~  X==  Î.DG.sin.l" 

Discutons  celle  expression  en  faisant  différentes  suppositions 

sure  etc'.  * 

% * 

Nous  voyons  d’abord  que  la  correction  est  nulle,  lorsque 

e = e'. 

Si  maintenant  nous  supposons  e = o,  ello  devient 


”:_*  = 
2 


(G-D)« 


î.D.G.’sin.t'/ 


11  est  évident  que  presquo  toujours  celte  correction  est  négli- 
geable : car  elle  se  compose  d une  très-pelilo  fraction.  Il  est  re- 
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marquablequcla  somme  des  corrections  d'excentricité,  appliquées 
aux  trois  angles  d'un  triangle  est  nulle  : en  effet,  nommons  A,  B,C, 
les  trois  angles  d’un  triangle,  et  a,  b,  c ses  trois  côtés,  nous  aurons 


On  a pu  remarquer  encore  que  la  correction  est  d’autant  plus 
faible  que  les  côtés  sont  plus  grands. 

391 . Le  théodolite  est  un  instrument  qui,  comme  le  cercle,  sert 
à observer  les  angles  entro  les  objets,  ainsi  que  les  distances  zéni- 
thales: mais  qui  a sur  lui,  l’avantage  do  fournir  les  angles  réduits 
à l’horizon,  et  d’éviter  ainsi  les  calculs  relatifs  à cette  correction. 
Cet  instrument  se  compose  de  deux  limbes  concentriques  (fig.  289 
et  289  bis),  l’un  extérieur  portant  uno  division,  l’autre  intérieur 
portant  quatre  verniers.  Ces  deux  cercles  peuvent  se  mouvoir 
ensemble  ou  séparément  : ils  sont  supportés  par  deux  axes  con- 
centriques et  coniques,  perpendiculaires  à leurs  plans.  L’axe  du 
limbe  intérieur  est  plein,  l’autre  est  creux.  Ce  dernier  porte  un 
autre  axe  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  repose  sur  deux  collets 
adhérents  à la  colonne  qui  forme  le  pied  do  l’instrument.  C’est  au- 
tour de  cet  axe  que  se  fait  fo  mouvement  qui  sert  à placer  le  limbe 
horizontalement  ou  verticalement.  On  arrête  ce  mouvement  au 
moyen  d’une  vis  pressant  sur  un  quart  de  cercle  vertical  fixé  au 
limbe  : la  vis  tient  à lacolonno  qui  est  aussi  composée  de  deux 
axes  concentriques  et  coniques,  servant  h faire  tourner  tout  l’in- 
strument sans  déranger  les  pieds,  et  si  le  plan  du  limbe  est  ver- 
tical , à le  mettre  dans  le  plan  de  l'azimut  cherché.  Une  divi- 
sion, tracée  sur  le  cercle  horizontal  placé  au  pied  de  la  colonne, 
en  facilite  la  recherche.  L’instrument  est  porté  par  trois  vis 
qui  servent  à élever  ou  h abaisser  le  limbe,  et  h incliner  la  co- 
lonne. Tous  les  mouvements  s’opèrent  vite  ou  lentement,  et 
s’arrêtent  au  moyen  de-vis  de  pression  et  de  rappel  combinées. 

Il  existe  deux  lunettes  : l'une  supérieure  servant  à pointer  les 
objets  entre  lesquels  on  mesure  l'angle;  l'autre  inférieure,  alla- 


9 f 

pour  la  correction  de  l'angle  A , 


et  la  somme  égale  à zéro. 
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chée  à la  colonne,  et  servant  à indiquer  les  dérangements  que 
peut  éprouver  l’instrument.  Ces  lunettes  ont  doux  fils  en  croix  à 
leurs  foyers  comme  celles  dos  instruments  précédemment  décrits. 
La  lunette  supérieure  est  supportée  par  un  axe  perpendiculaire  à 
sa  direction,  et  posant  sur  deux  collets  dépendant  du  limbe  inté- 
rieur. Elle  peut  ainsi  décrire  un  plan  vertical,  quand  son  axe  do 
rotation  est  horizontal. 

La  lunette  inférieure  peut  aussi  se  mouvoir  dans  un  plan  ver- 
cal  : mais  elle  n’a  pas  de  vis  de  rappel. 

Le  limbe  extérieur  est  divisé  en  400‘,  et  chaque  grade  en  déci- 
grades ou  dizaines  de  minute  centésimale.  Chacun  des  verniers 
du  limbe  intérieur  comprend  49  divisions  du  limbe,  ou  4', 90',  et 
est  divisé  en  5ff  parties  : l’approximation  est  donc  de  20''. 

Ainsi,  le  vernicr  donne  les  minutes  indiquées  par  des  chiffres 
placés  de  5 en  5 divisions,  et  ensuite  autant  de  fois  20"  qu’il  y a 
do  divisions,  depuis  la  dernière  minute  jusqu'à  la  division  qui 
coïncido  avec  l’une  de  celles  du  limbe. 

Quatre  loupes  correspondant  aux  verniers,  servent  à lire  avec 
plus  de  facilité  et  do  précision.  Le  limbe  intérieur  est  toujours  un 
peu  plus  bas  que  l'autre,  de  sorte  qu’en  lisant  on  projette  la  divi- 
sion du  limbe  sur  celle  du  vernier.  Cela  donne  lieu  à une  paral- 
laxe qui  va  souvent  à plusieurs  divisious  : mais  on  ne  saurait 
mieux  faire.  Si  l'on  plaçait  les  limbes  dans  le  même  plan,  lesdeux 
divisions  paraîtraient  trop  éloignées  l'une  de  l'autre  pour  pou- 
voir bien  juger  de  celles  qui  correspondent  le  plus  exactement, 
parce  qu’on  est  obligé,  pour  éviter  le  frottement,  de  laisser  entre 
les  deux  limbes,  un  vide  qui,  vu  h travers  la  loupe,  parait  plus 
grand  encore. 

Pour  observer  les  angles  horizontaux,  on  place  le  limbe  à peu 
près  horizontal,  au  moyen  des  vis  du  pied;  on  tire  l’oculaire  des 
lunettes,  de  manière  à voir  bien  nettement  les  fils  ; puis  ensuite, 
on  lire  ensemble  et  les  fils  et  l'oculaire,  afin  do  voir  les  ob- 
jets clairement.  On  cherche  un  point  remarquable  et  bien  visi- 
ble, sur  lequel  ou  dirige  la  lunette  de  repère  : puis  on  serre  for- 
tement la  vis  du  cercle  azimutal. 

392.  Moyen  de  régler  le  niveau.  Le  limbe  n'a  été  mis  horizontal 
qu'à  peu  près:  il  faut  actuellement  l'y  mettre  exactement.  Pour 
cela,  on  so  sert  d’un  niveau  mobile  (fig.  289  ter),  fait  de  manière 
à pouvoir  se  placer  sur  1 axe  de  rotation  de  la  lunette.  Ce  niveau 
a d'abord  besoin  d'étre  rectifié  lui-méme,  c’est-à-dire  qu'il  faut 
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s assurer  du  parallélisme  de  son  axe  et  de  la  ligne  déterminée 
par  les  pieds  des  supports  de  ce  niveau.  Pour  cela,  on  le  place  sur 
l’axe  de  rotation  de  la  lunette,  et  on  le  cale  au  moyen  des  deux 
Vis  du  pied  de  l'instrument  qui,  a dessein,  déterminent  une  ligne 
qui  lui  est  à peu  près  parallèle.  Si  le  bas  des  supports  ou  l'axe  de 
rotation  sur  lequel  ils  posent  est  parallèle  h l'axe  du  niveau, 
c’est-à-dire  horizontal,  en  enlevant  le  niveau  elle  retournant  bout 
pour  bout,  il  doit,  dans  cette  nouvelle  position,  être  encore 
horizontal  ; s'il  ne  l’est  pas,  c'est  parce  que  ses  pieds  ne  sont  pas 
égaux  et  que  l’axe  de  rotation  est  incliné  à l'horizon.  La  correc- 
tion se  fait  moitié  avec  les  deux  vis  du  pied  susmentionnées,  et 
moitié  par  le  moyen  d’une  vis  placée  à l'une  des  extrémités  du 
niéeau,  et  dont  le  but  est  de  modiGer  la  longueur  relative  de  ses 
deux  pieds.  Cette  méthode  n'étant  que  de  tâtonnement , il  faut 
souvent  plusieurs  fois  répéter  l'opération  indiquée,  avant  de  trou  - 
ver  la  bulle  dans  ses  repères,  pour  les  deux  positions  symétriques 
du  niveau. 

393.  Le  niveau  ainsi  réglé,  il  faut  placer  le  limbe  horizontal. 
Le  niveau  étant  horizontal  sur  l’axe  do  rotation,  le  limbcexté- 
rieur  étant  fixe  et  le  vernicr  correspondant  à une  division  que 
l'on  remarque,  on  fait  décrire  200"  au  limbe  intérieur.  Si , dans 
cette  nouvelle  position,  le  niveau  se  déplace , cela  indique  que 
les  supports  ne  posent  pas  sur  un  plan  horizontal  et  ne  sont  pas 
de  même  hauteur  : on  corrige  donc,  partie  avec  les  vis  du  pied  , 
et  partie  avec  une  vis  attachée  à l'un  des  montants  ; et,  comme 
précédemment,  on  procède  par  tâtonnements,  jusqu’à  ce  que 
le  niveau  soit  horizontal  dans  les  deux  positions  : ensuite,  on 
fait  marcher  le  vernier  de  100‘,  on  cale  le  niveau  avec  la  troi- 
sième vis  du  pied,  et  l’on  remet  le  vernier  dans  l’une  des  précé- 
dentes positions  pour  s'assurer  que  l’horizontalité  n’a  pas  changé 
dans  ce  sens.  Bientét  le  niveau  reste  calé  dans  trois  positions, 
et  il  le  sera  encore  dans  la  quatrième  à 200'  de  la  troisième,  si 
l’instrument  est  bien  confectionné.  Au  reste,  une  différence  de 
quelques  divisions  sur  le  tube  de  verre  du  niveau  est  de  peu  d'im- 
portance. 

Il  faut  ensuite  vérifier  si  l'axe  optique  de  la  lunette  , à l'in- 
tersection des  fils,  est  perpendiculaire  à l’axe  de  rotation  de 
cette  lunette,  de  manière  à décrire  un  plan  vertical.  Cela  se  fait 
en  plaçant  l’intersection  des  fils  sur  un  objet  bien  visible,  serrant 
les  vis  des  limbes,  enlevant  la  lunette  de  dessus  les  collets,  et  re- 
tournant l'axe  de  rotation  bout  pour  bout,  c’est-à-dire,  faisant 
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tourne/  la  lunette  de  200g  autour  de  son  axe  optique.  Si  l’inter- 
section des  fils  ne  donne  plus  sur  le  même  objet,  cela  prouve  que 
l’axe  optique  ne  fait  pas  un  angle  droit  avec  celui  de  rotation.  On 
corrige  cette  erreur,  moitié  avec  les  vis  du  réticule,  moitié  avec 
l’une  de  celles  des  limbes. 

394.  Si  l'on  pointait  toujours  exactement  h l’intersection  des 
fils  peu  importerait  leur  direction  : mais  comme  on  se  sert  géné- 
ralement, pour  pointer,  de  tout  le  fil  vertical,  il  faut  qu’il  le  soit 
exactement.  Cela  se  vérifie  en  le  mettant  sur  un  objet  bien 
déterminé  et  faisant  mouvoir  la  lunette  autour  de  l’axe  do  rota- 
tion. Le  fil  est  vertical,  si  dans  le  mouvement  il  reste  con- 
stamment sur  l’objet  : s'il  n’en  est  pas  ainsi,on  desserre  la  vis  qui 
fixe  le  réticule,  puis  on  le  fait  tourner  de  manièro  à redresser 

le  fil. 

395.  Quand  toutes  ces  vérifications  sont  faites,  l’instrument  est 
réglé  pour  prendre  les  angles  horizontaux.  Supposons  que  les  di- 
visions aillent  de  gauche  à droite,  et  voyons  comment  on  observe 
les  angles.  On  met  le  vernier  à zéro  ; pour  le  premier  ordre,  on 
lit  les  trois  autres  alidades  ; on  desserre  la  vis  du  limbe  extérieur, 
et  l’on  fait  mouvoir  les  deux  limbes  ensemble,  de  manière  à ame- 
ner la  lunette  supérieure  sur  l’objet  de  droite  ; on  arrête  le  mou- 
vement au  moyen  de  la  pince.  On  examine  si  la  lunette  de  re- 
père n'est  pas  dérangée  ; si,  contre  l’ordinaire,  elle  1 était  un  peu, 
on  la  replacerait  au  moyen  de  la  vis  de  rappel  du  cercle  azimu- 
tal  ; puis  ensuite,  on  remettrait  la  lunette  supérieure  sur  1 objet 
de  droite  à l’aide  de  la  pince  inférieure.  On  desserre  la  pince  su- 
périeure; on  fait  tourner  le  limbe  intérieur  qui  entraine  la  lu- 
nette, jusqu’à  ce  qu’elle  arrive  dans  la  direction  de  1 objet  de 
gaudbe.  On  examine  encore  si  la  lunette  de  repère  n’a  pas  varié 
de  position  ; si  elle  était  dérangée , ce  serait  comme  précédem- 
ment que  l’on  y remédierait.  Le  vernier  a,  pendant  celte  opéra- 
tion, parcouru  l’arc  qui  mesure  l'angle  réduit  à l’horizon  : on.lit 
donc  et  l’on  a l’angle  simple.  Au  moyen  du  mouvement  général, 
on  ramène  la  lunette  sur  l’objet  de  droite,  et  1 on  procède  de  la 
même  manière  que  la  première  fois.  On  se  contente  de  lire  les 
observations  de  deux  en  doux. 

396  Pour  observer  les  distances  zénithales , on  retire  le  ni- 
veau mobile  -,  on  rend  la  lunette  supérieure  à pou  près  parallèle 
au  limbe,  puis  on  la  fixe  dans  cette  position  par  des  procédés 
qui  peuvent  varier  d'un  instrument  à un  autre,  et  en  serrant  for- 
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tcmcnt  les  vis  des  collets  des  tourillons  : on  desserre  une  vis  si- 
tuée au-dessous  du  limbe,  et  l’on  amène  celui-ci  dans  le  plan  ver- 
tical ; puis  on  adapte  un  contre-poids,  pour  faire  équilibre 
au  limbe  : enGn,  on  desserre  la  vis  du  cercle  azimutal.  La 
colonne  se  trouve  à peu  près  verticale,  ef  on  la  règle  définitive- 
ment au  moyen  d'un  niveau  qui  y est  fixé.  Pour  s’assdrer  d’abord 
que  Taxe  de  la  colonne  et  celui  du  niveau  forment  un  angle 
droit,  on  rend  le  niveau  horizontal  avec  les  vis  du  pied,  on  lit  la 
division  du  cercle  azimutal,  on  fait  décrire  200'  b l’instrument, 
et  le  niveau  se  retrouve  dans  une  position  parallèle  b la  première. 

S’il  reste  calé , c’est  signe  qu’il  est  b angle  droit  sur  la  colonne  , 
ot  qu’elle  est  verticale.  S’il  n’en  est  pas  ainsi,  on  corrige  l’erreur 
moitié  avec  les  vis  du  pied,  moitié  avec  uno  vis  attachée  b l’une 
des  extrémités  du  niveau  : on  revient  b la  première  position,  et 
après  quelques  essais,  le  niveau  se  trouve  horizontal  dans  deux 
positions  symétriques.  Il  est  donc  à angle  droit  avec  l’axe  qui  se 
trouve  ainsi  situé  dans  un  plan  vertical.  Faisant  décrire  ensuite 
100'  b l’instrument,  et  calant  le  niveau  avec  la  vis  du  pied  la  plus 
directo,  on  parvient,  après  quelques  tâtonnements,  b mettre  le 
niveau  horizontal  dans  deux  diroAions  perpendiculaires  : la  co- 
lonne cstdoncsiluèe  dans  deux  plans  verticaux,  et  parconséquent 
verticale. 

On  s’occupe  alors  do  rendre  le  limbe  vertical,  au  moyen  d’un 
fil  à plomb.  Pour  cela,  on  fixe  sur  deux  points  opposés  du  limbe, 
deux  pinces  portant  des  lignes  de  repère. 

Préalablement,  on  vérifie  si  les  points  de  contact  avec  le  limbe  . 
et  les  lignes  de  repère  sont  équidistants  pour  les  deux  pinces  ; 
puis  ensuite,  on  s’assure  de  la  verticalité  des  points  de  repère,  et 
par  conséquent  du  limbe,  au  moyen  du  fil  b plomb. 

Si  le  limbe  est  incliné,  on  le  redresse  avec  une  vis  sur  laquelle  . 
bute  lo  polit  quart  de  cercle  qui  est  situé  sous  lo  limbe  : quand  . 
ce  dernier  est  vertical,  on  cale  un  petit  niveau  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, et  qui  plus  tard  sert  à reconnaître  les  dérangements, 
et  b y apporter  remède,  sans  se  servir  encore  des  pinces  et  du  fil 
b plomb. 

397.  Il  s’agit  ensuite  de  rendre  la  lunette  parfaitement  paral- 
lèle au  plan  du  limbe  : cela  se  fait  en  plaçant  la  lunette  sur  un 
objet,  arrêtant  les  vis  des  limbes,  lisant  la  division  azimutalc 
et  tournant  l'instrument  de  2C0*.  Le  limbe  se  trouve  alors  dans 
une  position  symétriqué  b la  première.  Si  la  lunette  est  parallèle 
au  limbe , elle  doit  porter  encore  sur  le  même  objet , b la  diiïé- 
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ronce  du  double  de  la  distance  de  son  axe  b celui  de  la  colonne, 
quantité  presque  nulle,  eu  égard  à l’éloignement  de  l’objet  visé. 
Si  la  lunette  ne  donne  plus  dessus,  après  toutefois,  pour  s en  as- 
surer, avoir  ramené  vers  soi  l'oculaire,  on  corrige  la  différence, 
moitié  par  la  vis  de  rappel  du  cercle  azimutal,  et  moitié  avec 
lavis  qui  fixe  la  lunette  au  limbe.  En  continuant  celte  opéra- 
tion , on  arrive  b retrouver  aux  deux  positions  , le  même  objet  b 
la  croisée  des  fils.  Quand  il  y aurait  une  légère  différence  dans 
le  retournement , cela  affecterait  peu  le  résultat  : aussi  se  con- 
tonte-t-on,  quelquefois,  pour  obtenir  le  parallélisme,  de  mettre 
b vue  le  plan  du  limbe  sur  un  objet,  et  d'y  diriger  également  la 
lunette. 

Le  fil  principal  avait  été  placé  verticalement  pour  l’observation 
des  angles,  il  se  trouvera  donc  maintenant  horizontal.  Si  d’ail- 
leurs il  ne  l’était  pas,  on  le  réglerait  comme  il  a été  dit  précé- 
demment. 

398.  L'instrument  ainsi  réglé,  est  propre  b l’observation  des 
distances  zénithales.  Pour  y procéder,  on  place  le  vornier  b zéro, 
on  desserre  la  vis  du  limbe  extérieur,  on  met  le  plan  du  limbe 
dans  la  direction  de  l'objet,  le^imbe  étant  b droite  de  la  colonne, 
si  les  divisions  vont  de  gauche  b droite  ; on  serre  la  pince,  et  l'on 
vise  exactement  avec  la  vis  de  rappel,  après  avoir  examiné  si  le 
niveau  n’est  pas  dérangé.  On  tourne  ensuite  l'instrument  de  200*, 
ut  si  la  bulle  du  niveau  n’est  plus  dans  ses  repères,  on  l’y  replace 
avec  la  vis  la  plus  directe  du  pied  : on  desserre  celle  du  limbe  in- 
térieur, on  ramène  la  lunette  sur  l’objet,  et  dans  ce  mouvement, 
l'objectif  a parcouru  le  double  de  la  distance  zénithale  cherchée. 
En  multipliant  de  semblables  opérations , on  aura  le  double,  le 
quadruple,  etc. 

399.  Lorsque  dans  un  édifice , l'ouverture  par  laquelle  on  ob- 
serve n’est  pas  assez  grande  pour  pouvoir  placer  le  limbe  dans 
les  deux  positions  b 200‘,  on  peut  encore  obtenir  les  distances 
zénithales  d'un  seul  côté.  Il  y a pour  cette  circonstance,  une 
marche  analogue  b celle  décrite  pour  le  cercle  répétiteur  b la  fin 
du  nu  380. 

400.  Cercle  à réflexion.  Il  nous  reste  à parler  de  cet  instrument. 
Nous  ne  répéterons  pas  ce  que  nous  avons  établi  n°  151,  des  pro- 
priétés de  la  lumière  sur  lesquelles  est  fondée  la  théorie  des  in- 
struments b réflexion.  Celui  dont  nous  allons  parler  a beaucoup 
d'analogie  avec  le  sextant.  Comme  lui,  il  est  armé  d’une  lunette 
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et  de  deux  miroirs  : l’arc  gradué  est  remplacé  par  une  circonfé- 
rence entière.  Ici,  l'alidade  qui  porte  la  lunette  EF  (fig.  290)etle 
petit  miroir  MN,  est  mobilo  : soit  PQ  le  grand  miroir  mobile 
aussi,  et  passant  par  le  ccnlre  C.  Le  vernicr  tracé  à l’une  des  ex- 
trémités de  son  alidade  est  mis  d’abord  en  O à zéro  du  limbe  au 
moyen  d’une  vis  de  rappel. 

Le  limbe  est  divisé  en  800  parties  ou  demi-grades  qui,  pour  la 
mesure  de  l’angle  que  forment  deux  directions,  exprimeront  des 
grades;  quelquefois  même,  chaque  partie  étant  divisée  en  deux, 
ces  plus  petites  divisions  fournissent  les  demi-grades  de  l’angle 
observé.  Supposons  le  vernier  divisé  en  dix,  et  embrassant  neuf 
petites  divisions  du  limbe,  l’estimation  sera,  comme  nous  le  savons 
calculer  déjà,  de  cinq  minutes.  Cela  posé,  si  d’ailleurs  l’instru- 
ment est  divisé  de  droite  à gauche,  on  vise  l’objet  do  droite  avec 
la  lunette  EF;  puis  on  fait  tourner  le  grand  miroir,  l’alidade  qui 
le  porte  et  qui  d’avance  a été  mise  à zéro , et  enfin  le  limbe  Iui- 
méme,  jusqu'à  ce  que  la  position  de  ce  grand  miroir  PQ  soit  telle, 
qu’il  fasse  coïncider  la  seconde  réflexion  de  G avec  le  rayon  ED 
qui  vient  directement  de  l’objet  de  droite.  On  fixe  alors  au  limbe, 
et  au  moyen  d’une  vis  de  pression , la  lunette  qui,  jusque-là,  en 
avait  été  indépendante  ; on  la  dirige  sur  l’objet  de  gauche,  en  im- 
primant à tout  l’instrument  un  mouvement  de  droite  à gauche 
Il  est  évident  que  les  deux  miroirs  conservant  encore  leurs  posi- 
tions relatives,  l’observateur  apercevrait  à la  fois  le  point  G et 
un  point  à sa  gauche,  de  la  même  quantité  angulaire  que  D l’est 
vers  la  droite  ; si  l’on  desserre  la  vis  qui  fixait  l’alidade  au  limbe, 
on  pourra,  en  la  faisant  tourner,  amener  le  miroir  PQ  à être  pa- 
rallèle à MN  ; le  zéro  du  vernier  aura  atteint  alors  le  chiffre  qui 
exprime  l’angle  des  deux  objets,  en  ne  parcourant  cependant 
réellement  que  l’angle  des  deux  miroirs.  On  pourrait  donc  lire 
l’angle  simple;  mais,  puisque  tel  n'est  pas  le  but,  on  continue  le 
mouvement  que  l’on  a imprimé  à l’alidade,  jusqu’à  ce  que  le  mi- 
roir PQ  renvoie  la  seconde  réflexion  de  D dans  la  direction  de 
l’axe  optique  do  la  lunette.  La  lecture  donne  aîors  le  double  de 
l’angle  que  forment  les  directions  CD,  CG.  Pour  obtenir  plus  de 
précision,  cnmultipliantles  observations,  on  rend  libre  la  lunette 
que  l’on  dirige  de  nouveau  sur  D,  et  l’on  continue  comme  précé- 
demment. 

Les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  cet  instrument,  sont  : 

1°  Que  l’axe  de  la  lunette  soit  parallèle  au  plan  du  limbe  ; 

2°  Que  les  miroirs  soient  perpendiculaires  au  limbe. 
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Le  moyen  de  s'en  assurer  étant  donné  au  n°  155,  nous  nous 
abstenons  de  le  reproduire  ici. 

401.  On  se  sert  encore  de  cet  instrument  pour  mesurer  les 
hauteurs  des  objets  au-dessus  de  l’horizon.  En  mer,  on  prend 
l’angle  entre  l'astre  dont  on  veut  connaître  la  hauteur  et  le  point 
de  l’horizon  situé  dans  son  plan  vertical . Sur  terre,  on  emploie 
un  horizon  artificiel,  qui  est  formé  par  du  mercure  contenu  dans 
une  boîte  : sa  surface  est  toujours  réfléchissante  et  horizontale. 
L'horizon  artificiel  est  placé  en  M ( fig . 291),  en  avant  de  l’œil  qui 
y aperçoit  directement  l'image  A1  de  l’astre,  et  qui,  au  moyen  du 
cercle,  reçoit  la  seconde  réflexion  do  A dans  la  direction  OA’. 
On  obtient  ainsi  l’angle  AOA'  qui  diffère  trop  peu  de  AMA',  pour 
que  l’on  tienne  compte  de  la  différence.  On  a par  conséquent  la 
hauteur  de  l’astre  au-dessus  de  l'horizon,  en  prenant  la  moitié  de 
l'anglo  observé. 

Si  l'on  n'avait  pas  d’horizon  artificiel,  on  pourrait  encore  ob- 
tenir la  distance  zénithale  d'un  astre  ou  d'un  objet  élevé  au- 
dessus  de  l'horizon,  par  un  procédé  commun  à tout  autre  instru- 
ment qui  aurait  un  cercle  gradué  et  une  lunette  : car  nous 
ne  ferons  ici  aucun  usage  des  miroirs.  Ce  procédé  consiste  à 
fixer,  au  moyen  d'un  étrier,  un  niveau  au  prolongement  du 
diamètre  qui  porte  le  grand  miroir  : en  effet,  fixons  le  vernier 
L de  la  lunette  (fig.  292)  sur  le  zéro  du  limbe,  et  visons  l’objet  O. 
L'alidado  AC  du  grand  miroir  a été  rendue  libre,  et  a pris  une 
position  verticale  dont  on  est  assuré  par  l'état  du  niveau  à bulle 
nn'.  Le  chiffre  du  limbe  auquel  correspond  le  diamètre  vertical, 
exprimo  la  distance  zénithale  de  l’objet;  si,  au  lieu  d’opérer  ainsi, 
on  a fixé  d'avance  ce  diamètre  sur  la  graduation  100,  et  laissé  la 
lunette  libre,  ce  sera  le  vernier  de  celle-ci  qui  marquera  la  hau- 
teur de  l’objet  par  rapport  à l'horizon.  Dans  le  premier  cas,  si 
l’on  veut  répéter  l'angle,  il  suffit  de  faire  faire  une  demi-révolu- 
tion au  limbo,  autour  de  son  diamètre  vertical,  qui  doit  lui  rester 
fixé,  et  de  rendit  libre  la  lunette  pour  lui  donner  sa  position  pre- 
mière et  pour  ramener  l'oculaire  vers  l’œil  : c'est  alors  au  ver- 
nier de  l'oculaire  qu'on  lit  le  double  de  la  distance  zénithale. 
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CHAPITRE  IV. 

CALCULS  RELATIFS  A LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES. 

402.  Réduction  des  angles  à l'horizon.  Quand  oh  observe  les 
angles  au  moyen  du  théodolite,  ils  sont  tout  réduits  à l’horizon  : 
mais  ils  doivent  subir  une  correction  lorsqu’ils  sont  mesurés  avec 
le  cercle. 

Soient  O (fig.  293)  le  centre  de  la  station,  D et  G les  deux  objcls 
entre  lesquels  on  a observé  l'angle  : leurs  distances  zénithales 
seront  CA  et  CB,  que  l’on  désigne  par  d et  d' ; l’angle  observé  est 
mesuré  par  l’arc  AB.  Si  l’on  suppose  décrits  avec  le  même  rayon 
qui  est  quelconque,  et  que  l’on  peut,  pour  simplifier,  supposer 
égal  h l’unité,  les  deux  arcs  CA,  CB,  l'angle  réduit  h l’horizon 
sera  l’angle  C du  triangle,  et  sa  mesure  ou  celle  de  l'angle  dièdre 
formé  par  les  deux  plans  verticaux,  sera  bien  l’arc  A'B'  compris 
dans  le  plan  A'OB'  perpendiculaire  à leur  intersection  com- 
mune OC. 

La  question  est  donc  ramenée  à la  résolution  d’un  triangle 
dans  lequel  on  connaît  les  trois  côtés.  La  trigonométrie  sphéri- 
que nous  fournit  les  formules 

sin.iC=L/” sin  l (c  + A — a)  sin.j  (c  + a — 6) 
v ^in.a.  sin.A 

cos.J  C = |//'sin-I  («  + h + 0 sin.j  ja  + A — c) 

sin.o.  sin.A  ; 

tanglC^i/^ sin  I (t  -I-  A — b)  sin.j  |t+a-A) 
sin . J («  -f  A -f-  *)  sin.4  (a  ■+-  A — c) 

Nous  avons  expliqué,  n°  63,  pourquoi  la  troisième  est  généra- 
lement préférable.  Il  y aurait  ici,  pour  les  deux  premières,  l’in- 
convénient d’avoir  sous  le  radical,  un  dénominateur  formé  du 
produit  de  deux  sinus  qui  varient  très-lentement,  puisqu’ils  ap- 
partiennent à des  angles  d et  d’ différant  toujours  peu  de  100*  : 
quant  à la  troisième , elle  aurait  l’inconvénient  commun  aux 
deux  autres,  d’ôtre  composée  de  facteurs  qui  marchent  suivant 
une  loi  trop. peu  sensible  entre  les  limites  zéro  et  l’unité.  On  a 
ilonc  préféré  pour  obtenir  plus  de  précision,  employer  une  mé- 
thode déjà  usitée  en  d’autres  circonstances  qui,  au  lieu  de  C, 


Digitized  by  Google 


üÉuDÊSIli. 


376 

donnât  la  différence  G — c,  et  qui,  en  même  temps,  contenant 
des  tangentes  et  cotangentes  au  lieu  de  sinus,  fût  beaucoup  plus 
rigoureuse  dans  la  pratique,  puisque  la  moindre  différence  sur 
un  angle  fait  bien  plus  varier  ces  nouveaux  facteurs  qui,  de  0 à * 
100*,  prennent  toutes  les  grandeurs  comprises  entre  zéro  et  l’in- 
fini . Un  autre  avantage  de  la  formule  que  nous  allons  démontrer, 
est  la  possibilité  de  la  réduire  en  tables.  Cette  considération  est 
d’une  grande  importance  pour  des  calculs  tels  que  les  réductions 
qui  se  reproduisent  si  souvent  dans  les  calculs  géodésiques. 

Pour  y arriver,  reprenons  la  formule 

cos.r — cos. fi  cos. 6 

COS.C  «=  — — : : — ; 

Hn.a  sin.6 

de  laquelle  avaient  été  déduites  les  précédentes.  Désignons  para: 
la  différence  cherchée,  et  nous  aurons 

cos.C  = cos.  (c  x)  = cos.c  cos .X  — sin.c  sin.x 

Nous  pouvons  dégager  x do  ses  lignes  trigonométriques,  au 
moyen  des  développements  en  série,  et  négliger  toutes  les  puis- 
sances supérieures  à la  première,  en  raison  de  la  petitesse  de  x 
qui  sera  justifiée  plus  tard  : remplaçons  aussi  a et  b par  leurs 
compléments  detd',  et  égalons  les  deux  valeurs  deC;  nous 
aurons 

cos.c  — siu.asin.û 

cos.c  — x sin  c — 

cos. « cos.  3 

Le  but  de  l’introduction  de  a et  £ a été  de  substituer  des  arcs 
très-petits,  dont  les  lignes  trigonométriques  pourront  encore  être 
remplacées  avec  avantage  par  les  développements  en  série  : nous 
remarquerons  cependant  que  « et  P ayant  presque  toujours  des 
valeur|  notablement  plus  grandes  que  celle  de  x,  nous  devrons 
conserver  les  seconds  termes  qui  sont  do  deuxième  puissance 
dans  les  séries  qui  représentent  leurs  sinus  et  cosinus  : la  formule 
deviendra 

cos.c  — «3  cos.c — afi 

II* 1=7 1 - i *>’ +s*) = 

(cos.c  — a fi)  [t  — 1 (a*  + 3’)]-1 

et  parce  que  le  second  terme  est  très-petit,  et  que  l'on 

peut  s’en  tenir  aux  deux  premiers  du  développement  do  la  puis- 
sance 

cos.c  — x sin.c  = (cos.c — afij  (4  -M(aî  + 3*)1 


, cos.c  — x sin.c  — 

( 
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On  arrive  au  même  résultat,  indépendamment  du  développe- 
ment du  binôme,  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur 

2 | 02 

par  1+— g—  : car  alors  le  dénominateur  devient  [1—  ‘(a*+B*)] 

[1  -(- 1 (a* -f  |3*)  ] , c'est-à-dire  le  produit  d’une  somme  par  une 
différence  ou  la  différence  des  carrés  : or,  nous  avons  dit  que  nous 
négligions  les  termes  de  troisième  et,  à plus  forte  raison,  do  qua- 

/at  _L  S«\2 

trième  puissance;  il  en  résulte  donc  que  1 — ( — J se  réduit 

à l’unité  et  que  le  second  membre  de  l’équation  est  encore  ce  que 
nous  avons  trouvé  par  la  première  méthode. 

Effectuant  les  operations  indiquées  et  négligeant  le  quatrième 
o 3 

terme  — — («2-+-32)  du  produit,  comme  de  quatrième  ordre  ; 

puis  supprimant  cos.  c commun  aux  deux  membres,  changeant 
tous  les  signes  et  divisant  par  sin.  c. 

_g3-H»2  + 3»)  cos  .c 
sÎD.e 

Le  rayon  ayant  toujours  été,  comme  dans  tous  les  calculs  tri- 
gonométriques,  supposé  égal  à l'unité,  on  peut  modiüer  la  valeur 
de  x,  ainsi  qu'il  suit,  en  remarquant  que 

cos.c  = cos.»lf  — sin.2}e 
sin.r  — 2 sin.}  c cos.}  e 

et  B*  OU  t = sin.*  f c -j-  cos. 2 J c 

T_  <»3  (sin.»  j c + cos.2  } c)  — (cos.2}c  — tin.» le) 

2 sio.Je  cos.Jc 

Réunissant  d’une  part  les  termes  du  numérateur  qui  contien- 
nent sin,*  Je,  et  de  l’autre,  ceux  qui  contiennent  cos.* J c. 

x («34-j  °*  +13*)  sin.2}c  — (j  «»  + } 3*  — «3)  cos.* 

sio.J  c cos. J c 

Lo  coefficient  du  premier  terme  est  la  moitié  du  carré  de 
« + P : la  parenthèse,  dans  lo  second,  renferme  la  moitié  du 
carré  de  a — fi , ainsi  : 

x 1(«4-  3)1  sin.2Aç  — — B)*cos.»jc 

*2  sin. J c cos.}  e 

(~T^)  "ng  * * ~ (— 

48 
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La  correction  x ne  représente  ni  un  solide,  ni  une  surface, 
niais  une  ligne  donnée  en  parties  de  la  circonférence,  c'est-à-dire 
un  nombre  de  secondes  : donc  son  expression  doit  d'abord  être 
du  premier  degré,  et  si  celle  que  nous  venons  de  trouver,  conte- 
nant deux  termes  du  troisième,  présente  une  absurdité,  elle 
n’est  qu'apparente,  et  tient  à cc  qu'on  a fait  le  rayon  égal  à 
l’unité. 

Examinons  ce  qu’il  faut  faire,  pour  que  la  valeur  de  x soit 
donnée  en  secondes.  Remarquons  que  (a-f-p)1  et  (a  — p)*, 
peuvent  s’écrire  sous  la  forme  («  -}-P)(a-t-p)  et  («  — $)  (a — /S)  ; 
que  chacun  de  ces  quatre  facteurs  est  la  somme  ou  la  différence 
de  deux  nombres  de  grades,  minutes  et  secondes.  Si,  laissant  Sub- 
sister l'un  des  deux  tel  qu’il  est,’  on  rend  l'autre  un  nombre  ab- 
strait, le  produit  multiplié  par  tang.  Je  ou  cotang.-Jc,  qui  ne 
sont  que  des  rapports,  sera  un  nombre  de  secondes  : or,  on  sait 
que 

a;a"::r:r"  d’où  a=— i 

tvf 

ce  qui  signifie  que,  pour  transformer  un  arc  en  longueur,  il  faut 

le  multiplier  par  ou  par  sin.l"  ; puisque  R"  n'indiquant  rien 

autre  chose  que  le  nombre  de  fois  que  l’arc  d’une  seconde  est  con- 
tenu dans  le  rayon  recourbé  sur  la  circonférence,  on  a R = R" 
arc  1";  mais  pour  1",  l’arc  et  le  sinus  se  confondent  sensiblement, 

g 

donc  rT,=  sin.l1'.  En  général,  on  peut  so  contenter  de  dire  plus 

simplement,  qu’en  divisant  une  ligne  par  le  sinus  de  1",  on  a le 
nombre  de  secondes  contenues,  et  qu’ainsi  la  ligne  est  ramenée 
à une  portion  de  la  circonférence  ; et  que,  réciproquement,  con- 
naissant le  nombre  do  secondes  contenues  dans  une  ligne,  si  l’on 
multiplie  par  l'arc  d’une  seconde  ou  par  son  sinus,  on  a la  lon- 
gueur de  cette  ligne.  Introduisant  donc  dans  les  deux  termes  du 
second  membre,  le  facteur  sin.  1',  et  remplaçant  par  100  — d 
et  100  — d' les  angles  a et  P,  la  formule  devient  en  définitive 

* - («W-Wytin  < „ |ang  J r _ ; colang.J  r 

Les  deux  termes  sont  toujours  do  signes  contraires,  par  la 
raison  que  c étant  plus  petit  que  200",  \c  est  moindre  qu’un 
angle  droit,  et  ses  tangente  et  cotangenle  sont  constamment  po- 
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sitives  : de  plus,  les  quantités  renfermées  dans  les  parenthèses 
étant  élevées  au  carré  sont  aussi  positives. 

On  peut  calculer  les  deux  termes  par  logarithmes,  ou  employer 
des  tables  qui  les  donnent  plus  promptement.  Dans  la  première, 
on  entre  avec  l'angle  observé,  et  l'on  trouve  sur  la  même  ligne 
horizontale  et  dans  deux  colonnes  verticales  di  fférentes,  inti  tulées 
tangente  et  cotangente , deux  nombres  de  secondes  dont  l’un  est 
positif  et  l’autre  négatif.  Dans  la  seconde  table,  entrant  avec  les 
arguments  200  — (d-4-d1)  et  d — cl',  on  trouve  successivement 
deux  nouveaux  nombres  qui,  placés  sous  les  premiers  et  mul- 
tipliés par  eux,  donnent  deux  produits  que  l’on  retranche  l’un 
de  l’autre  pour  avoir  x. 

403.  Réduction  au  centre  de  la  station.  Il  est  souvent  impossi- 
ble d’observer  au  centre  même  de  la  station;  dans  ce  cas,  l’angle 
observé  est  susceptible  d’une  correction  : or,  on  a,  par  rapport 
au  triangle  IOD  ( fig . 294),  l'angle  extérieur 

D1G  = IDO-f  IOD 

Do  même,  en  considérant  le  triangle  GCI, 

* DIG  cm  IGC  -4-  ICG 

d'où 

iDO-f  IOD  = lGC-f  ICG  ou  a4-o  = 0-|-c  ou  encore  c~0*=«-3. 

Dans  le  triangle  CDO,  on  a la  proportion 

sin  a S sin.  (0  + y)  ; ; CO  : CD  : ; r : D. 

Le  triangle  CGO  donne  également 

sin.0  : sin. y : : co  : CG  ; ; *•  ; G 

Des  deux  proportions  on  tire  les  valeurs 

rsin.  (O-fy)  . . rsin.y 

sin.tt  — et  sin.3= 

d 9 

On  voit  que  nous  désignons  par  d et  g , les  distances  aux  objets 
de  droite  et  do  gauche,  par  r la  distance  au  centre,  et  par  y,  l'an- 
gle observé  entre  le  centre  et  l’objet  de  gauche.  Si  nous  remar- 
quons les  valeurs  do  sin.  a et  sin.  p,  nous  voyons  qu’elles  sont  de 
très-petites  quantités,  puisque  le  numérateur  commun  r est  di- 
visé par  des  qifantités  d et  g infiniment  plus  grandes  que  lui,  et 
qu’en  outre,  ces  fractions  sont  multipliées  par  des  sinus  qui  tou- 
jours sont  plus  petits  que  l’unité,  maximum  de  grandeur  qu’ils 
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puissent  atteindre.  Nous  pourrons  donc  substituer  les  sinus  aux 
arcs  dans  la  valeur  de  C — O qui  deviendra 

C Q_r»ln-(Ô  + y)  r sin. y 
d g 

Cette  correction  de  l'angle  observé  doit  être  donnée  en  secon- 
des ; mais  chacun  des  termes  représentant  une  longueur,  il  faut 
réduire  un  de  scs  facteurs  en  secondes,  en  le  divisant  par  sin.  1', 
ce  qui  donne  pour  résultat  final 

c — 0=>  r8in-(°  + y)  r sin.y 

dsin.t'i  ysin.t" 

Il  faudra,  dans  cette  formule,  avoir  égard  aux  signes  qui  dé- 
pendront de  ceux  de  sin.  (O+y)  et  sin.  y.  Le»  distances  d et  g 
inQuent  aussi  sur  la  correction  : car  à mesure  que  d augmente,  lo 
premier  termo  diminue,  ainsi  que  la  correction  qui  tend  même 
à devenir  négative  : dans  ce  cas,  O est  plus  grand  que  C.  Ce  sera 
l’effet  contraire,  si  c'est  Cque  l’on  suppose  augmenter. 

L'usage  est  de  compter  l’angle  y b partir  do  l'objet  de  gauche 
de  zéro  à 400‘,  toujours  dans  le  même  sens.  Pour  l'obtenir,  il  est 
inutile  do  remettre  le  vernier  à zéro  : les  observations  mulli|11es 
do  l'angle  étant  terminées  et  la  lunette  supérieure  se  trouvant 
sur  l'objet  de  gauche,  on  la  fait  mouvoir  jusqu’à  co  qu  elle  soit 
dans  la  direction  du  centre.  Le  vernier  indique  alors  nO+y  ;n 
représentant  le  nombre  de  fois  que  l'angle  a été  répété. 

y n’a  pas  besoin  d'être  connu  très-exactement  ; mais  r la  di- 
stance au  centre,  à cause  de  son  influence  dans  la  formule,  doit 
être  mesuré  avec  le  plus  grand  soin.  Les  longueurs  d cl  g s’ob- 
tiennent avec  uno  exactitude  suffisante,  soit  pour  le  calcul  des 
triangles  provisoires,  soit  quelquefois  même  au  moyen  d’un  ca- 
nevas graphique  construit  avec  soin. 

Lorsque  les  points  observés  sont  des  astres,  les  distances  d et 
g devenant  infinies,  la  réduction  est  nulle.  Elle  le  serait  encore 
dans  le  cas  particulier  où  les  quatre  points  C,  O,  1)  et  G se  trou- 
veraient situés  sur  une  même  circonférenêe;  puisqu  alors  Ips  an- 
gles Cet  O seraient  égaux,  comme  ayant  leurs  sommc's  sur  celle 
circonférence,  et  embrassant  uno  portion  commune  entre  leurs 
côtés. 

404.  Si  I on  a observé  plusieurs  angles  0, 0%  0'%  O % O"  (fa. 

295)  formant  un  tour  d'horizon,  la  correction  à faire  à l'un  quel- 
conque de  ces  angles,  devra  être  égale  à la  somme  de  toutes  les 
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autres  et  désigné  contraire.  Soient  C,  G',  C'^C"',  O , les  an- 
gles corrigés;  c,  e’,  e',  e1’  les  corrections  correspondantes  : 

nous  aurons 


e=o-)-e,  e'= o'+c',  e*',  e"'=o"<-f  e"',  e","=ol,+«" 

d'où 

«+<'+«» +ef"-|-c'*  = (o+o'-t.o"^-o''>-|-oit)4.  (»+,'+•«  +e'"4‘") 

mais 


H-c'+c''4-r"'-{-civ— M)0* , o-fo'+<i"-fo"i-{-o'*=400* 

donc 


«+e'+e"4-  e'"+«» = o et  par  suite,  m=— («-{-»'+»»*+**«) 


Quand  on  opère  avec  lo  cercle,  l’angle  au  centre  est  pris  sans 
changer  la  position  du  limbe  ; ainsi,  les  quatre  points  C,  O,  G,  D 
sont  bien  dans  le  même  plan,  comme  le  suppose  la  démonstra- 
tion : il  est  donc  inditTêreut  de  commencer  par  le  calcul  de  la  ré  • 
duclion  au  centre,  ou  par  celui  de  la  réduction  à l’horizon. 

405.  L’angle  y et  la  distance  r ne  sont  pas  toujours  trSs-faciles 
à obtenir  dans  la  pratique.  Voici  quelques-uns  des  cas  qui  se  pré- 
sentent quelquefois. 

Supposons  que  l’on  soit  placé  en  O (fig.  296)  extérieurement 
à la  tour  ronde  TZT'Z':  on  imagine,  pour  avoir  y,  deux  tangentes 
T0,T'0  et  l’on  observe  les  angles  qu  elles  font  avec  l’objet  de 

gauche  G.  Soient  y'  et  y”  ces  angles,  on  aura  y = y—^~.  On  peut 

encore  prendre  deux  distances  égales  OX,  OX'  sur  ces  deux  tan- 
gentes, et  joignant  X à X',  diviser  la  ligne  qui  les  unit  en  deux 
parties  égales  au  point  M qui  appartient  à la  direction  passant 
par  le  centre. 

Pour  avpir  r,  on  mesure  OZ,  et  l’on  y ajoute  le  rayon  CZ  de 
la  tour,  que  l’on  obtient  en  mesurant  la  circonférence,  ou  que 
l’on  mesure  immédiatement,  quand  l’inlérieur  de  la  tour  est 
accessible.  Si  quelque  raison  s’opposait  à l’emploi  de  ces  deux 
méthodes,  on  se  rappellerait  que 


OT  = Ox  x 0*<  d’où  Ox' . 


Ox 


et  iR 


OT 
! Ox 


— Ox 


OT  — Ox 
Ox 


R représente  le  rayon  de  la  tour,  tandis  que  r exprime  la  di- 
stance au  centre. 


r«=0x  + l xx'cOx-f  R = Ox  -f 


OT  — Ox*  OT  -f  O* 


iOt 


iOx 
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On  peut  encore  trouver  le  rayon  R de  la  tour,  ou  directement 
la  distance  au  centre  r,  au  moyen  du  triangle  CTO,  rectangle 
en  T,  dans  lequel  on  a mesuré  le  côté  TO,  et  dont  on  connait 

l'angle  COT  qui  est  égal  à - i-y-- 


On  trouve  en  effet  CT  = R = TO.  tang.  y -j- - 


CO  = r = 


OT 


OT.  séc.  ~- 


ï 


Supposons  maintenant  que  C soit  le  centre  d une  tour  carrée 
ABDE  ( fig . 297).  Si  de  O,  les  extrémités  A,  D d'une  diagonale 
sont  visibles,  on  imagine  les  droites  qui  unissent  ces  points  au 
lieu  de  l’observation,  et  à partir  de  ce  dernier,  on  porte  deux 
longueurs  Oa,  O d proportionnelles  b OA^OD  qui  sont  mesura- 
bles. Le  milieu  de  AD  appartiendra  h la  direction  OC.  Une  au- 
tre méthode  consiste  à abaisser  OP  perpendiculairement  sur  la 
face  AE  ou  sur  son  prolongement.  On  suppose  Cm  perpendi- 
culaire aussi  sur  AE,  et  l’on  a deux  triangles  semblables  Cmq, 
O pq,  qui  fournissent  la  proportion  suivante 


de  lk 


Cm  l mq  Op  l pq  ou  Cm  l mq  Cm  + Op  mq  -p  PI 

Cm  X mp 
™,=  Cm  + Op 


et  tout  est  connu  dans  le  second  terme,  m est  k égale  distance  de 
A et  E;  la  position  de  q est  donc  déterminée  ; puis  en  prenant 
l’angle  entre  OG  et  O q on  aura  y. 

Pour  obtenir  la  distance  au  centre  r,  on  a 


r*=Qq+Cq  = 0q  + [/ 

ou  encore, 

„ „ Cm.  Oa 

c?  : o?  ; : Cm  : Op,  tq  «=  ■ 

r = Oî-fCv=0,  + -^=0?  ^4-^)  = ^(0p+O) 

Quand  la  base  sera  un  polygone  irrégulier,  on  emploiera,  pour 
arriver  k la  connaissance  des  éléments  de  réduction,  les  procédés 
que  peut  fournir  la  géométrie  : mais,  si  la  recherche  devenait 
trop  difficile  ou  trop  incertaine,  il  faudrait  faire  choix  d’un  au- 
tre point  de  station  et  abandonner  celui-lk. 
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Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  de  la  correction  de  phase  : mais 
comme  elle  est  lrès-rarementemployée,nousnousab6tiendronsde 
nous  en  occuper.  Nous  nous  bornerons  à dire  qu’elle  est  due  à ce 
que  le  signal  que  l'on  observe  étant  éclairé  par  le  soleil  et  son  axe 
n'étant  pas  visible,  on  pointe  sur  le  milieu  do  la  partie  éclairée, 
et  alors,  le  rayon  visuel  ne  passe  généralement  pas  par  l'axe  du 
signal. 

406.  Calcul  det  triangle s.  Après  avoir  fait  subir  aux  angles  ob- 
servés les  corrections  relatives  aux  réductions  au  centre  et  k 
l'horizon,  ils  appartiennent  aux  triangles  définitifs  que  l’on  doit 
calculer  pour  trouver  les  côtés  : s’ils  sont  encore  affectés  d'er- 
reurs, elles  ne  sont  dues  qu’h  l’incertitude  du  pointé  et  de  la  lec- 
ture, ainsi  qu'à  l’imperfection  de  l'instrument.  Si,  plus  tard,  nous 
avons  le  moyen  de  calculer  l’excès  sphérique  d’un  triangle,  nous 
le  comparerons  à l'excès  de  la  somme  des  trois  angles  corrigés  sur 
deux  droits,  et  la  différence  sera  l’erreur  dont  nous  venons  d'in- 
diquer les  causes. 

Ce  qui  se  présente  le  plus  naturellement  à l’esprit  pour  la  réso- 
lution du  triangle,  c’est  l’emploi  des  formules  enseignées  par  la 
trigonométrie  sphérique,  et,  en  particulier,  celle  qui  établit  une 
relation  entre  les  sinus  des  angles  et  ceux  des  côtés  ; mais  la  con- 
version en  arc  du  côté  connu  en  mètres,  l'introduction  de  la  va- 
leur du  rayon  de  la  terre , puis  enfin,  le  retour  des  côtés  trouvés 
par  leurs  sinus  à leurs  expressions  en  mètres,  et  tous  les  calculs 
intermédiaires,  rendent  cette  opération  beaucoup  plus  longue  que 
la  substitution  d’un  triangle  rectiligne  k celui  que  l’on  doit  ré- 
soudre} substitution  fondée  sur  un  théorème  de  Legendre,  dont 
tout  à l'heure  nous  allons  donner  la  démonstration.  La  conver- 
sion des  côtés  en  arcs  et  la  réciproque  ne  seraient  d’ailleurs  ri- 
goureusement exactes  que  dans  le  cas  où  la  terre  serait  parfaite- 
ment sphérique.  Son  aplatissement  est  cause  que  la  longueur 
du  degré  varie  avec  la  latitude. 

Il  existe  une  autre  méthode  qui  permet  encore  l'emploi  de  la 
trigonométrie  rectiligne  : c’est  celle  dans  laquelle  on  résout  le 
triangle  formé  par  les  cordes  qui  sous-tendent  les  côtés  du  tri- 
angle sphérique  : c’est  celle  que  Delambrc  et  Mechain  ont  em- 
ployée, lorsqu’ils  ont  calculé  la  chaîne  de  triangles  qui  a servi  à 
la  détermination  d'un  arc  de  méridien  de  Dunkerque  à Perpignan. 
Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  à son  égard , parce  qu’ainsi 
que  la  première,  elle  est  abandonnée,  et  qu'on  ne  fait  plus  ac- 
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tuellement  usage  que  do  celle  qui  s'appuie  sur  le  théorème  dont 
voici  l’énoncé. 

407.  Théorème  de  Legendre.  Lorsque  les  côtés  d’un  trianglo 
sphérique  sont  très-petits  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère,  on 
peut  le  résoudre  comme  un  trianglo  rectiligne  dont  les  côtés  ont 
môme  longueur,  et  dont  les  angles  sont  respectivement  égaux  à 
ceux  du  triangle  sphérique,  diminués  chacun  du  tiers  de  l’excès 
sphérique.  Les  quantités  que  l'on  néglige  dans  ce  cas  (car  l'énoncé 
n’est  pas  rigoureusement  exact),  ne  sont  que  du  quatrième  ordre, 
relativement  aux  fractions  qui  représentent  les  rapports  des  côtés 
du  triangle  au  rayon  de  la  sphère. 

Soient  A,  B,  C,  a,  b,  c,  les  éléments  du  triangle  h résoudre; 
A',  B',  C',  a,  b,  c,  ceux  du  triangle  qu’on  lui  veut  substituer  ; il 
s'agit  de  trouver  les  différences  qui  existent  entre  A et  A',  B et  B', 
C et  C'.  Désignons-les  par  x,  x'.x'1,  et  nous  aurons  \=\!  -\-x, 
d’ou 

cos. A =cos.  (A'-f-  fr}«=  cos.A'cos.at  — sin.A*  sin.x. 

La  différence  x étant  très-petite,  comme  nous  aurons  occasion 
de  le  reconnaître  par  la  suite  de  la  démonstration,  nous  pour- 
rons, en  remplaçant  sin.  x et  cosin.  x par  leurs  développements 
en  séries,  négliger  les  termes  contenant  des  puissances  de  x su- 
périeures à la  première,  il  en  résultera 

C09.A  = cos.A' — x sin.A* 

Si  maintenant  nous  supposons  menés,  du  centre  de  la  terre,  les 
rayons  qui  aboutissent  aux  sommets  A,  B,  C,  ils  perceront  une 
sphère  concentrique  ù la  terre  et  d’un  rayon  égal  à l'unité,  en 
trois  points,  qui  formeront  un  triangle  semblablo  au  triangle 
donné  : désignons  ses  côtés  par  »,p,y,  qui  ne  sont  autre  chose  que 

",  -,  c-  et  ses  angles  par  les  mêmes  lettres  A,  B,  C;  puisqu’ils 

sont  formés  par  les  mêmes  plans  qui  déterminent  ceux  du  tri- 
angle tracé  sur  la  surface  du  globe. 

Nous  aurons  dans  ce  nouveau  triangle 

cos.at  = cos.jS  cos.  Y -J-  sîn./3  sin-Y  cos. A. 

Les  rapports  que  représentent  »,  p,  y.  sont  très-petits  ; nous 
aurons  donc  une  exactitude  plus  que  suffisante  en  conservant 
les  quatre  premières  puissances  dans  les  développements  de  leurs 
lignes  trigonométriques  : il  viendra  ainsi,  en  mettant  en  évidence 
les  côtés  donnés  a,  b,  e. 
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e-£)c-Ê)— (-*+»)- 

(•-£+£)(• -£+£) 

ou,  en  effectuant  les  multiplications  indiquées  et  no  conservant 
que  les  termes  du  quatrième  ordre, 

/ 62-f-c2\  a2  a 4 

rl0-—  )C08A  = <-^ï  + n7V- 

, _ç_  c1  41  4*  4V» 

+ 27»  — 24 .ri*’"  2rt_  24.r‘*“  4m 

Réduisant  et  dégageant  cos.  A de  son  coefficient 

...  . _ ♦ /4«q-c«—  a»  4*  + c<  — o<+64«c*\/1  4*  -f- c*\ — t 

fcv  * u7r*  JC  firî  J 

Dans  le  développement  du  dernier  facteur,  il  est  inutile  d’aller 
nu  delà  du  douxièmo  terme,  puisque  le  suivant  étant  de  qua- 
trième puissance  par  rapport  à b et  à c,  donnerait  en  effectuant 
ensuite  le  produit  indiqué,  des  termes  do  puissances  que  nous 
avons  regardées  comme  négligeables  : ce  développement  se  réduit 

donc  à 1 ot  la  valeur  de  cos. A devient 


fi r» 


COS.A  = — 


t /42-f-4*— (jl  4^r* — a<-|-64*el  4<-|-4,r*q-4*c*-f-''< — a*4* — a»c*\ 


4e^" 

ou  en  réduisant 


24. r’ 


12.r* 


'J 


4 Z + c«  — «1  , a<-f-4»-fc<— 2 («sW+aleï+4*e*î 
~ ibe  + 24.4e.ri 


Mais,  en  vertu  du  n°  30  du  livre  I,  chap.  6,  cos.A 
Donc , 


_ 41-f  e* — ul 
24c 


. o*+44-fc*-2(aî41+<i«cH-4*e« 

cos.A  = cos.A' H — — -ji — *=*  cos.A' q-  M. 

24.4.e.rs  1 


Nous  avons  posé  plus  haut 


cos.A  = cos  A'  — x sin.A1,  donc  M =.  — j sin.A'. 

\9 


J 


I 
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En  nous  rappelant  que  sin.2  A'  = 1 — cos.2  A',  nous  pouvons 
écrire 

[kï-\-rï—al 

$in.2A>=1-f  ^ J = - 4627Ï 


4.6*c* 


ou  encore 


— bt.  sin.* A*  = 


2(o*4»+n*«*+4*c») 

’ * ÏJc 


Celte  valeur  est,  comme  on  peut  le  remarquer,  égale  à M mul- 
tiplié par  6r2,  donc  M = . et,  par  suite,  en  égalant  les 

deux  valeurs  de  M , 


JC  BtQ.A1  = ■ 


bc.  sin.*A* 
6.r* 


ou  enfin  x = 5 


bc.  s'm. A' 
2r* 


Supposons,  pour  trouver  ce  qu’exprime  cette  valeur  de  x,  que 
la  figure  298  représente  le  triangle  rectiligne  équivalant  au  sphé- 
rique tracé  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  l’unité  : ses  côtés  se- 
ront?, -,  ?,  sa  surface  sera  s=  h ; mais  h=~r  sin.  A',  donc 

S = î j-f  sin.A'. 

Si  l’on  avait  cherché  x'  et  x1',  on  aurait  trouvé  les  expressions 

analogues  ac ' , £ — ^”‘C-  qui  représentent  également  la 

surface  dii  même  triangle.  Nous  concluons  d’abord  de  ce  fait  que 
x = x’  = x' , et  qu’ainsi 


A + B+C  = A'+B'+C'  + .V  OU  3*  = A-f-B  + C — 200*. 

Il  est  donc  démontré  que  la  correction  est  la  même  pour  les 
trois  angles,  et  de  plus,  que  3a:  étant  l’excès  sphérique  que  nous 
savons  (n°56)  exprimer  la  surface  du  trianglo  tracé  sur  la  sphère 
qui  a l’unité  pour  rayon , les  deux  triangles  sont  équivalents  en 
surface.  La  même  relation  existera  évidemment  entre  celui  qui  - 
est  formé  sur  la  terre  et  le  triangle  rectiligne  analogue.  - 
Il  découle  encore  un  avantage  de  ce  qui  précède,  c’est  de  pou- 
voir trouver  l’excès  sphérique  sans  l’emploi  des  trois  angles;  mais 
bien  au  moyen  de  l’un  d’eux  et  des  côtés  qui  le  comprennent,  ou 
au  moyen  des  trois  côtés.  Comparant  donc  l’excès  ainsi  obtenu 


Digitized  by  Google 


autre  démonstration  par  puissant.  387 

avec  l’excédant  des  trois  angles  sur  deux  droits,  la  différence  sera 
l’erreur  commise  dans  les  observations. 

Nous  venons  de  trouver  l'expression  de  l’excès  sphérique 
égale  à celle  du  triangle:  mais,  comme  le  résultat  doit  être  une 
certaine  quantité  do  secondes  et  non  un  nombre  abstrait,  il  faut 
diviser  par  sin. 1".  . 

Si  l'on  voulait  l’excès  sphérique  en  fonction  d'un  côté  et  des 
angles  adjacents,  on  remarquerait  que  . 


ce  qui  donne 


A.  sin.C b.  sin.  (A -(-B) 

sin. B sio.B 


S ou  3e 


S*  sin. A.  siu.  (A  + B) 
î.  r»  ' sin  B.  sin. 1" 


Les  deux  valeurs  de  l’excès  sphérique  que  nous  venons  d’in- 
diquer ne  pourraient  se  réduire  en  tables,  parce  .que  l’une  et 
l’autre  contiennent  trois  variables. 

Dans  ce  cas,  on  leur  substitue  l’expression  que  nous  allons 
présenter  ici  et  qui,  comme  celles  de  réduction  au  centre  et  à 
l’horizon,  se  compose  de  deux  termes. 

On  divise  le  triangle  en  deux  rectangles:  la  surface  de  l’un  est 


exprimée  par 


A’  sin.A'  eos.A' 
2R* 


. a*  sin.B'.cos.B' 

et  celle  de  1 autre  par  . 

d’où  l’on  déduit  pour  la  surface  totale 


A1  sin. A'  cos.A'4-  n1  sin  B'  cos.B? 

Ï71f> 


, A»sin.2A'-}-(i*  sin.2B' 
S“ 4RÎ 


. . » A»  3in.2AM-«J  sin.2B' 

et  par  conséquent  3«  = r-— tt. 

Puissant  a placé  dans  son  Traité  de  géodésie  une  table  calculée 
a l’aide  de  celte  formule,  et  qui  donne  chacun  des  termes. 

On  n’altère  pas  sensiblement  la  valeur  de  l’excès  sphérique, 
en  négligeant  les  centièmes,  les  dixièmes  et  même  les  unités,  de 
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a et  b,  ainsi  qtie  les  minutes  et  secondes  de  A et  B,  en  raison  du 
très-grand  dénominateur  RJ. 

Nous  avons  négligé  la  seconde  puissance  de  x dans  la  valeur  de 
cos.  A,  en  faisant  pressentir  que  cela  n'apporterait  pas  d'inexac- 
titude sensible  dans  les  résultats  : nous  sommes  actuellement  en 
mesure  do  justifier  celte  manière  de  procéder,  puisque  x étant  du 

deuxième  ordre  par  rapport  aux  très-petites  fractions 

son  c&rré  serait  du  quatrième  ordre.  Pour  faire  mieux  sentir  en- 
core le  peu  d'importance  de  cette  manière  d’agir,  prenons  un 
exemple  numérique  : supposons  que  les  côtés  soient  d’environ 
40000”.  C'est,  à quelques  rares  exceptions  près,  la  plus  grande 
dimension  qu’ils  aient.  Le  rapport  d’une  telle  longueur  à celle  du 
rayon  du  globe,  qui  est  6366000”,  est  représenté  par  0,00628, 
dont  la  quatrième  puissance  est  déjà  réduite  à 0,00000000155, 
quantité  inappréciable. 

408.  Voici  une  autre  démonstration  du  mémo  théorème,  due 
à M.  le  colonel  Puissant.  Soient  a,  b,  c,  A,  B,  C les  côtés  et  les 
angles  d’un  triangle  sphérique  : soient  a,  6,  c,  A , B',C',  les  élé- 
ments d’un  triangle  rectiligne. 

La  môme  notation  pour  les  côtés  des  deux  triangles  exprime 
sufiisamment  que  nous  les  supposons  de  mêmes  longueurs. 

On  peut  toujours  prendre  A'  et  B'  tels  qu’ils  diffèrent  l’un  et 
l’autre  d’une  même  quantité  x,  de  leurs  correspondants  A et  B. 
Nous  allons  déterminer  x;  et  nous  trouverons  que  sa  valeur  est 
aussi  celle  de  C — C'. 

Dans  le  triangle  rectiligne,  nous  aurons  7 — -S-IP'  ~ et 

‘ b un.  (B  — x) 

ÎÜri  = ^ans  lr‘an8'e  sphérique. 

Nous  savons  que  a étant  un  arc  de  grand  cercle  sur  le  globe, 
ou  a 


8in.o  a rt5  , 

r r 0.rs  I20.r5 


— etc.  ou  - = 
r 


i.a  , siu.o  / a*  \ 

r+6T.“—  0+sij 


en  négligeant  les  termes  supérieurs  à la  quatrième  puissance. 

Cette  dernière  transformation,  qui  n'est  pas  rigoureusement 
exacte,  n'entraîne  ü sa  suite  aucune  erreur  appréciable,  quand 
il  s’agit  d’un  arc  dont  te  rapport  au  rayon  du  globe  est  assez  petit 
pour  que  les  deux  extrémités  de  cet  arc  soionl  visibles  l’une  de 
l’autre. 
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Nous  pourrons,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  transformer  la  pre 
mièro  équation,  de  la  manière  suivante  : 


sin.  a ^ 

f a* 

! ‘ Or* J 

^ sin.  (A  — x)  sin. A cos  x — sin  x cos. A’ 

sin.  4 | 

r 4»  ' 

,4+ôT.j 

^ sin.  (B— x)  sin.B  cos.x  — sin.xcos.B 

sin. A 

T-.X 

sin.B 


1 — long  xcot.A 
1 — long.*  col  B 


sin.a  sia. A 

ou  encore,  parce  quo^-— B 


et  x égale  sensiblement  lang.x. 


a* 

' + ê7* 


1 + 


4* 

Ô7« 


1 — x colang.  A 
I — x colang.  B 


Résolvons  par  rapport  à x,  en  négligeant  les  termes  de  qua- 
trième puissance,  nous  aurons  successivement 

(l+  (4— *cot»Dg.B)=(l-|-g^)  (4  — colang.  A) 


et  enfin 


4» 

—j  — x colang. B =»  I -f-  =-  — x colang.  A 

= x 'cotang.B  — colang. A) 

4 


6.r» 

n»  — 4» 

G.r» 

a*  — 4s 


- = - (- 
U.r»  \c 


n) 


Uotaog.B  — colang. i 

On  sait  que  sin,  (A  — B)=r  sin.A.Cos.  B — sin.B. Cos. A, 
et,  par  conséquent 

sin.  (A  — B) 


sut.  A sin.  B 


= cotang.B  — colang.  A. 


Donc  enfin , 


a1— ht  sia. A sin.B 
6.r*  ' siu.(A— tyj 


Nous  voici  parvenus  à une  valeur  de  x en  fonction  de  quatre 
éléments  du  triangle  sphérique  : ce  que  nous  nous  proposons  ac- 
tuellement, c’est  de  faire  voir  que  celle  expression  représente  le 
tiers  de  la  surface  du  triangle  proposé. 

hc 

Soit  T colle  du  triangle  rectiligne,  nous  savons  que  T = ] -, 
sin. A',  d’ailleurs 
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b sin.B'  sin.B'  . , c.  sin.B'  , t sin.A'  sin.B' 

c = sm.C  sin.(A’+B'j  °U  sin.(A'-J-Br)  • C * r3sio.(A'+B' ) 


do 


sin.A'  ; sin.B'  ; sin.C', 

r r r 


on  lire 


a*  b*  r' 

; — ! I sin.*A'  — sin.*B'  ; sin.*C' 

ri  r*  r* 


OU  encore  n«  — b*  • fî  • • sin.A'  — sin  t'  ; sin.1  (Ar  -|-  B') 


par  conséquent 


(a*  — 6*) 


sin.»  (A'  +B') 
sin.*A'-rsin.*B' 


= («»— 6*) 


sin.1  (A'+B') 
sin.(A'+B'j  sin.(A'— Br) 


= (nî-4‘) 


sin.  (A'  + B') 
sin. (A'  — B') 


11  résulte  de  là,  en  introduisant  celte  valeur  do  C2  dans  celle 
de  T,  que 


t «2  — b * sin.A'.  sin.B' 
* r*  sin.  (A'—  Bf)’ 


A cola  près  que  A'  et  B'  remplacent  A et  B,  on  vpit  que  la  va- 
leur de  T est  le  triple  de  celle  trouvée  précédemment  pour  x , et 
si  l’on  remarque  que  les  sinus  de  ces  angles  diffèrent  très-peu, 

* puisque  les  angles  eux-mêmes  sont  égaux  à quelques  secondes 
près  ; qu’en  outre,  ils  sont  et  dans  T et  dans  x,  multipliés  par  la 

différence  des  carrés  des  forts  petits  rapports  * et  * , on  pourra 

diro  que  l’expression  de  la  surface  du  triangle  rectiligne  est 
aussi  celle  du  triangle  sphérique,  et  qu’ainsi  x en  est  le  tiers  ; 
mais  nous  savons  (n°  50) , que  la  surface  du  triangle  sphérique 
= A-f-B  + C — (A'  + B'  + C). 

B’ailleurs,  paire  que  nous  venons  do  trouver  A,  + B -+  G — 
(A'  + B'  G') üx  •+-  x'1  et  2x  = * surface  du  triangle,  il  suit 
que  x'1  = J surface  trianglo  — x = C — C'. 

109.  Supposons  quo  l’on  ait  recueilli,  sur  le  terrain,  tous  les 
éléments  des  formules  de  réduction  que  nous  avons  démontrées  : 
voici  quelle  est  la  marche  des  calculs. 

La  réduction  des  angles  à l’horizon  se  fait  au  moyen  des  deux 
labiés  dont  nous  avons  parlé. 

Pour  la  réduction  au  centre,  on  est  obligé  de  calculer  les  côtés 
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qui  entrent  aux  dénominateurs  des  termes  do  la  correction.  Ceci 
supposant  les  angles  connus,  semblerait  indiquer  un  cercle  vi- 
cieux : mais  comme  il  suffit  d'avoir  ces  côtés  d'une  manière  ap- 
prochée, on  se  sert  des  angles  observés  que  l’on  réduit  à valoir 
200“  les  trois,  en  retranchant  de  chacun  le  tiers  de  l’excédant  ; 
puis,  on  les  calcule  provisoirement  d’après  la  relation  des  côtés 
proportionnels  aux  sinus  des  angles  opposés.  Dans  ces  calculs 
provisoires,  on  prend  les  logarithmes  à 4 ou  5 décimales  pour  le 
premier  ordre,  et  h 3 seulement  pour  le  second  et  le  troisième. 
On  peut  même  se  contenter  de  la  longueur  approximative  des 
côtés  fournis  par  un  canevas  fait  avec  soin. 

On  passe  ensuite  aux  calculs  de  réduction  au  centre  pour  les- 
quels on  peut  employer  différentes  méthodes.  Ce  sera  à l’aide  des 
tables  de  logarithmes,  ou  avec  des  tables  analogues  à celles  do 
réduction  b l'horizon,  ou  d’une  manière  graphique  au  moyen 
d’une  figure  imaginée  par  lo  colonel  Epailly,  ou  enfin  assez  sim- 
plement, au  moyen  d'une  table  do  logarithmes  h 3 décimales  on 
une  feuille  : elle  contient  les  logarithmes  des  sinus  de  0‘  à 100« 
diminués  de  celui  de  sin.  lw  ; puis  ceux  des  nombres  naturels  de 
0 b 400,  qui  peuvent  appartenir  b des  nombres  beaucoup  plus 
grands,  en  mettant  la  caractéristique  convenable.  Cette  table 
préparéo  par  M.  le  commandant  Poudra,  nous  parait  êlro  ce  qu’il 
y a do  plus  commodo. 

Les  angles  étant  corrigés,  on  fait  leur  somme  pour  chaque 
triangle,  et  l’on  retranche  do  chacune  le  tiers  de  l'excédant  sur 
200'.  Do  cette  manière,  l’erreur  d’observation  est  comprise  im- 
plicitement dans  la  quantité  qu’on  retranche  de  chaque  angle. 
Quand  on  veut  connaître  le  degré  de  précision  avec  lequel  on 
opère , on  calcule  b part  l'excès  sphérique  qui  a pour  expres- 
sion *f-'  -in'^-  : on  le  compare  b la  quantité  dont  la  somme  des 

2 r*  SID .<* 

trois  angles  surpasse  200'  et  la  différence  est  l’erreur  duo  aux 
observations. 

Celle-ci  dépend  de  l’imperfection  des  instruments,  do  l’incer- 
titude du  pointé  ét  do  la  lecture , enfin,  de  quelque  inexactitude 
dans  les  éléments  de  réduction.  Elle  est , au  surplus,  toujours  peu 
considérable. 

Ayant  les  angles  corrigés,  on  calcule  les  côtés  définitifs  en 
partant  do  la  base  connue  ; on  prend  les  logarithmes  avec  7 dé- 
cimales pour  le  premier  et  le  deuxième  ordre , et  b 5 pour  le 
troisième. 
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410.  Nous  avons  résolu  graphiquement  en  topographie,  n°*99, 
et  suivants  , un  problème  qui  a pour  but  la  détermination 
d'un  point  au  moyen  de  trois  autres  : ce  problème  se  présentant 
aussi  parfois  en  géodésie,  nous  allons  en  donner  la  solution  ana- 
lytique. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  dans  lequel  on  veut  déterminer  la 
position  de  D ( (!g . 299]r connaissant  les  trois  côtés  a,  b,  c,  et  les 
angles  a et  p observés  en  D.  Deux  yoics  conduisent  également  au 
résultat  : on  peut  chercher  les  angles  x et  y,  puis  résoudre  les 
deux  triangles  ACD,  BCD  pour  obtenir-les  côtés  AD,  BD,  CDj  ou 
bien  chercher  directement  ces  côtés. 

Les  deux  triangles  ACD,  BCD  donnent  deux  valeurs  du  côté 
commun  CD  : les  égalant,  il  vient 

h.  ou  A sin.a  sin.x  = a siu. [5  sin. y (t) 

siu.fi  sin.a 

La  somme  des  quatre  angles  du  quadrilatère  est  égale  à 400*  ; 
on  a donc 

* + p + 't  + x+ij=  V00«  et  y = tOQ  — (a+#4  Y)  — * 

a,  3 et  Y sont  connus:  faisons  400 — (a-}-p-4-Y)=d,  nous  au- 
rons y — f — as  (1)  valeur  qui,  substituée  dans  l’équation  (1),  la 
transformera  en  la  suivante 


b sin  a siu  x — o sin.fi  sin.  (/  — x)=  o 


ou 

b.  sin.a  sin.*  — a sin.fi  sin./.  cos.x  + « sin.fi  cos./  sin.x  = 
puis,  en  divisant  par  sin.  x 


O 


do  là , 


b.  sin.a  — o sin./Ssio.8  cotang .x  + a sin.fi  cos.<J=  « 

b sin.a  + o sin.fi  cos./  . „ . A sin.a 

cotang. x — „ = cotang./  • (- 


« sin./S  siu./ 


o sin./S  siu./ 


et  enfin  , en  mettant  cotang.  / en  facteur  commun 

. bsin.ee  \ 

cotang. x = cotang./  . lio./9  co s./J 

Ensuivant  une  marche  analogue,  on  trouvera 

JE  /,  , OBin.fi  \ 

cotang . y =»  cotang./  [ t + - ;) 

^ osin  a cos. S/ 

Il  sulhra  pour  cola,  de  remplacer  dans  (T,  siu.  x par  sa  valeur 
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siii.  (J  — y),  (ondée  sur  l'équation  (.2),  qui  d'abord  avait  donné 
y en  fonction  do  x. 

La  seconde  méliiodo  donne  les  côtés  : puis  ensuite,  c'est  en 
résolvant  les  triangles  ADC,  BDC,  que  l’on  détermine  x et  y. 

Si  nous  imaginons  une  circonférence  passant  par  les  trois  points 
A,  B,  D,  et  si  nous  prolongeons  la  droite  DC  jusqu'à  ce  qu  elle 
coupe  la  circonférence  en  E,  nous  voyons  que  les  angles  EAB, 
EDB  sont  égaux,  comme  ayant  pour  mesure  commune  la  moitié 
de  l’arc  BE  : il  en  est  de  même  de  ADE,  ABE. 

Ainsi,  dans  le  triangle  ABE,  on  connaît  le  côté  AB  ou  C,  et  les 
angles  EAB  ou  a,  EBA  ou  p,  et  en  le  résolvant,  on  trouve  les 
côtés  AE,  BE.  Maintenant,  on  résout  le  triangle  BEC,  dans  le- 
quel sont  connus  BC,  BE,  et  l’angle  compris  (3  — B : et  l’on  con- 
naît ainsi,  l'angle  CEB  ou  DEB. 

Des  six  éléments  du  triangle  BDE,  on  a deux  angles  a,  E ; puis 
le  côté  BE  opposé  à l’un  d’eux  : donc  on  peut  déterminer  les 
trois  autres  qui  sont  l’angle  y el  les  distances  i)B,  DE.  On  aurait 
trouvé  de  la  même  manière,  l’angle  x et  les  côtés  DA,  DE.  Ce  der- 
nier, commun  aux  deux  triangles,  devient  ainsi  un  moyen  de  vé- 
rification. Si  l'on  en  retrancho  enfin  CE  calculé  précédemment, 
on  a CD. 

CHAPITRE  Y. 

PROJECTION  DES  POINTS. 

•111.  Lorsque  le  réseau  géodésique  est  complètement  calculé, 
on  n'a  pas  encore  tous  les  éléments  nécessaires  pour  ussignerla 
place  qu'occupent  les  sommets  sur  le  globe.  11  faut  connaître  aussi 
les  latitude  et  longitude  d’un  point  de  départ  et  l’azimut  d'un 
premier  côté,  c'est-à-dire  l'angle  qu’il  fait  avec  le  méridien  qui 
passe  par  l’une  de  ses  extrémités. 

L'observation  astronomique  de  ces  trois  éléments  suffirait  à la 
rigueur  : car,  ayant  placé  exactement  la  base,  on  pourrait,  con- 
naissant la  longueur  des  côtés,  rapporter  tous  les  autres  points  par 
les  intersections  successives  d'arcs  de  cercles;  mais  d'abord  ce 
moyen  devrait  être  rejeté,  quand  bien  même  la  terre  serait  plane, 
à cause  de  l’accumulation  successive  des  erreurs  : à plus  forte 
raison  quand  le  réseau  est  d'une  grande  étendue,  puisqu'alors  il 
embrasse  une  calotte  sphérique  qui  n'est  pas  développable.  On 

5» 
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place  les  points  isolément,  soit  par  leurs  distances  à la  méridienne 
et  à la  perpendiculaire,  soit  par  leurs  latitudes  et  longitudes.  Pour 
employer  ce  dernier  moyen,  adopté  aujourd’hui  pour  la  nou- 
velle carte  de  France,  il  faut  déduire  les  latitudes  et  longitudes  de 
tous  les  points  du  réseau,  de  celles  d'un  premier  point  et  de  l’azi- 
mut de  l'un  des  côtés.  Bientôt  nous  donnerons  les  formules  né- 
cessaires h la  résolution  de  ce  problème  ; mais,  en  attendant,  nous 
pouvons  faire  voir  ici  que,  si  la  terre  était  sphérique,  la  ques- 
tion so  réduirait  à la  résolution  d'un  triangle. 

412.  Soit  AB  {fii 7.300)  la  base,  on  connaît,  par  l’observation,  la 
latitude  AA'  et  par  suite  son  complément  AP,  l'arc  AB,  et  l'azi- 
mut  ou  l'angle  PAB=  Z • — 200*.  En  résolvant  donc  le  triangle 
PAB,  on  déterminera,  au  moyen  des  analogies  de  Neper,  les  deux 
angles  B cl  P.  Le  premier  est  le  supplément  à l’azimut  de  AB 
par  rapport  au  méridien  de  B,  le  second  n’est  autre  chose  que  la 
différence  en  longitude  mesurée  par  A'B1.  Enfin  la  proportion 
desqualrc  sinus  fournil  BP  complément  de  la  latitude  de  B. 

A l’aide  du  nouvel  azimut  et  des  éléments  du  triangle  sui- 
vant, on  arrivera  de  même  aux  latitude  et  longitude  d'un  troi- 
sième point,  et  ainsi  de  suite.  Les  choses  ne  se  passent  pas  aussi 
simplement  sur  le  sphéroïde  terrestre,  et  nécessitent  des  formu- 
les dont  la  recherche  est  beaucoup  plus  compliquée. 

Lorsqu’on  connaît  ainsi  les  coordonnées  qui  précisent  la  posi- 
tion des  points  sur  la  terre,  il  faut,  pour  pouvoir  les  utiliser  k la 
confection  de  la  carte,  imaginer  le  globe  divisé  par  certaines  li- 
gnes principales,  adopter  une  hypothèse  en  vertu  de  laquelle  on 
les  projette  sur  un  plan  et  rapporter  les  points  sur  cette  projec- 
tion. 

Parmi  tous  les  systèmes  de  projection  imaginés  jusqu'à  ce  jour, 
nous  allons  parler  de  deux  des  principaux  : celui  que  Cassini 
avait  adopté  pour  sa  carte  de  France,  et  celui  de  Flamstead  mo- 
difié et  employé  au  Dépôt  général  de  la  guerre,  pour  la  confec- 
tion de  la  nouvelle  carte  (Fot'r,  pour  plus  do  détails,  le  ch.  X, 
qui  traite  des  projection»,  n"*  462  et  suivants). 

V13.  Dans  la  projection  de  Cassini,  on  imagine  le  méridien 
principal  SN  [fig.  301),  partagé  en  parties  égales  : par  chaque 
point  de  division  et  par  le  diamètre  OE,  on  fait  passer  des  plans 
perpendiculaires  à celui  dcSN.  On  divise  de  même  le  grand  cer- 
cle OE,  et  par  chaque  point  on  mène  des  plans  parallèles  k celui  de 
SN.  Alors  tous  les  points  d intersection  tels  que  M,  peuvent  être 
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déterminés  parles  deux  coordonnées  MA,  AP,  que  l'on  désigne 
sous  le  nom  de  distances  à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire. 
Dans  la  projection,  on  développe  la  méridienne  SN  et  la  perpen- 
diculaire OE  en  lignes  droites,  suivant  S'N',  O'E'  ( fig . 302).  Sur 
chacune  de  ces  lignes,  on  porte  des  degrés  respectivement  égaux 
à ceux  du  globe,  et  par  les  points  de  division  on  trace  des  paral- 
lèles aux  projections  de  la  méridienne  et  de  la  perpendiculaire  ; 
ces  parallèles  sont  considérées  comme  projections  des  arcs  do 
cercles. 

Le  point  M'  correspondant  h M,  a pour  coordonnées  rectangu- 
laires A'M',  A 'P'.  Si,  par  exemple,  le  méridien  principal  et  l’é- 
quateur sont  divisés  de  grade  en  grade,  c’est-à-dire  si  les  di- 
visions ont  100  mille  mètres,  les  coordonnées  de  M'  seront 
100000"  et  300000“. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  des  points  qui  tombent  dans  l'in- 
térieur de  l’un  des  quadrilatères,  il  faut  déterminer  les  correc- 
tions à faire  à celles  de  l’un  quelconque  des  angles  de  ce  quadri- 
latère et  l’on  y arrive  par  les  résolutions  de  triangles  rectangles, 
ou  plutôt  encore  la  latitude  et  la  longitude  d’un  point  de  départ 
étant  observées,  on  les  traduit  en  mètres,  ce  qui  fixe  les  coordon- 
nées de  ce  point. 

Occupons-nous  de  placer  les  sommets  des  triangles  sur  la  pro- 
jection, au  moyen  des  longueurs  de  côtés  et  d’un  premier  azi- 
mut, c’est-à-dire,  detrouver  les  valeurs  des  coordonnées  A'M', 
A 'P',  en  fonction  de  ces  données.  Si  donc,  P'M'  est  un  côté  connu, 
le  triangle  M'P'A’  fournira  les  relations  suivantes 

A 'P'  = P'M'  cos.  A 'P'M';  A'M'  = P'M'  sin.A'P'.M' 

ou,  en  désignant  le  côté  par  K et  on  considérant  les  droites  VS  , 
O'E',  comme  les  axes  des  coordonnées  a:  et  y; 

x *=  Kcos.A'P'M'  y = K sin.A’P'M' 

L angle  A'P'M'  est  connu  en  fonction  de  z : comment  expri- 
primera-t-on  ses  lignes  trigonométriques  en  fonction  de  z ? C’est 
co  que  nous  allons  voir  en  supposant  le  point  M successivement 
placé  dans  les  quatre  angles  droits  que  forment  entre  eux  les 
axes  des  x et  des  y.  D’abord,  laissons  le  point  en  M',  et  rappe- 
lons-nous que  les  azimuts  se  comptent  depuis  0*  jusqu’à  400‘, 
en  partant  du  sud  et  se  dirigeant  vers  l’ouest. 

A’P'M'=*  — 200';  sin.A'P'M'  = — sin.s  ; co*. A'P'M'*»  — cos.i 
x = — R cos. 5;  y as  — R sin.3. 
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Dans  l'angle  opposé,  le  triangle  A"P'M"  donne 

VP  = K cos  AI,1,'M1'  el  K »in.A"PW" 

c’est-à-dire  *=4-Kcos.ï  el  y=+Ksin.s. 

Pour  M1";  A'P'=Keos.A'P'MW;A'M"/=K»io.A.'P'5l"'; 

mais  A'P'M'"— Î00— z,  donc  nio.A'P'M'*=-f  sin.*;  eo>.A'P'M»,=— eos.t 

d’où  x *=  — K cos.  s et  y = -(-Ksio.ï 

Enfin,  en  considérant  la  dernière  position  M,T,  nous  voyons  que 
ar=-f-E.  cos  z;y=  — K.  sin.  z.  En  ayant  égard  aux  signes  des 
coordonnées,  on  ne  pourra  donc  passe  tromper  sur  la  région  dans 
laquelle  doit  être  placé  le  point  calculé. 

Celte  règle  des  signes  est  une  conséquence  de  la  convention 
établie  pour  la  manière  de  compter  les  azimuts. 

L’extrême  facilité  du  calcul  des  distances  à la  méridienne  et 
ù la  perpendiculaire,  a pu  faire  adopter  ce  mode  de  projection, 
lorsque  toutefois  la  surface  à décrire  n'est  pas  très-considérable. 
Cassini  l'avait  choisie  pour  la  France,  par  la  raison  que  ce  pays 
est  plus  étendu  du  nord  au  sud  que  de  l'est  ù l’ouest,  el  que  c est 
dans  ce  dernier  sens  que  l'altération  est  la  plus  sensible,  comme 
on  peut  en  juger  à la  simple  inspection  de  la  figure  301 . 

41i.  Pour  la  nouvelle  carte  de  la  France,  on  s’est  servi  d une 
projection  plus  exacte  : celle  de  Flamstead  modifiée.  A oici  en 
quoi  elle  consiste  : on  suppo^p  l’équateur  et  le  méridien  principal 
divisés  en  parties  égales  j on  imagine  des  méridiens  passant  pai 
tous  les  points  de  division  de  l'équateur  et  des  parallèles  à l équa- 
teur par  toutes  les  divisions  du  méridien  principal.  Pour  en  avoit 
la  projection,  on  trace  sur  le  papier,  le  grand  axe  CX  qui  repré- 
sente le  méridien  principal  rectifié.  D’un  point  Cdc  cette  droite 
comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à la  cotangcnte  du  parallèle 
moyen  de  la  partie  du  globe  que  l’on  veut  décrire,  de  celui  du 
50e  grade,  par  exemple,  s’il  s'agit  de  la  France,  on  décrit  une 
portion  de  circonférence  BAE.  Tous  les  autres  parallèles  sont  re- 
présentés par  des  ares  concentriques  décrits  du  même  point  C,  à 
une  distance  l’un  de  l’autre  égale  à la  partie  rectifiée  du  méri- 
dien comprise  entre  ces  parallèles  sur  la  terre  : on  prend  ensuite, 
sur  chacun  des  parallèles,  lés  degrés  de  longitude,  tels  que  les 
donne  la  lÿi  de  décroissement  de  l’équateur  aux  pôles,  c'est-à- 
dire  proportionnels  aux  rayons  de  ces  parallèles  ou  au  cosinus  de 


Digitized  by  Google 


'*  PROJECTION  DES  POINTS.  39" 

leurs  latitudes.  Enliu,  on  fait  passer,  par  chaque  série  de  points 
correspondants,  une  ligne  courbe  qui  représente  un  méridien,  et 
tous  les  autres  s'obtiennent  de  la  même  manière. 

Soit  A ( fig . 305)  un  point  dont  la  latitude  est  50",  et  AC  une 
tangente  au  méridien  MP  passant  par  ce  point:  AC  est  évidem- 
ment la  tangente  de  l’angle  AOP  complément  de  la  latitude  : elle 
est  donc  la  cotangente  qui,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
doit  être  le  rayon  de  la  projection  du  parallèle  moyen.  Dans  le 
cas  particulier  que  nous  considérons,  elle  est  égale  au  rayon  de  la 
terre,  puisque,  dans  le  triangle  AOC  rectangle  en  A,  l’angle  O 
étant  de  50s,  l’angle  C lui  est  égal. 

La  même  figure  fait  voir  encore  que  le  rayon  Fl)  d’un  paral- 
lèle quelconque  sur  le  globe,  n'est  autre  chose  que  le  cosinus  de 
sa  latitude.  EdOh,  AF  étant  rectifié  sur  AC,  le  point  F vient  en 
F',  et  CF'  est  le  rayon  de  la  projection  de  ce  .parallèle. 

Dans  la  pratique,  il  est  souvent  impossible  de'tracer  ces  arcs 
do  cercle  d’une  manière  continue.  Ainsi,  le  rayon  de  la  terre, 
supposée  sphérique  étant  G36G198",  pour  une  carto  de  la  Franco 
à l’échelle  de  0,00001,  le  rayon  du  parallèle  moyen  est  égal  à 
63'", 662.  Afin  de  remédier  à cet  inconvénient , on  a imaginé  de 
calculer,  pour  chaque  parallèle,  la  position  sur  le  plan  de  projec- 
tion d une  suite  do  points  également  espacés,  et  assez  rapprochés 
poor  que  le  petit  arc  compris  entre  deux  points  consécutifs  puisse 
être  sans  erreur  sensible,  considéré  comme  une  droite.  On  rap- 
porte cette  position  aux  axes  CX  et  CY  ( fig . 30V).  Le  premier  est 
le  méridien  principal,  le  second  est  une  droite  perpendiculaire 
passant  par  le  centre  commun  C. 

Proposons-nous  de  déterminer  la  position  d'un  point  tel  que  F, 
on  supposant  la  terre  sphérique  et  sa  circonférence  égale  à V0 
millions  de  mètres. 

Soient  11=6366198'”  le  rayon  de  la  terre. 

L,  la  latitude  du  parallèle  moyen  BAE  que,  pour  géné- 
raliser la  question,  nous  ne  supposerons  pas  celui  de 
50»,  mais  quelconque, 
l,  la  latitude  du  parallèle  FDK, 

P,  la  Iongitudo  du  point  F. 

Cherchons  CG,  FG  ou  x et  y en  fonction  de  P et  de  l,  longi- 
tude et  latitude  de  F.  On  a,  en  désignant  l’angle  FCG  para, 

* x =*  CF,  cos  <x%  y = CF.  sin.ot. 

Mais  CF=  CD  C.\  - AD  c=,R  coung  L - AD. 
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AD  est  le  développement  de  l'arc  /—  L du  méridien,  compris 
entre  le  parallèle  moyen  et  le  parallèle  FDK.  Cet  arc  sera  évalué 
en  mètres,  d'après  la  relation  , 1 grade  en  latitude  = 100000 
mètres. 

En  appelant  M le  nombre  de  mètres  contenus  dans  AD,  nous 
aurons 

CF  = R cotang.L  — M 

Pour  déterminer  l’angle  a correspondant  à une  longitude  P sur 
le  parallèle  qui  a pour  latitude  l,  nous  ferons  remarquer  qu'un 
arc  quelconque  de  ce  parallèle  est  dans  le  développement,  re- 
présenté par  un  autre  arc  de  même  longueur,  mais  de  rayon  dif- 
férent, et  qu’ainsi  les  amplitudes  de  ces  arcs  sont  en  raison  in- 
verse des  rayons  (*):  or,  l'arc  du  parallèle  qui  contient  un 
nombre  de  grades  marqué  par  P,  a pour  rayon  R,  cos.  I,  L’arc 
du  développement  qui  a même  longueur  et  qui  contient  un  nom- 
bre do  grades  désigné  para,  a pour  rayon  R.colang.  L— M : donc 
on  a la  proportion 

Rcotang.L  — M JR  cos.t  "Pîa  d'où  a = P~ — — - 

R.  colang.L — M 


Substituons  les  valeurs  de  CF  et  de  a dans  celles  de  x et  de  y, 
et  nous  aurons 


■v=  (R  colang.L  — M)  cosin. 


P.R.  cos.t 
R colang.L— M 


jr=  [R  colang.L  — M)  sin. 


P.R.  cos.t 
R colang.L — M 


Réciproquement,  connaissant  les  coordonnées  x et  y de  la  po- 
sition sur  le  plan  de  projection  d'un  point  F,  il  serait  facile  de 

trouver  sa  latitude  et  sa  longitude  : car  on  a CF  = Cl)  — = 

siu.s 

X Y 

et  I angle  a peut  être  déterminé  par  la  relation  tang.a  = 


l ) Les  arcs  DF, AB  ( ftg . 30C)  sonl  supposés  do  même  longueur  : nous  voulons  fairo 
voir  que  les  angles  qu’ils  sous-tcndcnl  sont  en  raison  inverse  des  rayons.  D'abord 

AB  : DE  : : AC  : CD  ; on  a aussi  DF  : DE  ; ; DCF  : DCE. 

D’ailleurs  AB  = DF,  donc  AB  : DE  ; : DCF  ; DCE, 
el,  il  cause,  du  rapport  commun,  DCF  : DCE  ” AC;  CD. 

Les  angles  DCF,  DCE  étaut  mesurés  par  les  arcs  AB, DF,  il  s’ensuit  que  le  nombre 
Je  grades  compris  dans  chacun  de  ces  arcs  ou  leurs  amplitudes  sont  en  raison  inverse 
des  rayons  avec  lesquels  ils  sonl  décrits. 
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Ensuite,  on  a M ou  CA — CD  :=  H eolang.L — | qui,  converti 

en  arc,  au  moyen  de  ce  que  1 ■ vaut  100000"',  fera  connaître  la 
différence  de  la  latitude  entre  le  parallèle  moyen  et  celui  sur 
lequel  se  trouve  le  point  considéré,  et  par  suite  la  latitude  de  ce 
point. 

Enfin,  tirant  la  valeur  de  P de  l'équation  a = P R M 

nous  aurons  P = a n oManp.L  — m jouj  egj  connu  ,jans  ]0  sec0mi 

R.  cos.) 

membre. 

Les  valeurs  des  coordonnées  a:  et  y des  points  d'intersection  de 
tous  les  méridiens  et  parallèles  de  décigrades  en  décigrades,  ont 
été  calculées  et  misessous  forme  de  table  par  Plessis.  Elle  fournit 
donc  le  moyen  de  passer  des  latitudes  et  longitudes  aux  distances 
à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire,  et  cela  en  tenant  compte 
de  l'aplatissement  jjj,  et  non,  comme  nous  l avons  fait  dans  la 
théorie  précédente,  en  supposant  la  terre  sphérique. 

Pour  placer  sur  la  projection  un  point  O qui  tomberait  dans  l'un 
des  quadrilatères  ABCD  ( fig . 807)  dont  les  sommets  ont  été  déter- 
minés au  moyen  des  tables,  il  suffit,  dans  la  mprcho  que  nous  nous 
sommes  tracée,  d'exécuter  une  double  interpolation  graphique  : 
ainsi,  par  exemple,  soient  pour  le  point  O,  latitude— 50», 0536w ; 
longitude=r0s,05‘20  : on  prendra  sur  AC  et  11D,  considérés  comme 
unités,  des  parties  DE,  CF,  proportionnelles  h 0,520,  on  joindra 
les  points  F et  E,  G et  H,  et  l'intersection  O donnera  la  position 
du  point  d’une  manière  très-approchée.  (Foir,  pour  plus  de  dé 
tails,  chap.  X,  n0’  481  et  i82) 

CHAPITRE  VI. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  INDISPENSABLES  A L’iNTELLl- 
GENCE  DES  FORMULES  DE  LATITUDE  ET  DE  LONGITUDE 

Hecherche  des  équations  de  la  ligne  droite,  des  courbes  du  second 
degré , et  de  la  tangente  et  de  la  normale  à l’ellipse. 

415.  Nous  avons  fait  voir  plus  haut  de  quelle  simplicité  serait 
la  recherche  des  formules  de  latitude  et  de  longitude,  si  la  terre 
était  sphérique;  mais  sa  forme  n’est  pas  telle  : le  globe  est  un  so- 
lide de  révolution  aplati  vers  les  pôles.  Il  peut  donc  être  consi- 
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«lcrô  comme  engendré  par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  pe- 
tit axe  qui  est  la  ligne  des  pôles.  Ici,  les  normales  aux  trois  som- 
mets A,  B,  P (fig;  300)  du  triangle  ne  se  rencontrent  plus  en  un 
mémo  point.  Elle  no  forment  plus,  comme  dans  la  sphère,  les  trois 
arêtes  d'une  pyramide  qui  a pour  base  le  triangle,  et  son  sommet 
au  centre.  Nous  verrons  plus  tard  que,  pour  arriver  à la  formule 
qui  donne  la  latitude  B en  fonction  de  celle  de  A,  il  faut  prendre 
en  considération  la  normale  et  la  sous-normale.  Il  faut  donc 
chercher  l'expression  de  ces  lignes  en  fonction  de  quantités  con- 
stantes et  de  la  latitude  comme  seule  variable  : de  sorte,  qu’en 
donnant  toutes  les  valeurs  possible  à la  latitude  , on  obtienne 
les  longueurs  des  normales  et  sous-normales  correspondantes. 
Les  constantes  seront  le  grand  et  le  petit  axe  de  l'ellipse  qui  a 
engendré  le  globe  terrestre,  c’est-à-dire  la  ligne  des  pôles  et  le 
diamètre  de  l'équateur. 

Celte  recherche  reposant  sur  la  connaissance  de  la  géométrie 
analytique,  il  est  indispensable  de  placer  ici  quelques  notions  de 
cette  branche  des  mathématiques. 

L’analyse  appliquée  a pour  but  d’exprimer  par  des  équations, 
les  positions  respectives  des  points  et  des  lignes,  de  manière  à 
trouver  toutes  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  eux , en  com- 
binant ces  équations  d’une  manière  convenablo. 

La  géométrie  analytique  traite  les  questions  relatives  aux  li- 
gnes, aux  surfaces  cl  aux  solides.  Les  premières  seulement  nous 
étant  nécessaires,  nous  ne  nous  occuperons  pas  des  autres.  Elle 
les  considère  situées  dans  l’espace  ou  dans  un  plan  : nous  n’envi- 
sagerons que  celle  dernière  circonstance  : car  ce  h'est  point  un 
cours  d'analyse  appliquée  que  nous  faisons  ici,  et  nous  n'en  par- 
lons que  comme  d’une  chose  indispensable  à l’intelligence  de  notre 
sujet. 

Soient  AX,  AY,  deux  droites  rectangulaires  fixes  et  données 
dans  un  plan  ( fig . 308)  ; M un  point  quelconque  dont  il  s'agit  de 
déterminer  la  position  dans  ce  plan.  Si  de  ce  point  on  abaisse  les 
perpendiculaires  MP,  MQ,  il  est  clair  que  M sera  fixé  dès  que  l'on 
connaîtra  les  longueurs  des  deux  côtés  contigus  AP,  AQ,  du  rec- 
tangle Al’MQ,  puisqu'il  sullira  do  mener  par  les  points  P et  Q pa- 
rallèlement aux  axes  AX,  AY,  deux  lignes  dont  I intersection 
sera  le  point  cherché  M.  Les  distances  mesurées  sont  les  abscis- 
sps,  cl  celles  comptées  sur  AY  les  ordonnées  : elles  portent  aussi 
le  nom  collectif  de  coordonnées.  Enfin,  le  point  A en  est  dit  1 ori- 
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gine,  parce. que  c’est  à partir  de  ce  point  que  se  comptent  les  di- 
stances. 

416.  Equations  d'un  point.  Le  caractère  de  tout  point  consi- 
déré sur  l'axe  des  y est  x=o,  puisque  cette  équation  indique  que 
la  distance  du  point  à cet  axe  est  nulle.  De  même,  tout  point 
placé  sur  l’axe  desx  satisfait  à y=o  : donc,  l'ensemble  des  deux 
équations  x=o,  y—o  appartient  à l'origine  A des  coordonnées; 
car,  pour  ce  point  seulement,  elles  ont  lieu  en  même  temps.  En 
général,  ar=:m,  y—n  considérées  simultanément,  caractérisent  un 
point  situé  à une  distance  m do  l’axe  des  y,  et  n de  celui  des  x. 
On  les  nomme  les  équations  du  point. 

Les  signes  indiquent  dans  lequel  des  quatre  angles  se  trouve  si- 
tué le  point  ; sans  eux,  les  valeurs  absolues  m et  n appartien- 
draient indifféremment  îi  quatre  points  placés  symétriquement 
par  rapport  aux  axes  : en  effet,  x=m  exprime  deux  droites  paral- 
lèles à l'axe  des  y situées  l'une  à sa  droite,  et  l’autre  à sa  gau- 
che. y=n  convient  de  môme  à tous  les  points  de  deux  parallèles 
à l'axe  des  abscisses  ■■  donc,  l'ensemble  de  ces  deux  équations  se- 
rait indifféremment  résolu  lorsque,  pour  le  point  cherché,  on 
prendrait  l'une  des  quatre  intersections  des  deux  systèmes  de  pa- 
rallèles ( fig . 309). 

C’est,  pour  détruire  toute  incertitude  à l'égard  de  la  position 
des  points,  qu’on  a établi  une  règle  des  signes  conforme  à celle 
qui  est  adoptée  pour  les  sinus  et  cosinus  : les  abscisses  étant  assi- 
milées aux  cosinus  et  les  ordonnées  aux  sinus. 

Les  axes  ne  sont  pas  toujours  rectangulaires;  quelquefois  les 
questions  que  l’on  traite  obligent  à passer  d’un  système  de  coor- 
données rectangulaires,  à un  système  de  coordonnées  obliques  ou 
réciproquement:  mais  les  premières,  qui  donnent  en  général  les 
équations  les  plus  simples,  sont  les  seules  que  nous  ayons  besoin 
de  considérer,  pour  ce  que  nous  nous  proposons. 

Pour  complétera  théorie  du  point,  cherchons l ex pression  ana- 
lytique de  la  distance  entre  deux  points  donnés  dans  un  plan. 
Menons  les  ordonnées  MP,  M'P’  (fig.  310),  de  M et  M',  et  tirons 
M'K  parallèle  è AX,  le  triangle  rectangle  MRM'  donne,  en  dési- 
gnant par  D l’hypothéiiuse, 

D«  = MR  + M/lî={y'—  <*'-  •»'')■  OU  D = V (y'  _ y-»)«  + (xi—  x")*. 

Si  l’un  des  points  est  situé  à l’origine,  de  manière  que  ses  coor- 
données soient  x’—o,  y ' = o : 

L’équation  ci-dessus  devient  I)  =»  y/y'i  •=*'<. 

51 
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417.  Equation  d'une  droite.  Soit  une  droite  BMM'M"  (/»y.31t} 
indéfinie  et  située  à volonté  dans  un  plan.  Prenons  deux  axes 
rectangulaires  OX,  OY  dans  ce  plan  ; menons  de  différents 
points  M,  M\  M'1',  les  ordonnées  MP,  M'P\  M"P",  etc.  Cela 
posé,  désignant  par  6 et  c les  quantités  constantes  OC,  OB,  nous 
aurons,  pour  l’un  quelconque  des  points  de  la  droite,  pour  M par 
exemple,  deux  triangles  semblables  MPB,  COB  desquels  nous  ti- 
rerons la  proportion 

MP  ; BP  ::  CO  : bo,  c’est-à-dire  ’y  ; e -|-*  ;;  b ; e 

bx-{-bc  b 

delà  ‘ 7 * 

Dans  le  triangle  rectangle  BCO,-^  exprime  la  tangentede  l'an- 
gle en  B,  désignons  cet  angle  par  «,  et  sa  tangente  par  a,  nous 
aurons 

y =>«*4-  b.  . . (1) 

Telle  sera  l’équation  de  la  droite  : car  cette  relation  aura  lieu 
entre  les  coordonnées  d'un  tout  autre  point,  aussi  bien  qu’entte 
celles  de  M.  Les  constantes  a et  b déterminent  la  position  de  la 
droite,  puisqu’elles  précisent  son  inclinaison  et  un  point  C par 
lequel  elle  doit  passer. 

L’équation  ci-dessus  est  donc  la  représentation  analytique  de 
la  droite,  en  ce  sens  que,  si,  au  moyen  de  cette  équation,  on  veut 
retrouver  les  différents  points  de  la  ligne,  il  suffit  de  donner  à x 
une  suite  de  valeurs  que  l’on  porte  de  A en  P,  P',  P ',  etc.  : me- 
nant ensuite  par  ces  derniers  points  des  parallèles  à AY,  et  pre- 
nant dessusdes  parties  PM,  P'M',  P 'M",  etc.,  égales  aux  valeurs 
correspondantes  de  y tirées  de  l’équation  (1),  on  aura  ainsi  la 
position  d’autant  de  points  qui  tous  appartiennent  à la  droite.  Si 
elle  doit  passer  par  l’origine,  l’équation  pour  être  satisfaite,  quand 
on  fait  x=o,  doit  donner  y=o,  c’est-à-dire  que  b est  nul,  et  que 
l’equation  se  réduit  ay=ax. 

Si,  dans  l'équation  (1),  on  fait  y =o,  elle  donne  x = — =» 

. Ce qui  se  vérifie  de  suite  dans  le  triangle  OBC  qui  fournit 
tang.*  ' t 

OB  ou  X : oc  : : cos.  « : sin.  « cU  = : quant  au  signe 

( il  indique  que  c'est  à gauche  de  l'origine  que  la  droite  coupe 

l'axe  des  x. 
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Si  l'on  voulait  exprimer  que  deux  droites  coupent  l’axe  des  y 
en  un  même  point,  il  faudrait  dans  les  deux  équations  y=ra:r-|-  6, 
y=a'x- f 6 faire  6=6'.  Si  une  droite  est  parallèle  h Taxe 
des  x,  a doit  être  nul,  et  l’équation  se  réduit  h y — b}  si  elle  est 
parallèle  à l’axe  des  y,  alors  6 =»  , a =»  et  * = BO  = c. 

Si  les  deux  droites  doivent  se  rencontrer  au  point  C sur  l’axe 
des  a:  (fig.  312),  il  faut,  en  faisant  y — o dans  les  deux  équa- 
tions, que  les  valeurs  de  x correspondantes  soient  égales.  On  a 
- , b b' 

d’une  part  ax-b-  6 =o,  de  l’autre  a'x  + 6'=o,  d’où  - = ou  a! b 

= ab/ . C’est  ce  qu’on  reconnaît  en  effet,  en  considérant  les  deux 
triangles  rectangles  CAB,  CAB'  de  chacun  desquels  on  peut  dé- 
duire la  valeur  de  CA. 

Si  enfin,  l'on  veut  exprimer  que  deux  droites  sont  parallèles,  il 
faut  que  a = a'. 

Pour  trouver  l’angle  que  forment  deux  droites,  remarquons 
que  «'  = a -s-  M (/fy.  ,313),  donc 


taog.U=l<Dg  (*•  — a)  s 


taog  a'  — lang.» 


1 -j-taDg.a'  tang.a  1-f-oo' 


On  trouve  encore  ici  la  condition  pour  que  deux  droites  soien 
'parallèles-,  puisque,  dans  ce  cas,  l’angle  qu’elles  font  est  nul,  sa 
tangente  nulle  aussi  et  le  numérateur  de  la  fraction  qui  la  re- 
présente, égal  à zéro;  c’est-à-dire  a = a'. 

Si  lesdeux  droites  doivent  être  perpendiculaires,  la  tangente  de 
l’inclinaison  de  l’une  sur  l’autre  est  infinie,  et  pour  cela  il  faut  que 

lo  dénominateur  soit  nul  ; que  l’on  ait  aa'-f  l=o  oua'=  — -. 
Dans  ce  cas,  si  la  première  équation  esty  = ax  -+■  6,  il  faut  que 
celle  de  la  seconde  droite  soit  y = — ^ x -{-  6'. 

418.  Equation  du  cercle.  Soit  un  cercle  d'un  rayon  r quelcon- 
que (/îy.  314)  dont  le  centre  est  en  O.  Désignant  par  p et  q les 
coordonnées  du  centre,  et  par  x et  y celles  d’un  point  M de  la 
circonférence,  nous  aurons,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  vu 
plus  haut,  relativement  à la  distance  enlrc  deux  points 

r«  C=  (x  — p)2  -p  (y  — ,)« 

Celte  relation  caractérisant  tous  les  points  de  la  circonférence, 
est  l’équation  du  cercle.  Elle  devient  plus  simple  quand  on  place 
l'origine,  au  centre  : dans  ce  cas,  p = o,  y =o,  et  l'équation  sc 
réduit  à r1  = xJ  -f-  y3. 


«• 
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Si  l’on  résout  l'équation  générale  du  cercle  par  rapport  à -ar,  il 
en  résulte  x = p±  v »••-(*-<?)»  : pour  que  les  valeurs  de  a:  soient 
réelles,  il  faut  que  r2  — (y— p)2  no  soit  pas  négatif  : Ma  limite 
r—y — y ou  y—  y et  y=r  -\-q  et  alors  x=-4 - p.  Quand  y = 9, 
l'expression  sous  le  radical  est  la  plus  grande  possible  et  les 
valeurs  correspondantes  de  x sont  un  maximum  et  un  mini- 
mum de  la  forme  x=p  + r et  x=p-r  : c'est  ce  qui  a lieu  pour 
les  points  I)  et  I>'  situés  sur  la  parallèle  à l'axe  des  X.  passant 
par  le  centre.  Si  l'on  avait  résolu  par  rapport  à y,  on  aurait 
trouvé  y = q±  y rt-(x— pp\  à x = p correspondent  y =y  -fr 
et  y = y — r.  Ces  ordonnées  sont  celles  des  points  E,E'. 

Quand  il  s'agit  de  savoir  où  le  cercle  coupe  l'axe  des  x et  celui 
des  y,  il  faut,  dans  l'équation,  faire  successivement  y=o  et  x=o. 
Par  la  première  supposition,  il  vient  x = p±  y r*  — qi. Celle  ex- 
pression donne  deux  valeurs  de  x,  lorsque  le  radical  n'exprime 
pas  une  quantité  imaginaire,  c’est-à-dire  quant  r2— y2  ou  (r-+-y) 
(r— y)  est  positif  ; cette  condition  n’est  pas  satisfaite  dans  la /îy.3 14, 
mais  elle  l'est  dans  la  fig.  315.  Si  c'est  x que  l'on  égale  à zéro,  on 
trouve  pour  les  ordonnées  correspondantes  y = y ± 1/ rJ  — p?  = 
y ± V(r— p)  (r-fj>).  Ici,  nous  voyons  encore  que  si  p >r,  il  n'existe 
pas  de  valeur  réelle  l’axe  de  y,  ce  qui  exprime  que  la  courbe  ne 
rencontre  pas  l'axe  des  y,  et  c’est  ce  qui  arrive  fig.  314  et  315. 
Quand  r > p,  on  a deux  valeurs  pour  y.  On  voit  ( fig . 316),  que; 
lorsque  le  cercle  rencontre  les  axes,  les  points  d’intersection  sont 
placéssymétriqucmcnt  par  rapport  aux  points  où  les  coordonnées 
du  centre  coupent  les  axes. 

V19.  Construction  et  équation  de  l'ellipse.  Cette  courbe  jouit  de 
celto  propriété  remarquable,  que  si  l'on  joint  l’un  quelconque  de 
ses  points  à doux  points  fixes  nommés  foyers,  et  situés  dans  son 
intérieur,  la  somme  des  deux  distances  est  une  quantité  con- 
stante. 

Pour  construire  cette  courbe  d’après  sa  définition,  prenons  le 
milieu  O (fig.  317)  de  la  ligne  qui  unit  les  deux  foyers  FF7,  et,  à 
partir  de  ce  point,  portons  la  moitié  de  2A,  somme  constante  de 
deux  rayons  vecteurs  tels  que  FM  et  F'M,  de  O en  II  et  en  H'. 
Ces  points  appartiendront  à la  courbe  : en  effet,  il  résulte  de  cette 
construction  que  l\F'=R'F,  et  qu'ai  nsi,* 

• RF'  + RF  .=  R'F  RF  c=  RR'  *=  ÎA. 

De  même,  si  des  points  F et  F'  comme  centres,  on  décrit  avec 
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un  rayon  égal  à A , deux  arcs,  ils  se  couperont  en  deux  points  S 
et  S7,  qui  seront  encore  évidemment  sur  l’ellipse;  puisque 
FS-+-  F7S  = 2A  et  FS'-f-  F'S'=2A,  S et  S'  sont  égalcmentsur 
la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de  RR'. 

Pour  obtenir  des  points  intermédiaires,  marquons  sur  RR’,  et 
entre  F et' F',  un  point  quelconque  L ; puis,  des  foyers  comme 
centres  et  avec  des  rayons  égaux  h RL  et  R'L,  décrivons  deux 
circonférences  qui  se  coupent  en  M et  m,  nous  aurons  deux  nou- 
veaux points  de  la  courbe,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  encore  décrire  l'ellipse  d’un  mouvement  continu,  en 
fixant  aux  foyers  les  extrémités  d'un  fil  dont  la  longueur  égale  2A, 
et  en  faisant  ensuite  glisser  un  crayon  qui  tienne  ce  fil  toujours 
tendu. 

L’ellipse  ainsi  déterminée  de  forme,  recherchons  son  équation, 
c'est-à-dire,  une  relation  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses 
points  rapportées  h deux  axes  fixes. 

Soient  OP  = x,  MP=y;  FF'»=2C,  RR'=2A;  FM=i;F'M=x' 

Les  équations  de  deux  cercles,  qui  ont  leurs  centres  sur  l’axe 
des  x,  on  F et  F'  à droite  et  à gauche  do  l’origine,  seront, «n  leur 
donnant  z et  z1  pour  rayons 

(t)  yJ+(x-c)*=s*  (2)  y2-f(x+c;î=*2  et  de  plus  on  a x+x'=»2A  (3) 

Éliminons  z et  z'  entre  ces  trois  équations  pour  en  avoir  une 
seule  qui,  ne  contenant  que  les  variables  a:  et  y et  les  constantes 
A et  C,  appartiendra  à l’ellipse,  puisqu'elle  satisfera  h tous  les 
points  tels  que  M. 

Retranchant  (2)  de  (1),  il  vient, 

(4)  «>  = *'2  — x»  = (s'+ *)(*'—  s)  d’où  * = 

et  en  vertu  de  (3  , z'  — s = ^ = 2 Res  somme  et  diffé- 

rence  de  z et  z',  nous  tirons  z'=:  A -|-  — , z =.  A — ; mais 

^une  seulement  nous  sulfit. 

Substituons  la  valeur  de  zdans(l)  qui  devient 

y2  -p-r*  -f-  C*  — 2Cx=  A*  -f-  **  — IGr  ; 

Réduisant  et  chassant  le  dénominateur 
A*y,  + A*x’-|-A»C»  =A<+C**«  ou  AV  + (A>— C»,  = A>  (A*  — OJ 
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Puisque  FF'  ou  2C  est  plus  petit  que  RR;  ou  2A,  il  s'ensuit 
que  A2 — C2  est  toujours  positif,  et  si  on  le  fait  égal  à B*,  l’équa- 
tion de  l’ellipse  devient  enfin 

Aty-f  B«rî=  A>B« 

Le  triangle  F'CO  dans  lequel  l’hypothénuse  égale  A et  F'0=C 

fait  voir  que  CO=B,  puisque  CF' — OF'  = OC  ou  A2 — C2=B2. 
On  voit  de  suite  que  A et  B sont  les  moitiés  du  grand  et  du  petit 
axe,  c’est-à-dire  les  distances  du  centre  au  point  où  la  courbe 
rencontre  les  axes  des  x et  des  y : car,  en  faisant  y = o,  il  vient 
BJ  x1=\î  B2  ou  x 2 —A2  et  x — :±  A.  Cette  double  valeur  de  x 
indique  que  les  deux  points  d’intersection  de  la  courbe  avec 
l’axe  des  * sont  placés  symétriquement  à droite  et  à gauche  de 
l’origine. 

On  tire  une  conséquence  analogue  de  la  supposition  2=0,  qui 
réduit  l’équation  à A2y2=A2B2,  d’où  y = dt  B. 

En  résolvant  successivement  l’équation  par  rapport  à y et  à x, 
on  voit  que  les  plus  grandes  valeurs  de  ces  coordonnées  sont 

jj 

y=±B,  2 = dt  A : en  effet,  dans  l’équation  y — rt  - y' A*— x», 

il  faut,  pour  que  y soit  une  quantité  réelle,  que  le  binôme  sous 
le  radical  soit  positif,  c'est-à-dire  quea:<A.  La  plus  grande  valeur 
que  puisse  prendre  xest  donc  ±A,  auquel  cas  y devient  nul.  On 

voit  de  même,  au  moyen  de  x = dtz  B y B>  — y»,  qu’à  x=  0 cor- 
respondent pour  y deux  tnaxima  positif  et  négatif  qui  sont 
y=±B. 

Si  les  deux  axes  de  l’ellipso  deviennent  égaux,  si  l’on  a A=B, 
l’équa'lion  devient  A2y2-f- A2*2  = A<  on  y2  + x2=A2  : ce  qui  in- 
dique que  la  courbe  se  réduit  à un  cercle  dont  le  rayon  égale  A, 
et  puisque  l’on  avait  A2— C2=B2,  il  faut  que  C=o,ou,  en  d’autres 
termes,  que  les  deux  foyers  viennent  se  confondre  avec  le 
centre. 

420.  Equation  d'une  tangente  à l'ellipse.  Proposons-nous  main- 
tenant de  mener  une  tangente  à l’ellipse.  Pour  résoudre  cette 
question,  nous  allons  prendre  l’équation  d’une  droite,  la  modi- 
fier de  manière  qu’elle  exprime  que  la  droite  passe  par  deux 
points  appartenant  à la  courbe,  c’est-à-dire  qu’elle  est  une  sé- 
cante. Nous  la  rendrons  ensuite  tangente, -011  faisant  confondre 
les  deux  points  en  un  seul- 

Soient  y=a-r-|-i  l’équation  de  la  droite, 
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x',  y't  *''>  y" i lcs  coordonnées  des  deux  points  de  l'ellipse. 
Pour  exprimer  que  la  droite  passe  par  ces  deux  points,  il  faut 
que  l'on  ait  à la  fois, 

y = ax  -f*  y'  = ax'  -f“  b%  y,(  — ax"  -f-  ^ 


D'où  l'on  tire 

y — y’  = a (x  — x’)  et  y'  — y"  = a (x1  — x"). 

Cette  dernière  fournit  la  valeur  de  a qui,  substituée  dans  la  pre- 
mière, donne  pour  équation  do  la  droite 

Il  faut  deux  conditions  pour  déterminer  la  position  d’une 
droite.  L'équation  générale  indiquait  à quelle  dfstance  de  l'ori- 
gine, la  droite  cSupait  l'axe  des  y,  et  quel  angle  elle  formait  avec 
l’axe  des  x.  Dans  l'équation  (1) , ces  deux  conditions  sont  rem- 
placées par  deux  autres  dont  elles  sont  la  conséquence,  savoir  : 
celles  de  passer  par  doux  points  déterminés  do  position.  Pour  ex- 
primer aussi  que  l'ellipse  passe  par  les  deux  points  , il  faut  que 
son  équation  soit  encore  satisfaite,  quand  on  y introduit  les  coor- 
données x1 , y',  x",  y'1  ; il  faut  donc  que 

A«y'«  + B«.r’«  = A*B«  . et  A*y">  -f-  B»x''«  = a«B* 

I)c  là  nous  tirons,  en  retranchant  la  seconde  de  la  première  cl 
en  décomposant  les  différences  de  carrés  en  leurs  facteurs, 

A»  y''-y"*)-fB«,x'i-x"*>=o,  A» (y'- y")  (y'+y"H-B * (x'-x")(x'+*")=n 

doù  y'  y" — b*  *'+** 

x>  — Xn  A*  yf-J-yW 


En  substituant  celte  valeur  dans  (1),  l'équation  qui  en  résul- 
tera, sera  bien  celle  d’une  sécante,  puisqu'elle  naîtra  d’une  com- 
binaison des  équations  de  la  droite  et  de  l’ellipse. 

Cette  équation  sora 


» 


-y' 


-B*  (n>  + x«) 
A*  (y*  + y") 


■ (î) 


Supposons  actuellement  que  les  deui?  points  so  confondent  en 
un  seul,  les  coordonnées  x'  et  x",  y'  et  y",  deviendront  les 
mêmes,  et  (2)  se  transformera  en 
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Telle  est  l’équation  de  la  tangente  à l’ellipse  : on.peut  lui  conser- 
ver cette  forme  ou  la  transformer  ainsi  qu’il  suit  •.  en  chassant 
d’abord  le  dénominateur,  on  a 

Aiyf  (y  _ y')  = — B*x'  (x  — x1)  ; A*yy'—  A'y'*  = — B»xx'  4.  B«x«  ; 

A«yyi  4.  B’XX'  = A’y”  + B*x'»  et  enfin  A«yy'  4-  B*xx'  = A* B* 
parce  que  A*y'*  + B‘x'*  = A*B* 

On  trouve  très-facilement  l'équation  de  la  tangente  à l’el- 
lipse au  moyen  des  plus  simples  notions  de  calcul  différentiel. 
La  marche  en  est  si  simple,  que  nous  croyons  pouvoir  l’indiquer 
* ici. 

L’équation  dhine  tangente  à une  courbe  quelconque,  pour  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  y',  est  y— y = j^{x—x'). 
C’est  de  l’équation  différenciée  de  la  courbe  que  l’on  tire  la  va- 
leur de  ^ coefficient  de  x.  Or  l’équation  de  l’ellipse  est  AV  + 

dx 

JPr*  — » AîB2  ; différenciée  elle  donne 

,,  , du  B* j* 

2AVy  + *B»x<tx  = o dou  = — ~ 

et  par  conséquent  en  substituant,  nous  trouvons  comme  précé- 
demment  y — y:  = (•*•  — #')• 

421  Equation  d'une  normale  à l’ellipse.  S’il  s’agit  de  mener  par 
le  point  de  tangence  une  droite  perpendiculaire  à la  tangente, 
son  équation  sera  de  la  forme  y — y'  = a’  (x— x’). 

Mais,  nous  avons  vu  que  la  condition  que  deux  droites  soient 
perpendiculaires,  estaa'4-l  = o oua'-=  : or,  l’équation  de 

la  tangente  donne  a = donc  = gïj;  et  l’équation  de  la 

normale  est  y — y'  = (•*  r ) • 

Equations  de  la  tangente  et  de  la  normale  au  cercle.  Celte  courbe 
n’élant  qu’une  circonstance  particulière  de  l’ellipse  pour  laquelle 
A=B=r,  on  peut  déduire  ces  deux  équations  de  celles  que  nous 
venons  de  trouver,  en  faisant  disparaître  les  facteurs  communs 
au  numérateur  et  au  dénominateur,  ou  les  chercher  directement, 
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par  une  marche  entièrement  analogue  à celle  que  nous  avons 
employée. 

Elles  sont  y — y'=  (x — x ')  ou  yy1  + xx'^zr2  pour  la  tan- 

gente et  y — y '=  ^ (x — x')  ou  y = j,  x pour  la  normale  : ces 

dernières  confirment  ce  que  nous  savons  déjà,  que  les  normales 
au  cercle  passent  toutes  par  le  centre,  puisqu’en  faisant  x = o, 
on  trouve  y = o et  réciproquement. 

422.  Autre»  sections  coniques.  Quoique  l’on  n’ait  besoin  du 
connaître  que  l’équation  de  l’ellipse  et  do  sa  normale  pour  résou- 
dre les  problèmes  des  latitudes  et  longitudes,  il  nous  paraît  con- 
venable do  dire  ici  quelques  mots  des  deux  autres  courbes,  la 
parabole  et  l’hyperbole.  Ces  courbes  et  l'ellipse  sont  le  résultat 
de  la  section  d’un  cône  par  un  plan.  Le  cône  est  un  solide  engen- 
dré par  un  triangle  rectanglo  qui  tourne  autour  de  l’un  des  cô- 
tés de  l'angle  droit  comme  axe.  Si  l’on  imagine  que  deux  trian- 
gles rectangles  semblables  ABC,  A'B'C'  (fig.  318),  soient  placés 
de  telle  sorte  que  les  deux  côtés  homologues  AC,  A'C  forment 
le  prolongement  l’un  de  l’autre,  la  rotation  des  deux  hypolhé- 
nuses  engendrera  ce  que  l’on  nomme  les  deux  nappes  du  cône. 
AA"  est  l’axe,  C le  sommet,  BB/  la  génératrice,  et  le  cercle  dont 
AB  est  le  rayon,  la  directrice.  Si  l'on  coupe  cette  surface  par  un 
plan  qui  rencontre  toutes  les  génératrices,  on  aura  une  courbe 
fermée  qui  sera  un  cercle,  si  le  plan  est  perpendiculaire  à l’axe 
dans  le  cas  où  le  cône  est  droit,  ou,  en  général,  quand  le  plan  est 
parallèle  à la  base  : la  courbe  sera  une  ellipse , lorsque  le  plan 
sera  incliné  sur  la  base. 

Si  co  plan  est  parallèle  à l’une  des  génératrices,  il  ne  rencon- 
trera, comme  dans  le  cas  précédent , qu’une  des  nappes  , et  for- 
mera une  courbe  non  fermée,  composée  de  deux  branches  qui 
se  prolongeront  à l’infini,  si  la  nappe  du  cône  n’est  pas  limitée 
par  une  base.  Cette  courbe  se  nomme  parabole  (fig.  319). 

Si  enfin,  l’inclinaison  du  plan  sécant,  par  rapport  à celui  de  la  ' 
base,  augmente  encore,  on  obtiendra  une  courbe  à quatre  bran- 
ches que  l'on  appelle  hyperbole  [fig.  320). 

Nous  allons,  comme  pour  l’ellipse,  en  chercher  la  construction 
par  points,  puis  les  équations. 

423.  Parabole.  La  distance  de  chacun  des  points  tels  que  M de 
la  courbe  à un  point  fixe  F (fig.  321),  est  égale  à celle  de  ce  même 
point  M,  à une  droite  OQ  nommée  directrice. 

52 
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Pour  la  construire  graphiquement,  on  trace  OF  perpendicu- 
laire à OY,  et  le  point  A,  milieu  de  OF  satisfaisant  à la  condition 
proscrite,  est  déjà  un  point  de  la  parabole,  puisque  OA=AF.  Au 
delà  do  A,  on  élève  une  droite  MP  parallèle  à OY,  et  dont  tous 
les  points  sont  par  conséquent  distants  de  celte  ligne  d'une 
quantité  OP.  Puis  de  F comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à OP,  on 
trace  un  arc  do  cercle  qui  rencontre  MP  en  M et  en  M'.  Pour  ces 
deux  points,  on  a donc  MQ=MP,  M'Q ’=M'P'.  C'est  ainsi  quo 
I on  construit  la  parabole  par  points. 

S'il  s'agit  de  la  tracer  d'une  manière  continue,  on  place  le  côté 
HC  d’une  équerre  sur  la  directrice;  on  fixe  à son  angle  D et  au 
foyer  F ( fig . 322),  les  deux  extrémités  d’un  fil  de  la  longueur  du 
cAté  CD  de  l'équerre;  ensuito,  on  la  fait  glisser  sur  la  directrice,* 
en  tenant  le  fil  tendu  sur  CD.  Quand  le  fil  forme  une  ligne  droite 
«le  D en  F,  le  point  I)  est  sur  un  -point  M do  la  courbe,  puisque 
CM=CF,  Dans  une  autre  position,  D étant  descendu  en  D',  le 
point  M'  sur  C'I)'  appartient  encore  à la  parabole  , puisque  de 
CD=  DF,  on  retranche  de  part  et  d’autre  M D',  et  qu’il  reste 
ainsi  pour  satisfaire  à l'énoncé,  C'M  =M’F. 

Pour  obtenir  l’équation,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
sommet  A de  la  courbe. 

Désignant  parpla  distance  OF  (fig.  (323),  du  foyer  à la  direc- 
trice, nous  aurons  AF  = OA  = | 

La  circonférence  décrite  du  point  F,  donne  entre  les  coordon- 
nées d’un  point  M quelconque,  la  relation  FM  = MP  -f-  FP  ou 

,«=  yl-j.  — Q = yt  +x*  4-  ^ — px 

et  d’ailleurs 

FM  ou  i=0P=x+^  d’où  »»  =x«  -)- 4-px. 

z V 

Egalant  ces  deux  valeurs  de-3,  il  vient 

ni  ni 

jr'  + '-4-px>=y«4-  + j — p*  et  enfin  y«=îpx. 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  d’un  point 
de  la  parabole. 

Discutons  celte  équation.  D'abord  nous  aurons  y=o,  en  faisant 
i-o,  ce  qui  coïncide  avec  la  condition  établie  que  nous  prenions 
le  sommet  de  la  courbe  pour  origine. 

En  extrayant  la  racine  carrée,  y = ±v%^.  Acbaque  valeur 


i 
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do  y correspondent  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
de  y.  x négatif  donne  pour  y des  valeurs  imaginaires,  ce  qui 
indique  que  la  courbe  est  entièrement  située  h droite  de  l’axe 

des  y.  Si  l’on  fait  x = | , on  a,  pour  les  ordonnées  correspondantes 

qui  aboutissent  au  foyer,  y1  = p2  et  y = dtp.  Ainsi  la  doulle  or- 
donnée MM'  passant  par  le  foyer  est  double  de  la  distance  de  la 
directrice  à ce  foyer. 

424.  Hyperbole.  On  demande  l’équation  d’une  courbe  telle  que 
si  l’on  joint  chacun  de  ses  points  M (fig.  324)  à deux  points  fixes 
F,  F'  la  différence  F'M — FM  soit  égale  h une  ligne  donnée  2A. 
Cette  courbe  est  l’hyperbole  : F,  F' en  sont  les  foyers,  et  FM, F'M 
les  rayons  vecteurs. 

Pour  la  tracer  par  points,  on  porte  sur  la  droite  qui  passe 
par  les  foyers , à partir  de  son  milieu  O,  deux  longueurs  OA, 
OB  égales  chacune  h A : prenant  un  point  L quelconque  au 
delà  de  F,  on  trace,  des  points  F et  F'  comme  centres,  avec  des 
rayons  égaux  à AL,  BL,  des  arcs  de  cercles  quise  coupant  deux  à 
deux  donnent  quatre  pointsM,M' M"  M'".  Ceux-ci  appartiennent 
à la  courbe,  puisque  d’après  la  construction,  la  différence  des 
doux  rayons  vecteurs,  pour  chacun  d’eux,  égale  la  constante  2A. 

Pour  trouver  l’équation  de  l’hyperbole,  on  prend  OB  et  OC 
comme  axes  des*  et  des  y;  on  a 

OP  = * ; MP  = y,  OF=>OF'  = C,  FM  = s,  F'M=s'. 

Pour  M,  les  deux  cercles  dont  les  centres  sont  F,  F'  ont  pour 
équations 

(I)  ^ icx,  s'1  = y» +(r+x;*  = y« -f-.<  »4-/-»-t-2rx 

retranchant,  on  obtient  z'2 — jz2  = (z'-J-z)(r' — ;)— 'i(>, 

et  puisque  s<  — j = îA,  il  vient  = — 

z\  A 

P j’  (Vf 

par  conséquent  v+  —,  * = A—  —. 

A A 

Substituons  pour  z sa  valeur  dans  (1),  et  nous  aurons 

C»j-« 

— — -f  A»  ==  y*  + x*  + C*,  A>y»  + A»x*  -f  A‘C*  •=■  A‘  -f  C*x> 

et  AV  + (A*  — C*)x«=  A»  (A>  — C») 

C est  plus  grand  que  A,  ainsi  A2  — C2  est  négatif  : faisons 
CJ — A2=B2,  et  l’équation  deviendra 

A>yi  — B’xJœ*  — A»B> 
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Elle  ne  diffère  de  celle  de  l'ellipse  que  par  le  signe  de  B. 

Si  l'on  fait  y=o.  il  vientx=drA,  ce  qui  indique  que  la  courbe 
coupe  l’axe  des  x à égale  distance,  à droite  et  à gauche  del'ori- 
giuo.  Si  x — o,  on  a y zb  \Z—B*  = ± B \/^~\  quantité  imagi- 
ginaire  : la  courbe  ne  rencontre  donc  pas  l’axe  des  y 

L'équation  résolue  par  rapport  à y,  devient 

B , B 

=,±  Â V(*  + A)  (X  — K).  ■ 

On  a donc  deux  valeurs  de  y égales  et  de  signes  contraires,  pour 
une  valeur  de  x,  et  l’on  retrouve  les  mêmes,  quand  on  change 
seulement  le  signe  de  x.  Ainsi,  h une  même  ordonnée  y,  corres- 
pondent deux  abscisses  qui  no  diffèrent  que  par  le  signe;  de 
môme  que  deux  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  appar- 
tiennent à deux  points  de  la  courbe  qui  ont  môme  abscisse.  On 
voit  encore,  par  la  dernière  forme  sous  laquelle  nous  avons  mis 
l équation,  que  toute  valeur  de  x plus  petite  que  A,  n’a  pas  d'or- 
donnée correspondante.  Les  plus  grandes  valeurs  de  x qui  ne 
rendent  pas  y imaginaire,  le  rendent  nul  : ce  sont  x = -+-  A et 
y—  — A. 

Dans  ces  notions  très-élémentaires  et  très-incomplètes  de  géo- 
métrie analytique,  nous  avons  dépassé  ce  qui  nous  est  rigoureu- 
sement nécessaire  ; mais  nous  avons  pensé  qu’il  ne  serait  pas  (out 
à fait  inutile  de  faire  voir  de  quelle  ressource  est  l'analyse  pour 
trouver  la  solution  de  toute  espèce  de  problème. 


CHAPITRE  VH. 

EXPRESSIONS  ANALYTIQUES  I)E  QUELQUES  LIGNES  IIKMARQU ARLES  DU 
SPHÉROÏDE  TERRESTRE  : FORMULES  DK  LATITUDE  , LONGITUDE  ET 
AZIMUT. 


425.  Grande  et  petite  normales.  Soit  M un  point  situé  sur  le 
globe  (fig.  325),  et  dont  le  méridien  est  I’ME.  La  normale  à ce 
point  est  MB  que  l'on  désigne  par  N ou  grande  normale,  par  op- 
position à MO  que  l'on  nomme  n ou  petite  normale.  L’angle  MQE 
est  la  latitude  L de  M : c’est  aussi  l'inclinaison  de  la  normale  sur 
l uxe  des  x. 

Nous  verrons  plus  tard , qu’il  nous  est  indispensable  de  con- 
naître les  expressions  do  ces  deux  lignes,  eu  fonction  de  la  lali- 
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tude  comme  seule  variable,  et  de  quantités  constantes  qui  sont  le 
grand  et  le  petit  axe  de  l’ellipsoïde,  c'est-à-dire  du  solide  engen- 
dré par  la  révolution  de  l'ellipse  autour  de  son  petit  axe. 
Prenons  l’équation  de  l'ellipse  . 

A.yi  + BLr*  = A«B*  ou  ^ + . . (<) 


Celle  de  la  normale  est  (n°  421  ) , 

A*!/* 

x'  y’  sont  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la  droite  et 
de  la  courbe  : représente  la  tangente  de  l’angle  MQE  ou  L. 


Donc 


A«y 


tang.l^^-^-  OU  Btx’  tang.L  = A*y' . . . (î) 

D*.r' 


Nous  pouvons  nous  abstenir  d'accentuer  les  coordonnées  du 
point  de  tangence,  actuellement  que  nous  n’avons  plus  à nous 
servir  de  l'équation  do  la  normale.  En  construisant  les  deux 
triangles  rectangles  MFQ,MRS,  nous  trouvons  que 

MF  ou  yt=*sin.L.  . . (3)  et  RS  ou  * = N cosin.L.  . (4) 

Si  nous  substituons  successivement  ces  deux  valeurs  de  x et 
de  y dans  l'équation  (2),  nous  trouvons 


A* 

B*j-  lang  L *=  A1»  sin  L d'où  x = « cos.L.  . . (5) 

B 1 


B* 

cos.L  lang.L  — A!y  d’où  ÿ =*  — Nsin.L.  . . (0) 

En  comparant  les  valeurs  de  y fournies  par  (3)  et  (6)  ou  celles 

B3 

que  (4)  et  (5)  donnent  pour  x,  on  trouvo  n = j-  N 
ou  n:»::a«:b« 

c’est-à-dire  que  la  grande  et  la  petite  normales  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  des  carrés  du  grand  et  du  petit  axes. 

On  arrive  au  même  résultat,  en  divisant  l’une  par  l’autre  les 
expressions  de  N et  n qui  terminent  ce  paragraphe. 

En  introduisant  dans  (1)  les  valeurs  de  x et  y en  fonction  de 
N tirées  de  (4)  et  (6)-,  puis  ensuite  celles  de  ces  mêmes  coordon- 
nées telles  que  les  donnent  (3)  et  (5)  en  fonction  de  n,  nous  au- 
rons deux  équations  qui  détermineront  N et  n. 
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N*cm.»L+B»  N.iin  >L  = , ou  N*  (-jr  + jr,8'11  -‘L)  “ 1 


A* 

n*  À 


A< 


= ' n.  (£Cos.U+S4^)~<. 

g,  ' R»  \B‘  B'  / 

Chassant  les  dénominateurs 

N*  (A>cos.»L  + B*sin,*L)  = A«.  n»  (A»  cos.»  L + B»  sin.»L)==B«. 

et  en  remplaçant  cos.  2 L.  par  1 — sin.  2L 

N»  [A*  — (A*  — B»)  sin.»  L]  = A*,  n»  [A»  — (A* - B»)  sin.»  I.]  = B<. 

On  désigne  par  / le  rapport  de  la  distance  focale  C au  demi- 
grand  axe  A.  de  manière  que 

^»  =.  — = ?-  et  que  A*  — B*  = A*»',  et  B»  =■»  A»  (I  — c») 

A»  A»  1 

Substituons  ces  expressions  dans  les  dernières  valeurs  de  N et 
n,  et  nous  aurons 

A*  . A»  (4  ——<■»)» 


N»  = 


A» — A*e*  sin.  *1.' 


et  n*  = 


ou  plutôt 


A»—  A»e»  sin.*L 
a (1  - <•») 


. (4  — r»sin.»L)  V (I  — c*  sin.»L)J 

, 426.  Sous-normales.  La  sous-normale  OR  se  déduira  facile- 
ment de  ce  qui  précède,  et  des  relations  qui  existent  entre  les 
éléments  du  triangle  OQR  ( fig . 325)  : en  effet,  la  sous-nor- 
male ou 

A _ A (4  — e»)  . , 

OR  = RQ  sin. OQR  = RQ  sin. L = (N  - 1»)  sin.  L = - t \a  ™ t *=- 

Ae».  sin.L 


;t  — e»  sin.'L)} 


Ae»  cos.L 

On  trouverait  de  même  que  OQ  = (Y_,iSin 

Si  l’on  remarque  sur  la  figure  325  que  «N2-f-  »n2=(N  — n)2,  on 
trouvera  en  substituant  les  valeurs  ci-dessus  de  *N  cl  tn 


A»c<  sin.»L  + A»e<  cosAL 
(4 — e»  sin.’L) 

N — " ; 


ou 


A»  et 


(4  — c»  sin.'L) 


= (N— n)» 


Ae» 


OU  " (4  — e*  sin.'L)} 

comme  on  l’aurait  trouvé  directement  au  moyen  de  N et  n 
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L'abcisse  d'un  point  M n'étant  autre  chose  que  le  rayon  du 
parallèle  sur  lequel  il  est  situé,  nous  trouvons  en  désignant  par 
p ce  rayon  et  au  moyen  du  triangle  MRS 

RS  = OF  p =N  cos.l. 

A.  cos.L 

^ (1  — f*  sin.«L)  j 

427.  On  peut  aisément  vérifier  l’exactitude  des  expressions 
qui  représentent  les  normales  et  sous-normales,  pour  le  cas  où 
l’ellipsoïde  devient  une  sphère,  auquel  cas  A=B  et  e*=o  : car 
alors  on  trouve,  comme  cela  doit  être,  N=n=A  j OR=OQ=o. 

428.  Rayon  de  la  terre  en  fonction  de  la  latitude.  Un  rayon 
quelconque  tel  que  CA  ou  CB  ( fig . 325),  que  nous  représenterons 
par  R est  lié  aux  coordonnées  de  son  extrémité  par  l'équation 

+ Mettons  pour  x et  y les  valeurs  fournies  par  (4)  et 
(6),  il  viendra 

B* 

R'  = — N*  sin.*L  -p-N*  cos.*L 

et  en  remplaçant  N par  l’expression  que  nous  venons  do  trouver 
plus  haut 

B<  sin  *L  A»cos.>£ 

A*  (t  — e»sin-’L)  (t — ««  sin. H.) 

B<  sin.  * I.  -(-  A * cos.  * L A*  — (A*  — B«)  sln.‘L 

A*  (t— sin.*L)  À»  (t—  c«  siD.*L) 

Nous  savons  que  B^A^l— e2)2,  ou  par  suite 

A4  — ■ B4  A4  «4). 

d'où,  on  divisant  par  A2  haut  et  bas, 

A*  (1  — (ie*  — r*)  sin.*L) 
t — t*  sin.*L 

ou  en  supprimant  le  terme  en  e 1 sin.JL 

R,  = A«  (t  - î'*  »in  »L) 
t — c*  sin.*L 

et  en  faisant  passer  le  dénominateur  au  numérateur,  en  lui  don- 
nant l’exposant— 1,  développant  et  s'en  tenant  au  second  terme, 
parce  que  le  troisième  serait  du  quatrième  ordre  par  rapport  à e. 
R»  = A>  (i—  ain.'L) (4-f-  c*  siu ,»L) 
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R»  = A*  (4+f*sin.*L—  &•  sin.*L— 2p«sm.4L)  = A>(4  — c«  sin.*L— îc«sin.*L) 

et  enfin,  supprimant  le  terme  en  e*,  R*  = A2  (1  — e2  sin.2  L)  ou 
R=A  (l— e2  sin.2  L)K  On  arrive  au  même  résultat,  comme  cela 
doit  être  , en  employant  les  valeurs  de  a-  et  y en  fonction  de  u 
au  lieu  de  N.  Concluons  de  cette  valeur  du  rayon  et  de  celle  de  la 
grande  normale  que  NR=A2,  c’est-k-dire  que,  dans  le  sphéroïde 
terrestre,  et  pour  un  point  quelconque  , le  rayon  de  l'équateur 
est  moyen  proportionnel  entre  la  normale  et  le  rayon. 

Pour  L=o,  on  a 

N = A,  » = A(4— p»),  N»  = A*  (4  — e*),  R = N=A 

Pour  L =^100* 

A 1 

N = »=A  (4— <•*)’,  A’,  »=R 

(<-*•)  1 

Si  l'on  voulait  avoir  le  rayon  correspondant  k la  latitude 
moyenne  50‘,  on  remarquerait  que,  dans  ce  cas,  sin.  = cosin., 
sin.2  ==  cosin.2  = 1 — sin.2,  sin.2=  J.  Désignant  donc  par  R'  ce 
rayon,  on  aurait 

R'*  = a>  (t-J) 


429.  Rapport  entre  un  rayon  quelconque  et  celui  de  50®.  Au 
moyen  des  valeurs  de  R2  et  R'2  que  nous  venons  de  trouver,  il 
vient  successivement 


Ü1 

R '* 


1 — e*  sin.'L  / c«\— i / c*  \ 

= (1  — »>  srn.M.)  ^4  — -J  = (4  — <■>  sm.*L)  ^4  + 

~ ? 

R*  c«  p« 

— = 4 _ *J  - sin.*L  = 


£1=4 

H'* 


fl 

-p*  sin.’L  -f-  — ^ 


e 


sin.’  L) 


et  enfin 


Ri 

R'» 


^4  -f-  î cos.  îLj 


Tel  est  le  rapport  des  carrés  des  rayons  : quant  à celui  «les 
rayons  eux-mêmes, 

il  sera  ÎL  =,(i -f  f0s.  2l)® 
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Si  nous  voulons  établir  ici  numériquement  le  coefficient  de  cos, 
2L,  en  vertu  de  l’aplatissement  qui  a été  trouvé  nous  écrirons 
B = A (1-ih),  à'où 


B?  = A«- 


2A2  A* 
309  ‘ (300)* 


et 


A»  - B» 
A» 


ou 


Nous  aurons  donc 


4 fin 
(300)*  = 03184 


0.0064fi202 


v/  A*~B*  = ^ = * = 0,0804  et  '4  = 0,00323401 
A A t 

correspondant  à 

“T~ = i^ô  “ °’003î36  et  jp-(< +»,«»»*••.  IL)* 

l'n  méridien  est  donc  une  ellipse  dans  laquelle  le  petit  axe 
diffère  du  grand  de  jjj  et  dont  l'excentricité  est  égale  aux  0,08 
du  demi'grand  axe.  . 

430.  On  peut  encore  arriver  <i  l'expression  du  rayon  de  la 
terre  en  fonction  de  la  latitude  par  la  méthode  suivante. 

On  sait  que  tang.L  — ^ ou  tang.*L  = ^£  , mais  de  A2y2-f- 
B2x*  = A2B2  on  tire  y 2 = ’ et  cn  substituant  dans  la 

valeur  de  tang.2L,  tang.2L  — A 

OU  B2x*  tang.’L  = A*  — A*x* 

A*  À*  A» 

et  x*  = — 

• A*+B*taDg.*L  A*  (4+(4  — **)tang.*L)  4 -f-  (4—  e')  lang.*L 

De  même,  pour  avoir  la  valeur  de  y2,  on  substitue  dans 

tang.2  L = , celle  de  a*  tirée  de  l’équation  do  l'ellipse. 


11  en  résulte 

A*y* 

lang.-L  = _ yij  ’ Bl  lang.*L  — B2y*  lang.JL  •=  A2y* 

y,  B*  tang.'L  A*  (4  — e»)*  lang.’L  A*  (4  - a*)*tang.U. 

A2  + B*  tang  *L  Â»  + A*'(4  - /2)lang^L~4  + (4  — a*)Ung.2fc 

d oit  ’ m _ fl  + (1  ~ «»)»ta»g.2L\ 

\4  + (4  — a*)  lang.»lj 

53 
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Cette  expression  du  rayon  en  fonction  de  la  tangente  de  Lpeut 
être  ramenée  à celle  trouvée  § 428  en  fonction  du  sinus.  Pour 
cela,  développons  (1 — e2)2  en  négligeant  le  troisième  terme  qui 
serait  du  quatrième  ordre  par  rapport  à e, 


R»  = A3 


/1+(t  — 2e*)  l»ng.*L\  _ /l  + Ung.«L  — 2c*  t»ng.*L\ 
— e»)  laug.»L ) V*  + laug.*L  — «*  UJig.*L/ 


Et  parce  que  1 -t-  tang.2  = séc.2, 


R« . 


/aéc.*L  — 2c*  lang.*L\ 
^séc.*!.  — c*  long.*!,/ 


» t . . , sin.2 

s6c-2  = ^ct  tan8-2=z^ 

pliant  haut  et  bas  par  cos.2,  transformer  la  valeur  de  II2  ainsi 
qu’il  suit  : 

_ . /t—  îo,sinlîL\ 

Ri  = A»  I ] 

— e * siu .*LJ 


nous  pouvons  donc,  en  multi- 


431.  Expression  des  rayons  vecteurs  pour  un  point  quelconque . 
Nous  avons  vu  n°  410  que  l’expression  des  rayons  vecteurs  est 

**  <=  y*  4-  (jt  dt  c)»  = y*  + i*  i Îcjt  -{-ri 

Nous  avons  aussi  trouvé,  n°  425, 

R» 


y=— Nsin.L,  *=N  eos.L 

A1 


Ainsi, 


R< 


ou  s* 

et  parce  que 


— N*  sin.*L  + Ni  cos.»L  -f  A»e«  ± 2AeN  cos.L * 
N» 

— (R«sin  2L  + A 4 tos  AV  ± îAeN  eos.L 

A* 

fc  ^ [A4  — (A*  — B<)  sin.JL]  + A***±®AeN  eos.L 

A* 


\4  — B*  = A«  (2f*  — H) 

= m [4  - (^8  - H)  sin*2Ll  + Av*  ± UeN  eos.L 

introduisant  la  valeur  de  N, 

A«  ri  —•{!?*' — «‘Jsin.iLJ  . , 

4.  ^ l -T— ,4 4a»1»-M1,_  ,t0i->t  , 

t - fi  sm.'L  [rrsffisj* 
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Réduisons  les  deux  premiers  termes  au  môme  dénomina- 
teur 

(4  _ ?p«  5in.*L  + e<  sin  »L  4-  e*  — e*  «in.«L  2A««  cos.L  _ 

= 1 — <■«  sin.L  — (1  — e»  sin.L)l 

A»  ((  + «»  — 2c*  sin.’L)^  2A’c  cos.L 
**  — 4 — c*  sin.’L  — (i_e»9în.»L)l 

: cos.L 

(4  + **X4  - 2 sin.’L)(4  - e*  im.tL)  ± ! 


2e  cos.L  ~1 

(4  + e>  cos.îL)  (4  - «•  s.n.*L)  ±{)_#t  rf„  ,Ljï  J 

et  enfin,  en  prenant  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  la  puissance  — 1,  effectuant  le  produit  et  négligeant  le  terme 
en  e4. 

s*  =A*  [(4-f-e*  cos.îL  + c*  sin.»L  ±cle.)=  A*  (4+  «*  (cos.îL -f-sin.*L) dr etc 
et  parce  que 


cos.îL  = cos. *L  — sin.*L, 


i«  = A*  t-(-c»co8.*Ld; 


2c  cos.L  \ 
— «*  sin.'Lîv 


Cl*-) 


Nous  pouvons  aisément  vérifier  cette  double  valeur  de  z , en 
supposant  d’abord  L=o,  d’où  sin.  L=o,  cos»  L=i,  ce  qui  réduit 
la  formule  à 


s*  = A*(1-f  e*±2c).=A«  (4±«)*,  et  i ^ A (4  ± c} -=  A ± A«=  A ± G. 


C'est  ce  qui  a lieu  en  effet  dans  l'ellipse,  pour  les  extrémités  du 
grand  axe. 

Si  nous  supposons  L=100",  alors  sin.  L— 1 et  cos.  L=o. 

Nous  trouvons,  comme  cela  doit  être,  z = dtA. 

Pour  la  latitude  du  parallèle  moyen,  on  a sin.2  50=cos.250=-|, 
et  par  conséquent 


S*  = \3 


fî 

4 +-± 
î 


llKr'l 
2—  <-*/ 


On  peut  encore  simplifier  l’expression  de  z 2 fournie  par  (u):en 
effet,  en  chassant  le  dénominateur  du  troisième  terme  dans  la 
parenthèse,  par  te  moyen  employé  déjà  si  souvent,  ce  terme  de- 
vient 2e  eos.  L (1  i e2sin.2  L),  et  peut  se  réduire  h 2e  cos.  L, 
puisque  le  terme  que  l’on  néglige  e2  cos.  I.  sin.2  L est  du  troisième 
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ordre  par  rapport  ke,  et  contient  deux  autres  facteurs  plus  petits 
que  l'unité.  Nous  sommes  donc  en  droit  d écrire 

î»=A*  [(l+e*eos.,L)±2«eos.L]=i»(<  ±ecos.L)«  et  z = A (t  ±e  cos.»L) 

On  y trouve  également 

pour  L = o,  et  co.s.L=l 

pour  L=1l>0,  tas.  = o 

pour  1.=  50,  cos.  = v\ 


que  s«A(4±r) 
que  î = A* 

| ï = A(t±eV|) 

| et  ï»=A«  (t  -H«*±2eVT) 


432.  Autre  méthode  pour  déterminer  les  rayons  vecteurs.  Nous 
pouvons  encore  déduire  la  valeur  de  s d'une  autre  considération 
puisée  dans  les  relations  qui  existent  entre  les  différentes  lignes 
de  la  figure  325  : en  etTct , le  triangle  OM f dans  lequel  les  côtés 
sont  H,  Z et  C,  et  dont  nous  désignerons  pour  abréger,  l’angle  en 
O par  a,  f représentant  le  foyer,  nous  fournil  l'équation  Z2  = 
R2-(-C2 — 211C.  Cos. a ou  plutôt  Z2=R2-f-ÇJdb  RC.  2Cos.a  (t  ),  parce 
qu’on  considérant  le  triangle  OMF'  pour  avoir  le  second  rayon 
vecteur,  il  n’y  aurait  que  le  signe  du  cosinus  5 changer,  en  raison 
de  ce  que  l’angle  en  C,  dans  cette  seconde  circonstance,  seraitle 
supplément  de  celui  que  nous  avons  considéré  d’abord. 

Le  triangle  OMP  nous  indique  que  R cos.  *—x,  et  nous  trou- 
vons encore  dans  MRS  que  N.  cos.  L=x,  d'où  N.  cos.  L=:R.  cos. 
a.  Nous  allons  substituer  celte  valeur  dans  (1),  tout  en  déduisant 
en  passant,  cette  conséquence,  que  le  rayon  et  la  normale  d’un 
point  quelconque  du  globe,  sont  réciproquement  proportionnels 
h leurs  inclinaisons  sur  l’équateur. 

Revenons  à Z2  qui  devient  Z2=R*-t-C2±2NC.  cos  L. 

Remplaçons  R,  C et  N par  leurs  valeurs,  et  il  viendra 


= A«  (1  — r*L)  + A*f*  ± 


-A»f  cosX 
(I  — p*sin.,L^ 


A» 


/.  , , . cos.L  \ 


433.  Détermination  du  rayon  de  courbure  d'un  ellipsoïde  de  ré- 
volution. 

Le  cercle  osculateur  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui,  ren- 
contrant la  courbe  en  un  même  point  sans  la  couper  , ont  leurs 
centres  placés  sur  la  normale  au  point  do  contact.  On  peut  dire 
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encore  que  c'est  le  cercle  qui  a trois  points  communs  avec  la 
courbe  : ces  points  étant  supposés  infiniment  rapprochés.  Nous 
allons,  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  plusieurs  autres 
lignes  remarquables,  en  chercher  l'expression  en  fonction  d'une 
seulo  variable,  la  latitude  et  de  quantités  constantes. 

Pour  cela,  nous  prendrons  les  équations  de  l'ellipse  et  du  cer- 
cle: puis,  nous  les  combinerons  de  manière  h éliminer  les  coor-' 
données  du  centre  et  du  point  do  contact,  afin  d’arriver  h une 
expression  du  rayçtn  du  cercle,  indépendante  do  ces  quatre  va- 
riables. 

Soit(x — «p-Ky  — l'équation  du  cercle  osculateur,dans 

laquelle  a et  ? représentent  l'abscisse  et  l’ordonnée,  et  y le 
rayon. 

Différencions  deux  fois  cette  équation,  et  nous  aurons 
(* -«)  + (y- o 


•+â5,+«M«S- 

représentant  j-r  Par  P>  j Par  *'  vient 

«—■-.gft+gà  et  y-iüri’1 

? Y ' 1 


Pour  faire  voir  que  les  deux  courbes  se  confondent  dans  un  es- 
pace infiniment  petit,  nous  allons  tirer  aussi  de  l'équation  de  l'el- 
lipse les  valeurs  do  % et  jji  nous  *es  égalerons  à celles  trou- 
vées ci-dessus,  ou , ce  qui  revient  au  même , nous  les  substitue- 
rons h p et  q dans  la  valeur  de  >. 

L’équation  do  l'ellipse  est  a2y1-\-lPx-=a2b2 .En  la  différenciant, 
nous  trouvons 

tlu  6*x 

b*xdjc=aû  d OÙ  —•  = 

dx  a*y 

C’est  la  tangente  trigonomélrique  de  l'inclinaison  de  la  tan- 
gente li  l’ellipse  sur  l’axe  des  x ou  la  cotangento  do  la  latitude 
correspondante. 

Nous  pouvons  donc  écrire 


eolang.L 
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Prenons  la  différentielle  seconde  : il  viendra 

I rf’x 


r/y*  . d.rd*u  — r/y  t 

£+“*»  ~lhrîT~ 


OU 


1 + 


a*  'ii  °*y 

Ar  ) A»  Ar» 


“-7 

6*  l 


<i*y  r/y  r/*j* 


El,  en  négligeant  le  quatrième  terme  comme  différentiel  du 
troisième  ordre, 

O4  fl4 

1 + 77,  |,»lang.«L  + j-,  » ? — « 


mais 

donc 


fl* 

— y =>  N srn.L  ^n»  425) 


I + 7;  colang.’L-f-Nfin. 1,9  = 0 


OU 


t + r,  MM 
N.  sm.L. 


Il  n’y  a pas  h tenir  compte  de  ce  signe  moins;  c’est  la  valeur 
absolue  que  l’on  introduit  dans  celle  de  y.  Le  signe  moins  en 

avant  de  L indique  que  la  courbe  présente  sa  convexité  à 

l’axe  des  x,  tandis  qu’affectée  du  signe  plus,  cette  expressiob  fait 
voir  que  la  partie  convexe  est  tournéo  vers  l’axe  des  abscisses. 

En  introduisant  p et  q dans  >,  nous  trouvons 


A>  sin  4L  -)-  o»  ro«.4L 


(I  -f-  rotang.»  L)  * . co*ée.3L 

y = — — .V  sm.L  = 

. ^ colang.»  L 

* 6»N As\ 

h*  sin.»  L 4-  a*  c#s.*L  — a4  — sin.»L)  4-4*  sm.’L 


N sm.L. 


y= 


et  enfin 
parce  que 


o4N  (t — c4) 

a»  (I — f«  sin.4L) 

n (I  — o4) 

(I  — «4  sin.4 L)* 


Ai  — a«(L  — c»! 


et 


(I  — c4  sm.4L)4 


434.  Nous  allons  donner  ici  quelques  applications  numérique» 
de  la  formule  qui  détermine  le  rayon  de  courbure. 

Cherchons  d’abord  5,  en  supposant  l.=0\ 
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Le  dénominateur  devient  nul,  et  la  formulo  se  réduit  U 

'(==  a (i  — *»} 

Prenons  a = 6376606™,  comme  l’indique  Laplacc,  quoiqu'il 
suppose  l’aplatissement  égal  à ~ : nous  savons  que 

e»  = 0, 006463  d’oil  1 _««==  0,993538 

log.  a = 6.8045890 

log.  (!—«»)  B 9.9971845 


log.  n (I  - <•*)  = 6.8017743 
donc  y = 6333400“. 

Faisons  Lpi.lO*,  nous  aurons,  pour  trouver  la  valeur  corres- 
pondante de  y,  les  calculs  suivants  : 

log.  r«  = 7.8103670. 

2 log.  sio.  30'  = 9.3140936 

log.  o*  sin.  30*  = 7.1244606 

c»  sin.*  30*  = 0.0013319 

1—  e»  sin.»  30*  = 0.9986681 

log.  (I  — e*  sin.»  30*)  = 1.9994597 

log.  (I  — e»  sin.  *30' j*  = — 1 .9991 298 

donc 

log.  a(l  — et)  = 6.8017743 

log.  (I  — e»sin.»30*J*  = ï. 9991 298 

l«g-Y  = 6.8026445 

cl  y = 6348109“ 

Pour  L=50ï,  le  sin.2  L = J et  la  formule  devient 


et 

et 


fl  (1  — «**) 


0-9) 
0-9)-' 


or 


9985946 


- =0,003231 . 1 — y =0,9967090 
donc  log.  ^1  — y ™ ï. 997891 9 


log.  <i  (I  — ««)  * 6.8017743 

!og.  (l  — = î.9978919 


log.f 

*‘Y 


= 6.8038824 
**  6306227* 
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Tour  la  latitude  L=70‘. 

• log.  «*  = 7.8163070 

2.  log.  sio.*70*  . = 9.8997618 

• log.  <•»  sin,>  70'  . = 7.7101288. 

f»sin.»70>  = 0.0051301 

1 _ fî  sin.I70  = 0.9948099 

log.  (1  — r*  sin.*  70')  = Ï.9977C64 

log  (1—  r*  sin.*70')'  = î. 0906 496 
log.  » (1  — <•«)  = G.80 17743 

log. -f  = 6.8051247  ' 

Y = 6384400® 

Rien  de  plus  facile  actuellement  que  de  calculer  là  longueur  du 
grade  aux  latitudes  0«,  30*  et  70*,  en  parlant  de  sa  longueur 
100000m,  sous  la  latitude  50*. 

Nous  aurons,  en  effet  : y (50*)  : y (30*)  ::  100000m  : x. 

log.  100000  = 5.0000000 
log.  Y (50«)  «=  6.8038824 

■11961176 
log.  y (30*)  «=  0.8026443 
log.  (I  » à la  latitude  30*)  = ^4.9987019 
1 • à la  latitude  30*  = 99733® 

l)e  même , 

•11901176 

6.8051247 

5.0012423 

1*  à la  latitude  70'  = 100028», 5 

11901176 
log.  Y(0*)  6.8017743 

4.9978919 

1'  vers  l’équateur  = 99510"’ 

Nous  devons  d'ailleurs  dire  ici,  que  plusieurs  ouvrages,  cl 
entre  autres,  l’excellent  Traité  de  Topographie  de  M.  le  colonel 
Puissant,  et  le  Mémoire  sur  la  projection  des  cartes,  du  colonel 
Henry,  contiennent,  le  premier,  sous  le  n°  3,  l'amplitude  des  arcs 
du  parallèles  projetés  correspondant  à 1*  de  longitude,  pour  les 
latitudes  do  30*  à 70«;  et  le  second , dans  la  Table  XI , les  longueurs 
en  mètres  do  1*  en  longitude  sur  le  sphéroïde  terrestre  aussi  de 
30  à 70*  de  latitude. 
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135. 


RESUME. 

A n A (4  — «») 

(1  — e»  sin.*L)»’  (4  — p*  sin  *L)I' 

Ac1  sin  L ^ Ae’  cos.L 

(I  — «*  sin.*L)i’  (4  — p*sin.*L)I' 

R=A (I  — «* 9in.sL)*,  NR=A«,  Rl50')  = A ^4  =^)*. 


* = A (4  ± e cos.L). 


A.  cos.L 


R’ 

h7» 


= (4  +0,003î3cos.2L) 

A (4  — e*)siu.L 


x ou  OF  — — - — . — r-.ii  y oa  MF  = — 

(4  — p>  siu.’L)»  (4  — .•> 


sin.»L)‘ 


T désignant  le  point  d'intersection  de  la  tangente  au  point  M 
avec  le  plan  de  l’équaleur,  ou  encore 

A (4  — e*)tang.L 
MT  = MQ.  tang.L  = — ; rrr) 


FT  = MT  sin.L  ; 


(4  — p»  siu.’L)  5 

A (4  — e»)  sin  L.  tang  L 
(4  — c».  sin.»L)4 


„„  „„  . A (4—  p*)cos.L 

FQ  = MF.  cot.L  = — i 

(4  — e»  siu.sL)* 


QT  = QF-f  FT  ou  = MT.  cos<c.L  = — — -■lS-C'L| 

(4  — e»  sin.*L)' 

OT *=  OQ  -f-  QT  = A (4  — p«.  sin.*L)I.  séc  L 

o (4  — ftj 

Rayon  de  courbure  ou  7 — - -r-a 

J (4  — e«  sin.»L)« 


CHAPITRE  VIII. 

FORMULES  DE  LATITUDE  , LONGITUDE  ET  AZIMUT. 

436.  Latitude.  Soient  P le  pôle,  PA  et  PB  (fig.  326)  deux  mé- 
ridiens, AN  et  BO  les  normales  aux  points  A et  B : on  suppose 
connu  l'angle  ANH,  qui  est  la  latitude  L de  A,  et  l’on  demande  L1, 
celle  de  B situé  à l'extrémité  de  l’arc  AB  ou  K,  obtenu  par  la  ré- 
solution des  triangles.  Pour  trouver  L — L1  ou  la  différence  d’in- 

54 
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clinaison  sur  l’équalour,  des  normales  AN,  BO  qui  ne  sont  pas 
situées  dans  un  même  plan,  unissons  B et  N par  une  droite  qui 
formera  avec  l’équateur  un  angle  que  nous  désignerons  par  a ; 
puis  cherchons  L— a,  a— U,  et  éliminons  a. 

Si  du  point  N,  comme  centre,  et  d’un  rayon  égal  à l’unité,  nous 
décrivons  une  sphère,  elle  sera  coupée  suivant  les  trois  arcs  de 
cercle  pa,  pb,  ab,  par  les  deux  plans  méridiens  et  par  celui  dans 
lequel  sont  situés  AN  et  AB. 

pa  sera  le  complément  de  L,  pb  celui  de  a,  et  ab,  que  nous  re- 
présenterons par  ?,  sera  le  rapport  de  K h la  normale  du  point  A; 
car  l’arc  AB  est  assez  petit,  eu  égard  aux  dimensions  du  globe, 
pour  pouvoir  dire  qu’il  se  confond  sensiblement  dans  toutes  ses 
parties  avec  son  cercle  osculateur  qui  aurait  son  centre  très-près 
do  N et  AN  pour  rayon.  Cette  portion  du  cercle  osculateur  et  ab 
sont  deux  arcs  concentriques  proportionnels  h leurs  rayons:  ainsi 

il  est  donc  vrai  de  dire  que  9 = - (N  désignant  la  normale  de  A). 

Désignons  L — a par  x,  et  nous  aurons 
,r>=  400 — pa  — (400  — pi)e=pt  — pa  OU  pt  = pa  -f-  x.  . . . (4 ) 

Lo  triangle  sphérique  pab  fournit  la  relation 

cos.pt  =»  cos.  pa  cos  .ai  -j-  sin.pa  sin.at  cos. a. 

Il  est  donc  naturel  de  chercher  une  autre  valeur  de  cos.  pb,  en 
la  déduisant  de  (1):  car  en  les  égalant  pour  faire  disparaître 
cos.  pb,  il  restera  une  relation  entre  x et  des  quantités  connues. 

Do  (1)  nous  lirons 

cos.pt  = cos. pn  cos.x — sin.pa  sin.x 

et  alors 

cos.pa  cos.x  — sin .pa  sin.x  = cos. pa  cos.at  -}-  sin.pa  sin.al  cos. a 
puisque 

pa  100  - L,  a =200  — i et  att=? 
nous  pouvons  écrire 

sin.L  cos.x  - cos.L  sin.x  — = sin.L  cos.?—  cos.L  sin.  ? cos  s 

x et  ? étant  des  quantités  très-petites,  nous  pourrons  em- 
ployer avec  avantage  les  développements  en  séries,  pour  faire 
disparaître  leurs  lignes  trigonométriques,  et  négliger  dans  ces 
développememcnls  tous  les  termes  de  puissances  supérieures  h la 
seconde  : il  vient  alors 

sin.L  — Y*in-k  — x cos.L  «=  sin.L  — gjp.L — ? cos.L  cos  s 
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ou,  en  supprimant  sin.  L commun  aux  deux  membres  et  chan- 
géant  tous  les  signes, 

X * <P* 

— sin.L  -f-  x cos.L  = — siu.L  -f  V cos.L  cos.* 


Au  lieu  de  résoudre  cette  équation  suivant  la  méthode  géné- 
rale usilée  pour  le  deuxième  degré,  et  pour  ne  pas  arriver  à une 
valeur  irrationnelle  de  x,  nous  allons,  parce  que  <r  et  <p  sont  très- 
petits,  supprimer  les  termes  qui  contiennent  leurs  secondes 
puissances,  afin  d'arriver  à une  première  valeur  approximative 

*=  <P.  eos.Z. 

Celle-ci  substituée  h x1,  ramène  l’équation  U n ôtre  que  du  pre- 
mier degré  et  de  la  forme 


ou 


<p»  Ç t 

— cos.*x  sin.L-f-4r  cos.L  = — sin.L  4-ï>  cos.L  cos.* 


x — Q cos. * -f-  J tang.Lfl  — eos.*x)  = 


ç» 

P cos.x-f  — Ung.L  sin.** 


Telle  est  la  valeur  de  x ou  L — a. 

Cherchons  actuellement  celle  de  a — L'.  BO  étant  la  normale 
du  point  B,  l’angle  OBN  est  précisément  la  différence  de  a à L'. 
Par  le  point  N,  élevons  NM  perpendiculaire  b BO  jusqu'il  son 
prolongement  en  M,  et  remarquons  d’abord  que,  dans  le  triangle 

BMN  rectangle  en  M,  on  a sin  MBN  = — ou,  comme  l’angle 

. UN 

est  très-petit,  en  prenant  la  valeur  du  sinus  pour  celle  de  l'arc, 


b = a-=L'< 


MN 

’bn 


Mais  MN=NO.  cos.  MNO  et  MNO=L',  puisque  les  côtés  qui 
embrassent  ces  angles  sont  respectivement  perpendiculaires, 
donc, 


A-L'~gcoS.L- 


Dailleurs,  NO  = MC  — OC  ou  la  différence  des  sous-normales 
de  A et  B : quant  b BN,  sensiblement  égal  à AN,  nous  le  rem- 
placerons par  la  valeur  de  cette  dernière  ligne,  et  nous  aurons 

(<—  f»sin.*L)^  ! A«*  fin.L  Ac»  sin.L'  \ 

A (,(•  — *’  sin.’Lji  (I— c*  siu.*L')VC°5’ 
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Nous  pouvons  beaucoup  simplifier  cette  expression,  en  remar- 
quant que  les  dénominateurs  sont  sensiblement  les  mêmes  : en 
effet,  ils  contiennent  les  carrés  des  deux  sinus  peu  différents  l'un 
de  l'autre  et  multipliés  tous  deux  par  e’  que  nous  avons  vu  (n°  429), 
être  égal  à 0,00646. 

On  peut  alors  simplifier  en  écrivant 

X — L'=e*  (sin.L  — sin.  L^cos-L' 

Remplaçons  la  différence  des  deux  sinus,  comme  l’indique  la 
formule  15  de  trigonométrie  rectiligne, 

X — L'  = 2c»  cos-l  (L  -f- L')sin.i(L  — LO  eos.L' 

On  sait  que  le  double  du  sinus  de  la  moitié  d’un  arc  est  égal  à 
la  corde  qui  sous-tend  cet  arc,  et  lorsque  ce  dernier  est  aussi  pe- 
tit que  L — L',  il  se  confond  avec  sa  corde;  nous  pourrons  donc 
dire  que  2sin.  J (L — L/)=L — L /,  et  écrire 

x — L'  = e»  (L  — LO  eos.J  (L  + L»)  eos.L' 

Ici  encore,  il  se  présente  des  réductions  qui  ne  sont  pas  rigou- 
reusement exactes,  mais  que  justifie  la  nature  des  quantités  qui 
entrent  dans  l’expression  : ainsi  le  premier  facteur  est  une 
très-petite  fraction  ; le  second  est  aussi  très-petit,  puisque  rela- 
tivement aux  dimensions  du  globe,  la  distance  est  bien  peu  con- 
sidérable entre  A et  U,  qui  doivent  être  visibles  l'un  de  l’autre. 
Par  la  même  raison,  cos.  * (L-j-L')  doit  peu  différer  de  cos.  L et 
de  cos.  L'.  De  tout  cela,  il  résulte  quo 

X — L'  = e»  (L  — LO  cos.*L 

Ajoutant  membre  à membre  cette  équation  et  celle  qui  four- 
nit L — a,  il  vient 

<p  • 

L — L'=c«  (L  — L')cos.*L-f  V cos.*  -+■  — uug.Lsin.»* 

ou  momentanément,  pour  abréger, 

L— L'  = (L  — LO  cos.*L  X 
d'où  (L  — LOD  — «*eos.*L)=»X 

et  encore 

- v - fr-c*o~rr x ~ r' ru" iL)  = x <'  + pï  ros-,L)- 
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et  maintenant 

$ * 

L — L'=Ç  (4  4-e*  cos.4L)  cos  s + — (I  -f  e*  cos.*l.)  lang.L  sin  4; 

Nous  savons  que 

Alt  (t  — «■«  3io.4L]i 

« = — »=  K 

A?i  A sin.4B 

donc 

^ p ^ (4  — «»  »in.»L)  l L<  ^-e«cos.«L)  cos.*  + 

A sin.1" 

_ (4  — c*  sin.»L) ,,  , , , , . 

K*  — : — - — (4  4-  «•  cos.*L)  lang.L  sin  >*. 

ÎA1  sin.M"  ' 


On  a fait  pour  abréger 


(l  — f»  sin.»L)i  , , 

— r j77 — (4-fe‘eos.*L). 

A sin  ifl 


(4  — c»  sin.*L) 
2A»siii.‘4"' 


(4-fe>  cos.*L)  lang.L 


=0. 


La  formule  s’écrit  alors 


L*  = L — P. K cos.s  — Q.R*  3in.*:. 

On  a calculé  et  mis  en  table  les  différentes  valeurs  de  P et  Q 
en  fonction  de  L. 

437.  Longitude.  Soit  ABC  (fig.  327)  le  triangle  sphérique  ob- 
tenu précédemment,  en  décrivant  une  sphère  de  N,  extrémité 
do  la  normale  du  point  qui,  sur  la  terre,  correspond  h A,  et 
_d’un  rayon  égal  à l'unité.  La  différence  en  longitude  des  points 
correspondants  à A et  B,  est  mesurée  par  l’angle  C.  Le  triangle 
ABC  donne 

_ sin. A . 

% sin.C= sin. s. 

sin.  a 


c est  ce  que  nous  avons  désigné  par  <p.  Cette  quantité  étant 
très-petite  ainsi  que  C,  nous  pouvons  les  substituer  à leurs  sinus, 
et  écrire 

„ sin. A 
- — $ 
sin.  a 


A est  le  supplément  de  l’azimut  Z et  a=100  — a,  d’où  sin. 
A=sin.  Z et  sin.  a = cos.  a. 

Si  nous  désignons  par  M et  M'  les  longitudes,  nous  aurons 
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Ici,  on  remplace  cos.  a par  cos.  L' , et  voici  comment  on  j ustifie 
cette  opération. 

Nous  avons  trouvé  que 

X=  L’  -f- 1»  cos.  *L  (L  — L1) 


L — L'  est,  comme  nous  savons,  très-petit  : e2  l’est  également  : 
enfin,  un  cosinus  étant  moindre  que  l’unité  , son  carré  est  plus 
petit  encore,  et  le  produit  de  ces  trois  facteurs,  donne  pour  la  dif- 
férence do  a à L',  une  fraction  peu  appréciable.  Ce  sont  d’ailleurs 
les  cosinus  que  nous  substituons  l’un  b l’autre,  et  l’on  sait  qu’ils 
diffèrent  entre  eux,  moins  que  les  arcs  eux-mêmes. 

Nous  écrirons  donc,  en  remplaçant  <p  par  sa  valeur , et  parce 

que — — = sécante. 

1 C0S10. 


M — M’=  K 


(4  — sin  »L)l 


Ajoutons,  pour  justifier  davantage  l'artifice  de  calcul  que  nous 
avons  employé,  que  cela  a lieu  au  dénominateur  do  la  très-petite 
fraction  qui  représenleM — M ' . Connaissant  donc  la  longitude  d’un 
point,  on  trouvera  celle  d’un  autre  point,  au  moyen  de  la  formule 
ci-dessus,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche.  On  a calculé  et 


mis  en  table 


(1  — e « sin.*L) 


l 


A sin.4" 
s’écrit  ainsi  qu’il  suit: 


que  l’on  représente  par  R.  La  formule 


M'  = M — RK  séc.L'  siü.s. 


438  Azimut.  Il  s’agit  actuellement  de  passer  de  l’azimut  Z 
du  côté  AB,  observé  en  A,  à son  azimut  Z'  compté  sur  le  mé- 
ridien de  B [fig.  327).  On  se  sert  pour  cela  de  1 analogie  de  Neper 

. „ cos.l(o — b) 
nng.i  (A  + B)  =col,Dg.{  C -os  Ha  + ^ 

En  raison  de  la  petitesse  du  côté  c,  le  supplément  do  B ne  dif- 
fère de  A que  d’une  très-petite  quantité  que  nous  désignerons  par 
y : nous  pourrons  donc  poser 

B >=200 (A  +y),  KA  + B)  — 400—  ÿy,  Ung.J (A -f  B)  =coUng.J y, 


d'où  il  résulte 


roling  i y 


-=cotaug.!C 


cos.J  (o  — b) 
cos.i  (a+A) 
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Les  angles  J y et  j e étant  très-petits,  leurs  cotangentes  sont 
très-grandes;  mais  leurs  tangentes,  dans  ce  cas,  se  confondant 
pour  ainsi  dire  avec  les  arcs,  on  peut  renverser  la  formule  ci- 
dessus,  et  elle  devient  alors 


lang.ly=tang.iC 


eos  4) 
cos.J  (a  — 6) 


OU 


ÎV=ÎC 


COS  J(o-f-fc) 
COS.J(n  — S) 


Substituons  actuellement  à a,  b et  C,  leurs  notations  gcodési- 
ques,  pour  mettre  en  évidence  les  données  du  problème. 

o = 100  — L'  i l (â  -f-  6)=  100  — î(L+  L1},  cos.i{o  + ft)=siu.i(t,+L') 

S = 100 — L ( 

C=M  — M'  ) H®-*)  = î (L  — L'J,  cos.i(o-6)=cos.J{L  — L') 


Nous  aurons  donc 


Nous  avons  posé 


«iM(L  + LQ 
cos.}(L-L')' 


y = 200  — (A -(-B)  = 200  — (200  - s)  — (s'—  200)  = 200  + s - 1 '. 

Substituant  cette  valeur  dey.  multipliant  par  2,  cl  remarquant 
que  l'on  peut  négliger  le  dénominateur  cos.;(L—  L')  sensiblement 
égal  h l’unité,  nous  aurons  en  définitive 

»'=200  -(-ï  — (M  — M')  sin.i(L-f-L’). 

Cet  azimut  z'  est  nécessaire  pour  arriver  h connaître  celui 
d'un  autre  côté  et  calculer  ensuite  les  latitude  et  longitude  de 
l'extrémité  Cde  ce  nouveau  côté  K'  ( fig . 328)  : en  effet,  nous  au- 
rons besoin,  pour  omployer  les  formules  de  latitude  et  longitude 
relativement  au  point  C,  do  connaître  l'azimut  SBC,  et  nous 
voyons  par  la  figure,  qu'il  est  égal  à Z',  diminué  de  l’angle  B 
connu  du  triangle  ABC. 

Dans  la  pratique,  les  latitudes  et  longitudes  étant  calculées  de 
deux  manières,  se  vérifient  par  cela  même  : ainsi,  connaissant 
celles  de  A et  B {fig,  329),  on  se  sert  des  premières,  puis  de  celles 
de  B,  pour  trouver  les  coordonnées  géographiques  de  C.  On  con- 
naît pour  cela,  les  azimuts  des  côtés  AC  et  BC  par  rapport  aux 
méridiens  de  B et  de  C.  Ensuite,  à l aide  de  la  dernière  formule 
que  nous  avons  démontrée,  on  détermine  les  azimuts  des  mêmes 
côtés  par  rapport  au  méridien  do  C.  Ici,  la  vérification  consiste  à 
retrancher  l'azimut  du  côté  de  gauche,  de  celui  de  droite,  et 
la  différence  doit  être  précisément  l’angle  C du  triangle  ABC 
(fig-  330). 


Digitized  by  Google 


GÉODÉSIE. 


132 

Quand  l’azimut  do  droite  est  plus  petit  que  celui  de  gauche, 
il  faut,  pour  rendre  la  soustraction  possible,  lui  ajouter  400»,  et 
la  différence  est  toujours,  comme  l’indique  la  figure  331,  l'angle  C 
du  triangle. 


CHAPITRE  IX. 

NIVELLEMENT  GÉODÊSIQLE  ET  BAROMÉTRIQUE. 

* 

139.  Nous  avons  passé  en  revue  tout  ce  qui  est  nécessaire  au 
calcul  do  la  projection  des  points  du  canevas  : il  nous  reste  èt  trou- 
ver les  ordonnées  verticales  de  ces  points  : c’est  ce  qui  constitue 
le  nivellement  géodésique. 

Il  est  évident  que  la  différence  de  niveau  BB'  de  deux  points  A 
et  B ( fi'j . 332),  est  fonction  des  distances  zénithales  ZAB,  Z'BA, 
et  du  côté  AB  j mais  ces  distances  observées  sont  affectées  d’er- 
reur qu’il  faut  d’abord  détruire. 

410.  Réduction  des  distances  zénithales  aux  sommets  des  signaux. 
Généralement,  l’instrument  n’est  pas  placé  précisément  au  point 
de  mire,  c’est-à-dire  au  point  visé  des  autres  stations.  Il  s’ensuit 
que  la  distance  zénithale  doit  être  corrigée  d’une  première  er- 
reur qui  est  la  conséquence  de  cette  disposition. 

Supposons  que  A et  B ( pg . 333)  soient  les  deux  pointsde  mire  : 
les  deux  distances  zénithales  réciproques  sont  ZAB,  Z'BA,  que 
nous  désignerons  par  f et  t'.  Si  l’on  a été  obligé  de  se  placer 
en  a au-dessous  de  A,  l’angle  observé  Z«B,  que  nous  pouvons  re- 
présenter par  a,  est  plus  petit  que  f , de  la  quantité  angulaire 
Alla  ou  a : en  effet,  en  considérant  t comme  extérieur  au  trian- 
gle ABo,  on  trouve  a -+-<*.  Le  même  triangle  fournit  la  pro- 
portion. 

sin.  a îsin.a::  Aa  : AB  d’où  sin.  a=Aa^-- 

AB 

Ah  est  le  côté  connu  : c'est  ce  que  déjà  nous  avons  représenté 
par  K.  Désignons  A a par  d H,  c’est  la  distance  do  l'instrument  à la 
mire  du  signal  ; et  parce  que  l’angle  a est  très-petit,  prenons 
I expression  do  son  sinus  pour  l’angle,  et  nous  écrirons 

rfüsin  a 

« =a  —■  
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Telle  est  la  formule  au  moyen  de  laquelle  on  détermine  la  cor- 
rection, après  toutefois,  l'avoir  rendue  homogène,  a doit  être  ex- 
primé en  secondes,  et  puisque  le  second  membre  de  l'équation 
représente  une  longueur,  il  faut,  comme  nous  l’avons  fait  déjà  en 
maintes  circonstances  semblables,  lo  diviser  par  sin..l",  ce  qui 
donne 

(/H  sin.  A 
“ Ksin.l"’ 

Enfin,  nous  dirons  que  dans  la  praliquo,  on  néglige  sin.  a 
comme  différant  très-peu  de  l’unité  : on  calcule  donc  la  correction 
au  moyen  de 

<IH 

a= — 

K sin. 

Pour  justifier  cette  simplification,  il  Stiflit  de  remarquer  que  A 
diffère  toujours  trop  peu  do  100",  pour  qu'on  no  puisse  pas  pren- 
dre son  sinus  pour  le  rayon  ou  l'unité  , surtout  quand  il  est  lo 

coefficient  d’une  fraction  aussi  petite  que  — . 

Dans  le  cas  le  plus  général,  celui  où  l’instrument  est  au-dessous 
du  point  de  mire,  la  correction  est  additive,  comme  l’indique  la 
figure  : elle  se  retranche  dans  lo  cas  contraire , et  est  presque 
toujours  bien  moindre  dans  cette  dernière  circonstance  : en  effet, 
dans  le  premier  cas,  elle  dépend  de  la  distance  plus  ou  moins 
grande  à laquelle  la  disposition  de  l’édifice  ou  du  signal  permet 
de  placer  l’instrument  par  rapport  au  point  de  mire.  Le  second 
cas  ne  se  présente  que  pour  des  monuments  terminés  par  une 
plate-forme  ou  une  balustrade,  ou  pour  des  signaux  construits  en 
pierre  et  dont  la  forme  est  celle  d’un  cône  tronqué.  En  visant 
des  autres  stations,  on  a fait  coïncider  le  fil  horizontal  de  la  lu- 
nette avec  la  ligne  horizontale  suivant  laquelle  on  aperçoit  la 
plate-forme , la  balustrade  ou  la  basé  supérieure  du  cône  tron- 
qué. Quand  ensuite  on  s’y  transporte,  pour  faire  les  observa- 
•tions,  1 instrument  est  placé  sur  la  partie  visée,  et  le  dH  n’est 
autre  chose  que  la  hauteur  de  l'instrument. 

4-41.  Il  n’est  pas  toujours  facile  de  mesurer  immédiatement  dH  ; 
alors,  on  peut  prendre  une  base  CB  (fig.  334)  partant  du  pied  de 
l’édifice  ; du  point  B observer  les  distances  zénithales  de  A et  a : 
se  servir  de  leurs  compléments  pour  résoudre  les  deux  triangles 
rectangles  CBA.  CBa,  dont  les  deux  côtés  verticaux  sont  les  hau- 
teurs du  point  de  mire  A et  de  ( instrument  a au-dessus  du  sol 
Leur  différence  donne  dH. 

55 
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Nous  avons  supposé  horizontal  le  terrain  sur  lequol  repose  le 
signal  : s'il  est  incliné,  il  faudra  d'abord  réduire  la  base  à l'ho- 
rizon. 

Si  l'on  ne  pouvait  aborder  C,  projection  du  point  de  mire,  on 
prendrait,  sur  un  terrain  favorable  et  à une  distance  arbitraire, 
une  base  B’B  (fig.  335),  quèTon  mesurerait  avec  soin.  Des  extré- 
mités on  observerait  les  distances  zénithales  de  A,  qui  seraient 
les  compléments  des  angles  ABC,  AB'C,  puis  les  angles  ABB* , 
AB'B.  Au  moyen  de  ces  deux  derniers  et  do  la  base,  on  obtien- 
drait les  longueurs  de  AB  et  de  AB',  parla  résolution  du  triangle 
ABB  : puis  ensuite,  pour  trouver  AC  et  si  l'on  veut  BC  et  B'C, 
on  calculerait  les  deux  triangles  rectangles  ABC,  AB'C,  dans  les- 
quels on  connaîtrait  l'hypothénuso  et  l’un  des  angles  aigus.  La 
hauteur  AC  serait  d'autant  mieux  déterminée,  qu'elle  serait  don-  • 
née  par  deux  calculs.  On  agirait  de  mémo  à l'égard  du  point  a. 

Voici  encore  une  méthode  que  l’on  peut  employer,  lorsque  l'on 
est  dans  une  (lèche  peu  aiguë.  On  mesure  deux  rayons  AO,  DE 
(/Ig.  335)  à une  distance  OE  ou  II  , que  l'an  mesure  aussi  ; les 
triangles  semblables  ABO,  DBE,  donnent 

ao:de::*+h:<t  ou  ao— de: de;:a;x, d’où  enfin  x = — I)lj . 

442.  Erreur  de  réfraction.  La  seconde  cause  d’erreur  est  due  à 
la  réfraction.  On  sait  qu'un  rayon  lumineux,  en  passant  successi- 
vement dans  des  milieux  qui  augmentent  de  densité,  s'infléchit, 
parce  que  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  la  normale,  diminue 
sans  cesse  (Livre  IV,  n°  287).  C’est  effectivement  ce  qui  a lieu 
dans  l'atmosphère  en  raison  de  l’accroissement  progressif  de  den- 
sité. Si  l'on  est  placé  plus  près  du  sol  que  le  point  visé,  le  rayon  lu- 
mineux qui  en  a produit  la  sensation,  se  rapproche  constamment 
de  la  normale,  en  raison.de  ce  que  la  densité  de  l'air  augmente. 
Le  contraire  a lieu,  c’est-à-dire  que  l'angle  que  fait  ce  rayon  lu- 
mineux avec  la  normale,  s’ouvre  de  plus  en  plus,  quand  le  point 
visé  est  moins  élevé  que  la  personne  qui  le  contemple.  Dans  l'un 
et  l'autre  cas,  la  courbe  que  fait  le  rayon  lumineux  présente  sa 
concavité  à la  terre.  Ainsi,  pour  l'observateur  qui,  placé  en  A, 
voit  le  point  B f fig.  337),  ce  n'est  pas  le  rayon  lumineux  parlant 
de  B cl  dirigé  d abord  suivant  BA,  qui  a produit  la  sensation  ; car 
il  s'est  courbé  et  a rencontré  la  terre  en  deçà  do  A ; c’est  donc  un 
rayon  représenté  par  une  courbe  dont  AB  est  la  corde,  et  l’obser- 
vateur juge  le  point  B en  B suivant  la  tangente  au  premier  élé- 
ment de  la  courbe.  L angle  ZAB  qu'il  observe  n'est  par  con- 
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séquent  pas  la  vraie  distance  zénithale.  Nous  allons  voir  comment 
on  calcule  l’erreur  angulaire  B AB'  dont  elle  est  affectée,  après 
avoir  remarqué  en  passant , et  comme  nous  le  justifierons  plus 
tard,  qu'elle  n’a  d’influence  que  sur  les  différences  de  niveau  cal- 
culées à l aide  d’une  seule  distance  zénithale. 

Nous  allons  d’abord  faire  voir  que  l’état  de  l’atmosphère  étant 
le  même,  l’erreur  de  réfraction  est  proportionnelle  à l’angle  au 
centre  O.  Si  les  distances  des  points  A et  B au  centre  du  globe , 
différaient  beaucoup  l’une  de  l’aulre,  il  est  évident  que  les  ac- 
croissements successifs  de  O produiraient  des  accroissements 
beaucoup  plus  rapides  pour  la  trajectoire;  mais  il  en  serait  de 
même  aussi  de  AB  ou  K,  et  l’on  ne  pourrait  pas  dire  que  celte 
ligne  mesure  l’angle  au  centre  : celle  circonstance  ne  se  présente 
pas.  Les  plus  grandes  différences  do  niveau  que  peuvent  atteindre 
les  aspérités  du  globe  sont  toujours,  pour  deux  points  visibles 
l’un  de  l’aulre,  telles  qu’il  n’y  a pas^rôi  de  différence  entre  AO 
et  BO.  S’il  s’agit  de  deux  points  dont  la  différence  de  niveau  soit 
très-grande,  500“  par  exemple,  il  n’y  aura  que  entre  AO 
et  BO.  De  là  , nous  pouvons  déjà  conclure  que  la  trajectoire 
est  proportionnelle  à l'arc  terrestre  correspondant;  mais  une 
autre  conséquence  quo  nous  pouvons  en  tirer  encore  , c'est  que 
la  trajectoire  se  confond  très-sensiblement  dans  toute  son  étendue 
avec  son  cercle  osculatcur  : ainsi,  nous  dirons  que  l'angle  r ou 
BAB/,  apour  mesure  la  moitié  delà  trajectoire  : l'angle  r est  donc 
proportionnel  à cette  courbe,  il  l’est  donc  enfin  à l'angle  au  centre. 

Nous  voici  en  droit  d écrire  r=rnO:*le  coefficient  n étant  con- 
stant pour  un  même  état  de  l’atmosphère,  et  variant  toutes  les  fois 
qu'il  y a quelque  changement  dans  les  causes  qui  influent  sur  la 
densité  de  l’air. 

On  est  naturellement  porté  à demander  comment  il  se  fait  ce- 
pendant que  la  réfraction  soit  plus  grande  pour  un  point  très-éloi- 
gné  et  fort  peu  élevé  que  pour  un  autre  qui,  plus  voisin,  est  situé 
dans  une  région  supérieure  de  l’atmosphère.  Ce  dernier  traverse 
en  effet  un  plus  grand  nombre  de  couches,  mais  on  ne  remarque 
peut-être  pas  que,  moins  oblique  alors,  il  dévie  moins  dans  cha- 
euno  d'elles  que  lorsqu'il  suit  une  direction  plus  voisine  de  l'ho- 
rizon. 

Pour  levor  cette  difficulté,  qui  n'est  qu'apparente,  rappelons  ce 
principe  certain  d'optique 

«ut.l  . 1 . 

— r — «.  ou  Jin  R = — sin.I 

sm.R  n 
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OÉOltftSIE. 


ou  encore 


>io.I — sin.R^sin  I 


On  sait  que  les  densités  des  couches  suivent  une  progression 
géométrique  décroissantej  depuis  celle  qui  touche  au  sol  jusqu’à 
la  plus  élevée  (coir  plus  bas  la  détermination  des  hauteurs,  au 
moyen  d'observations  barométriques).  On  a donc 


d;d’  ; d1',  etc. 


OU 


d d>  d" 
d7'adi"' 


de  manière  que  l’indice  de  réfraction,  qui  est  fonction  du  rapport 
des  densités,  est  bien  constant  pour  toute  l’atmosphère. 

„ 4 

Le  coefficient  — étant  constant,  la  différence  sin.  I — sin.R 

n • 

sera  d'autant  moindre,  que  I sera  plus  petit.  Il  en  sera  de  même 
entre  I et  R,  quoique  dans  un  autre  rapport. 

Ceci  suffit  pour  prouver  que  le  polvgono  ou  la  trajectoire  for- 
mée par  le  rayon  qui  se  brise  à chaque  instant,  est  d’autant 
moins  courbe,  qu’il  part  d’un  point  plus  élevé  pour  arriver  & l’œil 
de  l’observateur.  Ainsi , en  supposant  une  suite  de  points  situés 
sur  la  môme  verticale,  la  plus  grande  réfraction  aura  lieu  pour  - 
celui  qui  est  le  plus  près  du  sol,  tandis  que  la  plus  petite  corres- 
pondra à l’objet  le  plus  élevé  dans  l’air. 

Imaginons  actuellement  un  nouvel  objet  situé  au  niveau  du 
plus  bas  de  ceux  que  nous  venons  d’envisager,  mais  plus  éloigné 
que  lui. 

Les  rayons’qui,  par  suite  de  la  réfraction,  les  feront  voir  l’un 
et  l'autre  h l’observateur,  traverseront  le  même  nombre  de  cou- 
ches et  précisément  les  mêmes.  Celui  qui  vient  du  point  le  plus 
éloigné  est  plus  voisin  de  l'horizon  ; il  arrive  sous  un  plus  grand 
angle  d’incidence  et  a,  par  conséquent,  subi  une  suite  de  brisures 
plus  considérables.  Pour  lui,  en  effet, 


adonné,  pour  chaque  changement  do  direction,  une  quantité 
plus  grande. 

Il  nous  paraît  bien  constaté  maintenant  que  la  réfraction  aug- 
mente avec  les  distances  horizontales  et  zénithales. 

Nous  plaçons  ici  une  suite  de  calculs  qui,  quoique  basés  sur 
un  indice  de  réfraction  arbitraire,  feront  sentir  la  marche  de  la 
réfraction,  eu  égard  h 1 incidence. 
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Supposons  que 

ou,  en  d'autres  ternies,  que  l'épaisseur  des  couches  et  le  rapport 
de  leurs  densités  donnent 


sin.  I 
sin. R 


100 
= 99  ’ 


99 

sin.R  b—  sin.  Il 


Puis,  attribuons  à I différentes  valeurs  de  0*  à 100*. 


Log.R  =log.I-f-coin.  !og.  — 10 

99 

log.  100  = 2.00000 
— log.  99  = 1.97504 


log.  n = 0.00430 
col.  log.  » = 9.99564 

'hHq'J  sin.  1 = 0,  sin.  R = 0 

1 = 10*  log.  sin.  10=  9.19433 
R = 9.89  cot.  log.  » = 9.99564 

différ.  =0.14  log.  sin.  R = 9.48997 

I = 20.  log.  sin.  20  = 9.48998 
R= 19.79  9.99564 

différ.  =0.24  log.  *sin.  R = 9.48562 

1 = 40  log.  sin.  40  = 9.76922 
R = 89.54  9.99564 

différ.  = 0.46  log.  sin.  R = 9.76486 

I.  = 60  log.  sin.  60=9.70796 
R=  59.12  9 99564 

différ.  = 0 88  log.  sin.  R = 9.90360 

1 = 80  log.  sin.  80  = 9.97824 
R = 78.43  9.99564 

différ.  = 4.87  log.  sin.  R =9.97385 

1.  = 90  log.  sin.  90  = 9.99462 
R = 86.57  9.99564 

différ.  = 3.83  log.  sin.  R = 9.99026 

l.  = 100.  log.  sin.  100=  0.00000 
R=  91.97  9.99564 

différ.  = 8.03  log.  sin.  R = 9.99564 


Réciproquemeutb  R=100‘  correspond  1=91,97  et,  en  général. 
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dans  tout  ce  qui  précède,  si  les  angles  représentés  par  R doivent 
indiquer  les  directions  du  rayon  incident,  l' exprimera  à son  tour 
les  réfractions  correspondantes,  puisqu'alors  n doit  être  remplacé 

par  — : ce  qui  signifie  que  le  rayon  se  dirige  de  bas  en  haut,  ces 

résultats,  qui  d'abord  sont  basés  sur  un  indice  arbitraire  et  réel- 
lement beaucoup  trop  fort  n'ont  qu’un  but , celui  de  faire  voir 
que  nulle  au  zénith,  la  réfraction  croit  de  plus  en  plus  jusqu'à 
l’horizon. 

La  réfraction  horizontale  n'est  moyennement  que  de  64  50  , 
tandis  que  notre  exemple  lui  attribue  8g,  03. 

On  a construit  des  tables  de  réfraction,  en  s'appuyant  sur  un 
très-grand  nombre  d'observations.  La  loi  qu'on  ena  déduite  n’est 
pas  aussi  simple,  à beaucoup  près,  que  la  propriété  sur  laquelle 
nous  nous  sommes  appuyé  pour  nos  calculs,  surtout  entre  85g  et 
100«.  C'est  alors  qu’une  multitude  de  circonstances  diverses,  la 
température,  l'attraction,  etc.,  rendent  la  question  très-délicate 
et  très-difficile. 

C’est  précisément  vers  la  limite  100,,  à quelques  grades  près, 
soit  en  plus,  soit  en  moins,  que  se  présentent  les  distances  zéni- 
thales en  géodésie. 

Nous  le  répétons  encore  : notre  but  était  seulement  de  faire 
voir  que,  quelle  que  soit  la  loi  réelle,  il  est  toujours  vrai  de  dire 
que  la  réfraction  croît  avec  les  distances  horizontales  et  zéni- 
thales. 

443.  En  déduisant  la  valeur  de  n,  coefficient  de  la  réfraction, 
des  observations  faites  avec  une  valeur  particulière  de  K,  elle 
sera  la  même  pour  les  corrections  à faire  à toutes  les  distances 
zénithales  observées  dans  un  état  analogue  de  l’atmosphère. 

Pour  atteindre  ce  but,  remarquons,  qu’eu  égard  au  triangle 
ABO,  nous  avons  (fig.  338) 

A-fr=B+0.  A'-fr'=A  + 0 
d’où  û + A'-fr-f  r’=  A + B-t-0-|-0  — Î00«  + 0 

Pour  ne  conserver  que  les  iuconnues  r et  r'  dans  un  membre 
do  l'équation,  et  en  supposant  les  distances  zénithales  observées 
simultanément,  auquel  cas  r = r ’,  nous  écrirons  en  divisant  le 
lout  par  2 

r=  tOO-f  £ — A+A' 
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Telle  est  l'erreur  causée  par  la  réfraction  dans  ce  cas  particu- 
lier : niais,  au  moyen  de  ce  que  n = jj,  nous  trouvons 


100  + — — 


A + A 1 


Si  les  observations  ne  sont  pas  faites  au  même  instant,  la  va- 
leur trouvée  pour  l’erreur  de  réfraction  est  une  moyenne  entrer 
et  r'  ; mais  on  peut  s’en  contenter,  parce  que  ces  quantités  diffè- 
rent peu  l’une  de  l’autre. 

Il  est  à remarquer  que  O doit  être  exprimé  en  secondes  pour 
que  l'expression  de  « soit  homogène  : elle  sera  alors  un  nombre 
abstrait,  puisque  le  numérateur  et  le  dénominateur  exprimeront 
des  quantités  de  même  nature.  La  valeur  de  O que  nous  devrons 

substituer  sera  donc  . 

R.sm.t  " 


et  la  formule  deviendra 


too* — — t— + 


2R.  sin.t  '' 


R.siu.l  " 


ou  en  réduisant 


(tOO  — A.+  ,A'.j  R.sin.t" 


+ } 


Appliquons  la  formule  ci-dessus  à un  exemple,  et  supposons 
K=Ï8#>4»,75  ;=t00*.27î8"  g '=.99*, 9596"  alors  100— 


log.  {-H62")  = — 3.0762763 
log.  R.  = 6.8045305 

log.  sm.l'i  =•  4,t96H99 

Cl.  log.  K <=  5.5450828 

— 9 6220095 

Ce  logarithme  appartient  au  nombre  0,4188  qui,  retranché 
de  \ ou  0,50,  donne  n=0,08l2  ou  0,08,  et  enfin  r=0,08x0. 

Telle  est  la  valeur  moyenne  du  coefficient  de  la  réfraction  : 
rarement  il  descend  à 0,07  ou  monte  ii  0,10, 

Nous  n'avons  opéré  ainsi  que  pour  appliquer  la  formule  dans 
toute  sa  généralité  ; car  on  procède  d'une  manière  beaucoup  plus 
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simple,  en  so  rappelant  qu’une  seconde  centésimale  sur  le  globe, 
vaut  10™,  et  qu’ainsi  il  suffit  de  retrancher  un  chiffre  vers  la 
droite  dans  le  nombre  qui  représente  K,  pour  le  transformer  en- 
.secondes,  et  par  conséquent  avoir  O. 

Ainsi,  en  reprenant  les  données  précédentes,  nous  aurions 
trouvé  que  le  numérateur  de  l’expression  n est  égal  à 233",  et  le 
dénominateur  à 2850  ',  47. 


log.  233  = 2.3673559 

a.  log.  2850,47  = 6.545*  765 

8.9423324 


Ce  logarithme  correspond  b 0,0817  ou  0,08,  que  nous  avons 
également  trouvé  pour  n par  la  méthode  précédente. 

Nous  pouvons,  connaissant  le  coefficient  de  la  réfraction , trou- 
ver facilement  l’amplitude  de  la  trajectoire  : car,  ayant  posé 
r=\  trajectoire,  et  sachant  que  r=0,08XO,  il  s'ensuit  que  l’am- 
plitude de  la  trajectoire  est  égale  aux  0,16  do  l’angle  au  centre. 

Si,  par  exemple  0=50',  on  aura  le  trajectoire  égale  b8'.Tout 
h l’heure,  nous  avons  supposé  K=2850  ' : dans  ce  cas,  l’ampli- 
tude de  la  trajectoire  est  456". 

Puis,  ensuite,  si  l’on  veut  connaître  le  rayon  de  courbure  de  la 
trajectoire,  on  remarque  qu’elle  est  sensiblement  de  môme  lon- 
gueur que  l’arc  correspondant  K,  et  qu'ainsi  les  rayons  sont  en 
raison  inverse  de  l’amplitude  des  arcs  : d’où  le  rayon  de  la  tra- 
jectoire est  égal  à 39788785  mètres. 

Puisque  l’erreur  causée’par  la  réfraction  est  fonction  de  l’an- 
gle au  centre  ou,  en  d’autres  termes,  de  K,  on  ne  doit  en  tenir 
compte  qu'autant  qu’elle  n’est  pas  très-petite  par  rapport  a l’ap- 
proximation que  donne  l’instrument  dont  on  se  sert.  L’an? d’une 
seconde  sur  la  terre  ayant  10  mètres  do  longueur , il  s’ensuit 
que  si 

K = 400’",  r = 0,08  X 40"  = 0",8 
K = 4000,  r=  0,08  X 400  = 0*  0008" 

K =40000.  r=  0,08  X 4000  = 0 ,0080" 

K = 30000,  r = 0,08  X 3000  = 0 ,04' 

On  voit  par  lb,  que  cetlo  correction  est  presque  toujours  su- 
perflue dans  les  opérations  topographiques  b moins  que  la  di- 
stance entre  les  points  ne  soit  do  10000m  environ,  et  que  l’on 
emploie  un  éclymèlre  donnant  la  minute. 

Nous  n’avons  pas  cru  devoir  donner,  dans  ce  chapitre,  plus  de 
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développement  à la  théorie  do  la  réfraction.  Ce  sera  mieux  sa 
place  dans  le  livre  VI,  où  se  trouveront  groupées  les  principales 
questions  d'astronomie,  que  doit  connaître  un  officier  chargé 
d’opérations  géodésiques  hors  de  France,  lorsqu'il  estentière- 
rement  réduit  à ses  propres  ressources. 

444.  Calcul  Je  la  différence  de  niveau  entre  deux  pointe  au  moyen 
des  distances  zénithales  réciproques.  Nous  avons  actuellement 
toutes  les  données  nécessaires  au  calcul  dft  différences  de  ni- 
veau, soit  que  l’on  emploie  deux  distances  zénithales,  soit  que 
l’on  ne  .puisse  faire  usage  qub  d’une  seule  : dans  ce  dernier  cas, 
en  effet,  on  doit  tenir  compte  de  l’erreur  de  réfraction.  Dans  le 
premier,  il  suffit  de  rendre  réciproques,  les  distances  zénithales, 
en  les  réduisant  aux  sommets  des  signaux,  et  d’employer  A et  A', 
angles  observés  : car  c’est  leur  différence  qui,  comme  nous  le 
verrons  bientôt,  entre  dans  la  formule.  Or,  nous  avons  vu  que 
A — f — ret  a'  =d — r,  d’où  il  résulte  a — a '=/■ — /'. 

Soient  A et  B les  deux  points  dont  on  veut  connaître  la  diffé- 
rence de  niveau  BC  (fig  339)  ou  dN.  Considérons  le  triangle  ABC 
dans  lequel  AC  est  la  corde  qui  sous-tend  l’arc  de  cercle  compris 
entre  les  verticales  des  points  A et  B : il  fournit  la  proportion 

sîn.  B : sin.  A ::  AC  : BC  de  laquelle  on  tire  dN  = K {l ) 

MU.  Il 

Nous  connaîtrons  dN  lorsque  nous  aurons  déterminé  A et  B 
D’abord,  en  appelant  A ',  l’angle  BAO  pour  ne  pas  le  confondre 
avec  BAC  que  nous  avons  désigné  par  A,  nous  avons,  A=A' — A", 
en  représentant  aussi  par  une  lettre  unique  A",  l’angle  CAO  qui 
a de  mè  ne  son  sommet  en  A 

A'  est  le  supplément  do  t : A1'  appartient  au  triangle  isocèle 
CAO  et  est  par  conséquent  égal  h 100  — ~ ; nous  pouvons  donc 
écrire 

A = 200—  /-  A 00  — 2)  = 1oo  + ^ — /. 

Si,  ensuite,  nous  nous  reportons  au  triangle  ABO  dans  lequel 
A'=200 — /,  B=200 — /'.nous  voyons  que  A'-t-B+O=200  ou 
200— /+ 200—/'+ 0=200. 

En  réduisant  200  + O = / + <f'  et  100  + -^  = ; sub- 

s 2 

stituons  dans  la'  valeur  de  A,  et  nous  aurons  pour  résultat 


50 
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Pour  trouver  B remarquons,  & l’aide  du  triangle  ABO,  que 
B— 200*  — A'— O;  mais 


■tl T-  O 

A'  = A + A"=— 2—  + 100-- 


donc 

et  en  réduisant 


B<s»îoo-i~-ioo+Y-° 


o <r>— t 

B = t00  g 


Substituons  ces  valeurs  de  A et  B dans  l'équation  (I),  elle  de- 
viendra 


91D.  | 

dNc=K 

i * ) _K  “• 

S'-f 

2 

SID.  £ 100  — 1 

TT 

( ° 1 '’-'n  rn  (° 

[l  + 2 JJ  “*’lï 

. V~t 

8,n  — 

1 2 J 

‘ O s'-S  O . i'—f 
cos.  — cos-  ~g s,n*  S,D-  ~ ^ ■ 


O * 

ou  en  mettant  cos.  j cos.  — ^ - en  facteur  commun. 

!,D-  ( 2 J 

o o , 

cos.-cos.—^—M  — tang.  J tang.  — J 

On  se  débarrasse  autant  qu'on  le  peut  des  dénominateurs  dans 
les  formules  destinées  à être  mises  en  pratique, afin  d’éviter  d’avoir 
à prendre  desÆomplôments de  logarithmes.  Pour  faire  disparaître 
les  trois  facteurs  de  celui  do  dN,  nous  effectuons  l’opération  in- 
diquée par  la  division  du  sinus  par  le  cosinus,  ce  qui  donne  la 

J f — / 

tangente , c’est-h-dire  que  nous  écrivons  tang.  — — . 

Nous  remarquons  que  — — ^ = sécante  ^ et  enfin  , que  nous 

c°s.T 

pouvons  multiplier  haut  et  bas  par  ^ 1 -f  tang.  — tang.  j—  j . Le 

dénominateur  devient  alors  1 - tang.’  j tang.’  p— ) ou  plus 
simplement  l’unité,  car  le  second  terme  est  du  quatrième  ordre 
par  rapport  aux  très-petites  quantités  tang.  ^ et  tang.^-^  et 
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en  considérant  séc.  y comme  l’unité,  l'équation  se  réduit  à 
<W  = KUug.}  (/'  — /) 

Si  l’on  s’en  tient  à cette  formule  approximative,  il  est  plus  sim- 
ple de  la  déduire  de  (2),  en  remarquant  que  l’on  peut  négliger 

O /' / 

comme  très -petite,  la  quantité  tang.  y tang.  -y— qui  entre  au 
dénominateur. 

445.  Cette  formule  peut  encore  s'obtenir  de  la  manière  sui- 
vante : dans  le  trianglo  ABO,  on  a 

sin. A ; sin. B :t  R -J-  dN  l R. 

Les  sinus  de  A et  / sont  égaux,  puisque  ces  arcs  sont  supplé- 
ments l’un  de  l'autre  : il  en  est  de  même  de  ceux  de  B et  /',  par 
conséquent  • 

sin./  : sin./'t:  R-f-dN : R 
sin./  — sin./’ 


et 

ou  encore 


«tN=  R. 


sin./' 


U — tlen-h  (/+/') 

sin./' 

Nous  avons  trouvé 


/+/' 


’ <00 y donc  eos.  —y—  =* cos.  ^100  + y — >*°-y 


La  valeur  de  dN  se  transforme  en 


— 2R  sin.J  (/  — /O  sin.  — 


«CT. 


sin.,r 

ou  parce  que  sin.  *= — sin.  ( — x). 


d?l=*=2R 


«in.l  (/'  — /)  sin.  - 


sin./' 


et  parce  que  2R  sin.  ^ = K, 


sin./' 


On  pourrait  conserver  la  valeur  de  dN  sous  cette  forme  très- 
simple,  et  en  faire  usage,  on  négligeant  même  le  dénominateur 
que  l’on  considérerait  comme  égal  h l’unité;  mais  nous  pouvons 
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la  ramener  à être  identiquement  celle  trouvée  par  la  première 
méthode.  Pour  cela,  nous  emploierons  la  valeur  de  B indiquée 

(O  £ f /\ 

■jH — ^ — 1 que  nous  déduirons  égale- 
ment de  celte  considération. 

B = 3 — O et  B = îOO  - 8' 
d'où,  en  les  ajoutant 

îB=?00-(S'+8)-O  et  b=100-(j  + 5^ 

et  puisque  sin.  B = sin.  f,  nous  pouvons  modifier  le  dénomina- 
teur de  la  valeur  de  t/N,  et  écrire 


446.  Calcul  de  la  différence  de  niveau  au  moyen  d’une  seule  di- 
slance zénithale. 

On  peut  bien  avoir  les  deux  distances  zénithales  réciproques 
pour  tous  les  points  du  premier  et  du  second  ordre,  parce  qu'on 
y fait  station  : mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  points  conclus; 
il  faut  donc  trouver  une  formule  dans  laquelle  il  n’entre  qu'une 
distance  zénithale.  Ici,  il  est  nécessaire  de  corriger  l’erreur  de 
réfraction.  Si  les  points  étaient  très-rapprochésl’un  de  l’autre, 
on  se  servirait  de  la  formule  dN — K.Cotang.  a (Livre  III,  n“184): 
mais,  pour  peu  que  le  côté  K soit  d'une  dimension  un  peu  plus 
étendue,  il  faut,  pour  avoir  égard  h la  sphéricité  de  la  terre  et  ù 
la  réfraction,  modifier  cette  formule.  On  ne  peut  plus  considérer 
la  base  AC '{fig.  340),  comme  se  confondant  dans  toute  son  éten- 
due avec  sa  tangente  AC'  menée  par  le  point  A.  C’est  alors  BC  et 
et  non  BC',  qui  représente  la  différence  du  niveau. 

La  convergence  des  verticales  de  A et  B est  assez  petite  pour 
permetlre  de  négliger  la  différence  do  longueur  de  la  perpendicu- 
laire BC'  à l’oblique  BC". 

Tl  reste  donc  CC"  h calculer  : or,  nous  avons  trouvé  (Livre  III, 
n"  170)  que  cette  quantité  qui  est  la  différence  du  niveau  vrai  au 
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K* 


niveau  apparent,  est  exprimée  par  y|1  + a:;,  ou  P*us  simple- 


. K* 
ment 

K* 

La  valeur  de  d N devient  ainsi  d: \ = K cotang.  a 4-  — . 

zR 


Il  reste  à introduire  la  correction  de  l’erreur  de  réfraction. 
La  distance  zénithale  donnée  par  l'observation  étant  trop  pe- 
tite, la  valeur  de  dN  est  trop  grande  et  la  correction  doit  être  né- 
gative. 

Pour  trouver  BB',  on  considère  comme  rectangleen  B.lelrian- 
gle  ABB/  dans  lequel  l’angle  en  A est,  ce  que  précédemment  nous 
avons  désigné  r.  On  tire  de  ce  triangle  BB'  = AB.  tang.  r ou,  h 
cause  de  la  petitesse  de  r. 

K 

BB'  = Kr:  d'ailleurs  r = nO  et  0 = — 


• K*  K» 

donc  BB'  = »—  = 0,08 

K • R 

d’oü 

dN  = K col.  A + " (J  —0,08)  = K col.  A-  -^(0,50—  0,08) 

R R 

et  enfin 

dN=Kcot8Dg.  A -0,42.^  (2) 

* R 

Le  rayon  moyen  de  la  terre,  exprimé  en  mètres,  a'pour  loga- 
rithme  '6,80556 

Celui  de  0,42=  9,62325 

Donc log.  as  2,81869 

Tel  est  le  logarithme  constant  indiqué  en  tôle  des  tableaux  em- 
ployés pour  le  calcul  des  cotes  des  points  conclus  de  la  carte  de 
France. 

Il  faut  bien  remarquer  l'avantage  de  la  formule  dN  = K. 
tang.  j(/' — d)  sur  la  dernière  trouvée  : c’est  que  l’on  n’a  pas 
besoin  de  s’occuper  de  l’ofTet  de  la  réfraction,  puisque  (A-t-r)— 
(A'4r')=^ — 1‘ , etqu’ainsi  pou  importe  les  variations  que  peu- 
vent apporter  b r les  changements  survenus  dans  l’atmosphère 
Il  n’en  est  pas  de  môme  de  la  formule  (2)  ; mais  on  en  tire  en- 
core parti , pour  déterminer  ce  coefficient,  quand  on  connaît 
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d'avance  la  valeur  de  </N  : dans  ce  cas,  en  effet,  on  la  met  sous 
la  forme 

R D 

(dN  — Kcotang,  A -=- = 0.5  — n d'où  n = 05— (</N  — Kcot.  A— . 

Ka  • K* 

447.  Calcul  de  la  cote  d'un  point  duquel  on  aperçoit  l'horizon  de 
la  mer. 

Soit  A ce  point  ( fig . 341)  et  DAZ  —i  la  distance  zénithale  : le 
triangle  ADO  fournira  la  proportion  sin.  A : sin.  D ::  DO  : AO  ; 
mais  l'angle  en  D est  droit,  parce  que  le  rayon  visuel  AD  a été 
dirigé  taijgentiellement  à la  surface  de  la  mer.  Si  donc,  nous  dési- 
gnons AB  par  h,  nous  aurons,  en  remarquant  que  sin.  A=sin.  f , 
puisque  A=200 — /,  sin.  t : 1 ::  R : R-t-A  , 


d'où 


. B (I  — sm.g) 

A = — ■ . - _ . 

sin.  6 


Mais  si  sin.  8 = cos.  O,  on  peut  donc  écrire 
• fl  (t — cos.O)  SRsin.VO 

fl  r— i . V t=3  ■ - 

cos.O  cos.O 


et  parce  que  »iD.O  = 2sin40cos.  JO  ou 
fc  = R tang.  JO  tang.  O. 


2 sin. j O 


sin.  O 
cos.  J O 7 


L’angle  au  centre  O étant  très-petit,  on  peut  admettre  que 
tang.  *0=’ tang.  O, 

d'où  _ h<=\  R,  tang.*  O 


La  distanco  zénithale  vraie  8 est  égale  à A + r j 
d’autre  part  nous  savons  que  rr=nO  et  que  0=8  — 400«, 
par  suite  o=  A-fr— ioo=  A-f  «0— ioo* 

0«  — n)=A  — 100;  O A--*00' 

1 — fi 

et  enfin  A = *R.  tang.» 

448.  Nivellement  barométrique. 

On  sait  qu’en  plongeant  dans  un-  bain  do  mercure  un  tube 
fermé  dans  sa  partie  supérieure  et  dans  lequel  on  a fait  préala- 
blement le  vide,  le  métal  s'y  élève  jusqu’à  ce  que  son  poids  fasse 
équilibre  à la  pression  qu'exerce  l'atmosphère  sur  la  portion  de 
mercure  qui  reste  dans  la  cuvette. 
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On  a tiré  parti  do  cette  propriété  pour  trouver  la  hauteur  au- 
dessus  du  niveau  de  la  mer  d'un  point  quelconque  du  globe. 

449.  Avant  de  nous  occuper  de  la  formule  que  l’on  emploie  à 
cet  usage,  nous  allons  dire  quelques  mots  des  baromètres  les 
plus  remarquables,  ceux  de  Fortin  et  de  Gay-Lussac,  qui  jouis- 
sent de  deux  propriétés  essentielles  : ils  sont  assez  portatifs  et 
très-exacts. 

Le  premier  se  compose  d'un  tube  de  verre  cylindrique,  bien 
calibré,  fdtmé  par  l’une  de  ses  extrémités,  et  d’une  cuvette  conte- 
nant du  mercure.  On  remplit  le  tube  de  la  mémo  matière,  et  on 
le  retourne  de  manière  à ce  que  son  ouverture  plonge  dans  la  cu- 
vette. Le  mercure,  en  s'abaissant  dans  le  tube,  jusqu’à  ce  que  son 
poids  fasse  équilibre  à celui  de  la  colonne  d'air  qui  pèse  sur  la  cu- 
vette, laisse  vide  la  partie  supérieure  du  tube.  Si  donc,  par  une 
cause  quelconque,  la  pression  de  l’air  viçnt  à augmenter,  la  hau- 
teur correspondante  de  la  colonne  de  mercure,  ne  sera  altérée 
par  aucune  résistance.  Il  n'en  serait  pas  ainsi,  s’il  s’y  était  intro- 
duit quelque  peu  d’air. 

Le  tube  de  verre  est  renfermé  presque  entièrement  dans  une 
enveloppe  de  cuivre  qui  sert  à le  protéger.  Le  long  do  ce  tube  est 
appliquée  une  échelle  graduée  de  bas  en  haut,  et  portant  à sa  par- 
tie inférieure,  une  petite  pointe  d'ivoire  I (fig.  342),  dont  l’extré- 
mité indique  le  zéro,  et  à l’atlleurement  de  laquelle  on  amène  la 
surface  00'  du  mercure,  au  moyen  d’une  vis  V qui  pousse  le  fond 
de  la  cuvette.  On  est  assuré  que  la  pointe  louche  cette  surface  en 
examinant  sa  réflexion  dans  le  mercure.  Un  anneau  de  cuivre 
MM',  nommé  curseur,  embrasse  le  baromètre  : au  bas  est  adapté 
un  vernier  devant  donner  au  moins  le  dixième  de  la  plus  petite 
divisiou  de  l’échelle,  qui  est  ordinairement  un  millimètre.  Enfin, 
un  thermomètre  Irès-sensibleBB’  est  appliqué  immédiatement  au 
tube  de  verre. 

Tout  l’appareil  est  suspendu  par  un  crochet  à une  tête  P sup- 
portée par  trois  pieds  PC,  PC',  PC",  qui  sont  construits  de  ma- 
nière à ne  former,  étant  rapprochés,  qu’une  très-forte  canne  , 
dans  laquelle  est  enfermé  le  baromètre. 

450.  Celui  de  Gay-Lussac,  du  genre  des  baromètres  à syphons, 
est  formé  de  deux  tubes  de  verre  de  même  calibre,  disposés  dans 
le  même  axe,  l’un  au-dessus  de  l’autre,  et  réunis  par  un  tube  ca- 
pillaire dont  les  deux  extrémités  sont  recourbées  de  manière  à 
présenter  la  forme  indiquée  par  la  figure  343. 
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Les  deux  extrémités  sont  fermée*  , mais  on  pratique  un  petit 
trou  T à 0"’,02  ou  0”03,  du  haut  du  tube  inférieur.  La  hauteur 
00'  de  la  colonne  barométrique  est  appréciée  au  moyen  d’une 
échelle  mobile  ou  fixe.  Si  elle  est  mobile,  on  amène  son  zéro  sur 
l'horizontale  Om  et  l’on  a la  hauteur  comptée  à partir  de  ce  point 
au  moyen  d'un  vernier  curseur  attaché  à l'échelle.  Si  elle  est  im- 
mobile, on  se  sert  de  deux  verniers,  dont  l’un  indique  le  niveau 
inférieur,  et  l'autre  le  niveau  supérieur.  La  différence  des  deux 
nombres  qu'ils  donnent  fournit  la  hauteur  de  la  colonne,  daus  le 
cas  où  le  zéro  de  l'échelle  est  au-dessous  du  niveau  inférieur  : 
c'est  la  somme  dans  le  cas  contraire. 

L’appareil  est  encore  enfermé  dans  une  canne,  pour  le  rendre 
portatif,  lorsqu’on  le  change  de  station.  On  a soin  alors  de  le  ren- 
verser bout  pour  bout,  avec  beaucoup  de  précaution,  afin  que  le 
choc  du  mercure  ne  brise  pas  le  tube.  Dans  cette  position,  le  mer- 
cure remplit  le  grand  tube  et  le  tube  capillaire  ; et  il  en  tombe 
un  peu  dans  le  fond  du  troisième  {fis-  34-4). 

Dans  quelques  baromètres,  l’extrémité  A [fig.  345)  est  ouverte; 
mais  on  peut  la  fermer  au  moyen  d'un  bouchon  C attaché  à un  fil 
de  fer,  et  qui,  par  sa  pression,  force  le  mercure  à remplir  l'extré- 
mité vide  du  tube  vers  B.  En  ce  point,  on  a pratiqué  un  étran- 
glement dont  le  but  est  d’amortir  la  violence  du  choc  du  mer- 
cure.  - 

Ces  instruments  bien  conçus , la  manière  de  les  employer  est 
très-simple.  Nous  avons  dit  que  la  pression  atmosphérique  fait 
monter  le  mercure  dans  le  tube  : cette  pression  variant  nécessai- 
rement avec  l'élévation  du  point  de  station,  la  hauteur  de  la  co- 
lonne variera  également.  Plus  on  s élève  , plus  le  poids  de  1 air 
diminue  et  plus  aussi  le  mercure  s’abaisse.  C'est  de  la  recherche 
de  la  formule  qui  exprime  ce  rapport,  que  nous  allons  nous 
occuper. 

451.  Si,  en  deux  points  de  lasurface  de  la  terre,  assez  rappro- 
chés l'un  de  l’autre,  deux  personnes  observent  simultanément  le 
thermomètre  et  le  baromètre,  il  faut,  de  ces  observations,  con- 
clure la  différence  de  niveau  entre  deux  points.  Tel  est  l’énoncé 
du  problème  à résoudre. 

Supposons  l'atmosphère  divisée  en  couches  horizontales  d’une 
épaisseur  égale  et  assez  petite  pour  que  l'on  puisse  considérer  la 
densité  comme  uniforme  dans  chacune  d’elles.  Soient  C,  C',  C', 
C"'  etc.  [fig.  346)  des  points  appartenant  aux  surfaces  de  con- 
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tact  des  couches,  nous  aurons,  OC'  = 2. OC,  OC"  = OC'  -f-  OC= 
3. OC}  OC"=OC"-t-OC  = 4. OC,  etc.,  et  en  désignant  par  m, 
m',  m",  etc.,  les  mètres  ou  parties  de  mètre  qui  mesurent  l’éléva- 
tion de  C,  C',  C",  etc.,  au-dessus  de  zéro,  on  aura  la  progression 
arithmélique 

7-  o.  m.  m1.  m",  mr,/.  de. 

Désignons  par  p le  poids  de  l’atmosphère  pour  une  base  d une 
surface  quelconque  ; par  p*  celui  de  l’atmosphère  moins  la  cou- 
che inférieure  ; par  p"  le  poids  de  l’atmosphère  diminué  des  deux 
premières  couches,  etc.,  p — p',  p' — p"  etc.,  représenteront  évi- 
demment les  poids  de  la  première,  de  la  seconde,  etc.,  couches. 
Appelons  d,  d',d',  d'",  etc.,  les  densités  de  ces  mêmes  couches. 
Dans  un  corps,  le  poids  est  égal  au  volume  multiplié  par  la  den- 
sité, ce  que  l’on  exprime  par  P = VD.  t 

Pour  un  autre  corps,  on  aurait  P'znV'D’. 

Les  couches  atmosphériques  ayant,  d’après  notre  hypothèse, 
même  volume,  si  hous  leur  appliquons  les  deux  égalités  ci-dessus 
énoncées. 

Nous  aurons 


c’est-à-dire  que  les  poids  seront  proportionnels  aux  densités  : 
ainsi  nous  pourrons  écrire 

p — p'5  p1 — pu  *,,d  ld'. 

D’ailleurs,  l’air  étant  compressible,  comme  tous  les  fluides 
élastiques,  il  s’ensuit  que  sa  densité  doit  être  proportionnelle  aux 
poids  comprimants. 

Les  densités  des  deux  premières  sont  d : d1  ; les  poids  compri- 
mants sont  p'  p" , donc 

d-.iiy.p'lp" 

et  à cause  du  rapport  commun  entre  celte  proportion  et  la  précé- 
dente 

p— p'  : p'— p''::  p*  ip" 

d’où  pîp' ::p':p"  on  aurait  de  même  p'Zp"'.lp"l p'" 

donc  —pi  pi  ;pf/;  p"lîpi»  ; etc. 

Nous  déduisons  de  là,  que,  pour  des  élévations  diverses  qui 
croissent  çn  progression  arithmétique,  les  poids  de  l’atmosphère 
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décroissent  en  progression  géométrique.  Ces  poids  sont  les  mômes 
que  ceux  des  colonnes  de  mercure  correspondantes  : ceux-ci  sont 
proportionnels  aux  volumes  des  colonnes,  la  densité  du  mercure 
étant  regardée  d'abord  comme  constante;  mais  le  volume  est 
égal  au  produit  do  la  base  par  la  hauteur  : la  base  est  toujours  la 
même;  donc  enfin  , les  hauteurs  du  mercure  dans  le  baromètre 
suivent  une  progression  géométrique  décroissante. 

En  supposant  la  densité  du  mercure  lamême  pour  toute  les  hau- 
teurs, nous  avons  admis  une  température  et  une  force  de  pesan- 
teur constantes  : cela  n’est  pas  exact;  mais  plus  tard,  nous  ap- 
porterons les  modifications  nécessaires.  Désignons  par  H,  h,  h', 
h",  etc.,  les  hauteurs  barométriques  , et  écrivons  en  regard , les 
deux  progressions 

7-  0.  m m’.  mn.  m,,f.  etc. 

- h : h:  ki  zh"  :/i"‘:eic. 

Il  existe  entre  elles  une  relation  analogue  à celle  qui  lie  les 
nombres  à leurs  logarithmes.  Nous  devons  nous  rappeler  qu’en 
effet,  les  logarithmes  sopt  les  exposants  indiquant  les  puissances 
auxquelles  il  faut  élever  la  base,  pour  obtenir  la  suite  des  nom- 
bres. Les  logarithmes  forment  une  progression  par  différence 
dont  le  premier  terme  est  zéro,  tandis  que  les  nombres  en  for- 
ment une  par  quotient,  ayant  l’unité  pour  premier  terme. 

Transformons  la  secondo  de  nos  progressions  pour  rendre  l’a- 
nalogie plus  complète,  et  commençons  parla  rendre  croissante,  ce 
qui  revient  h diviser  l'unité  par  tous  les  termes.  Elle  se  trouve 
changée  en  celle-ci.  ' 

4 4 4 1 

— — . • • • • p|r 

"H  ’ h ’ h<  ’ h'i’ 

Pour  que  le  premier  terme  soit  l’unité,  multiplions  tous  ceux 
de  la  progression  par  H,  et  nous  aurons 

B H il  II 

•*  1 * h # V * h"  * htn  * 

Nous  pouvons  dire  maintenant  que 

log.  .5  = log.  H — ; m'=  log.  — = log.  II  - log.  A'  ; 

, n 

»<"”=  !"»•  j^log  H-lng.A», 
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Ou,  pour  avoir  la  différence  de  niveau  entre  deux  points 
C.etC', 

O — C'  = m»  — •»'«=  log.  H — log. A*  — log.H  + log.  A'  =»  log.  A'  — log  A» 

Il  est  à remarquer  que  nous  ignorons  à quel  système  de  loga- 
rithmes appartiennent  ceux-ci,  mais  que,  pour  passer  d'un  sy- 
stème à un  autre,  il  suffit  de  multiplier  par  une  constante,  les  lo- 
garithmes du  premier  pour  avoir  ceux  du  second. 

452.  Cherchons  la  constante  par  laquelle  il  faut  multiplier  les 
logarithmes  des  tables,  pour  qu'ils  puissent  être  introduits  dans 
la  formule. 

Généralement,  on  aura  #=C(log.  H — log.  A),  en  désignant 
par  x la  différence  de  niveau  des  deux  stations,  par  C la  con- 
stante, et  par  11  et  A,  les  colonnes  de  mercure  aux  stations  infé- 
rieure et  supérieure.  En  appliquant  cette  formule  à un  certain 
cas  particulier,  nous  allons  la  ramener  à ne  contenir  d'inconnu 
que  C qui  se  trouvera  ainsi  déterminé. 

On  a reconnu  que  le  thermomètre  étant  à zéro,  le  baromètre 
marquant  0”,76,  sous  la  latitude  de  50«,  et  l'air  parfaitement  sec, 
le  mercure  était  10467  fois  plus  dense  que  l'air.  Supposons  que 
l'épaisseur  des  couches  atmosphériques  soit  10467  centimilli- 
mètres,  et  que  le  baromètre  soit  situé  à la  partie  supérieure  de 
celle  pour  laquelle  il  indique  0“,76;  supposons  qu’ensuite  on  le 
descende  à la  surface  inférieure  de  la  môme  couche,  la  différence 
de  niveau  pour  ces  deux  stations  voisines  ou  x sera  0“,  10467  : la 
colonne  barométrique  aura  dû  s’allonger  de  0", 00001 , et  voici 
comment  : l’augmentation  do  poids  est  la  môme  pour  l’air  et  le 
mercure,  c'est-à-dire  que  P„=V,  X D*=P"*=V“  X D”,  en  dési- 
gnant par  l’indice  a ce  qui  sc  rapporte  à l'air,  et  par  m ce  qui  est 
relatif  au  mercure. 

De  là,  V».  D»  = Vm.  Dm.  mais  D'"=r  10467.  Dn,  donc  Va.  D= 
10467.  V“,  D»  ou  Va=10467  V». 

Les  bases  des  colonnes  d’air  et  de  mercure  sont  égales,  leurs 
volumes  sont  donc  proportionnels  à leurs  hauteurs.  Ainsi , 
H»  =>10467.11 m; 

et  puisque  H*  = O01, 40467,  H-  = ■ — 0,00001. 

A la  station  supérieure,  le  baromètre  marquait  O™^,  il  indi- 
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quera  donc  0“, 76001  à la  station  inférieure.  La  formule  devien- 
dra alors 

0»,10467=.C(log  O*, 76001  — log.O”,76) 

,,  ' 0ra,  10167 

° 0U  log.0, 76001  — log.  0-, 76 

log.  0,76001  = 9.88081930292 
log  0,7«000  <=  0,88081350228 

Différence  0,00000371 064 

log.  0,10467  = 9,0104071 

log.  de  la  différence  =»  4,7566817 

4,2627254  log.  de  18312  =.  C, 

La  formule  est  donc  ramenée  à *=18312  (log.  H — log.  h). 

Mais  elle  ne  convient  qu’à  la  circonstance  particulière,  qui  nous 
a fait  connaître  la  valeur  du  coefficient  C.  11  faut  la  généraliser 
maintenant,  pour  que  l'on  puisse  en  faire  usage  sous  une  latitude 
quelconque,  k des  températures  et  sous  des  pressions  aussi  quel- 
conques. 

453.  Correction  relative  à la  température  de  l’air  et  aux  vapeurs 
qu'il  contient. 

Comme  tous  les  fluides  élastiques  , l'air  se  dilate  de  - „ * ■ - ou 

206.66 

0,00375  de  son  volume  pour  chaque  grade  de  température.  Nous 
avons  trouvé  la  formule  dans  l'hypothèse  deO*  : le  volume  de  l'air 
ou  sa  tiauteur  x cherchée  devra  donc,  pour  une  température  n, 
être  augmenté  de  0,00375  répété  autant  de  fois  qu’il  y a de  grades 
contenus  dans  n,  c’est-à-dire  de  0,00375.  n.  Ainsi , la  hauteur 
qui  correspond  h la  différence  de  longueur  du  baromètre  H — h, 
n'est  plus  *,  mais  * (1-1-0,00375.  «.).  n est  la  température 
moyenhe  de  la  portion  de  l’atmosphère  qui  contient  les  deux  sta- 
tions : il  est  probable  que  la  température  croît  ou  décroît  à peu 
près  uniformément  d’une  station  à l’autre , de  sorte  que 
l4- 1 ’ 

n=  ; t et  /'  étant  les  températures  de  l'air  aux  deux  sta- 
tions, la  formule  devient 

*=  18312  (t  + 0,00375,-i^-j  (log  H— log.  h). 

Nous  avions  supposé  l’air  parfaitement  sec  ; mais  il  n’en  est 
pas  ainsi  : toujours  il  contient  des  vapeurs  aqueuses  en  plus  ou 
moins  grande  quantité.  Généralement  môme,  elles  sont  d’autant 
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plus  abondantes  que  la  température  est  plus  élevée.  Elles  sont  plus 
légères  que  l'air,  et  conséquemment  diminuant  sa  densité,  elles 
motiveront  une  correction  proportionnelle  à la  température. 
Laplace  a pensé  que  ce  serait  en  tenir  compte  convenablement, 
que  de  changer  le  chiffre  0,00375  en  0.00400,  ce  qui  rend  le  fac- 
teur dans  lequel  il  entre  1 -t-  0,004  ou  1 + 0,002  (t  + *0 

et  par  suite  *=18312  [< + 0,002  (i+i')]  (log.H  — log.  A). 

454.  Correction  relative  à la  différence  de  température  det  deux 
baromètres, 

Pour  pouvoir  comparer  les  colonnes  de  mercure  aux  deux  sta- 
tions, nous  avons  dû  supposer  qu’elles  avaient  mémo  densité: 
mais  il  est  deux  causes  qui  tendent  sans  cesse  b la  faire  varier  : 
la  différence  de  température  du  mercure  aux  deux  stations,  et  la 
différence  d'action  qu’exerce  sur  lui  la  pesanteur,  en  raison  du 
plus  ou  moins  grand  éloignement  du  centre  de  la  terre. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première.  Pour  pouvoir  comparer 
H et  h,  il  faut  les  ramener  à la  même  température.  On  sait  que 
pour  1*,  le  mercure  se  dilate  de  ^ ou,  0,0001802  do  son  volume. 
Si  T et  T'  représentent  les  températures  du  mercure  des  deux 
baromètres  aux  stations  inférieure  et  supérieure,  la  différence 
de  température  sera  T — T',  et  pour  comparer  h b H , il  faudra 
lui  ajouter  0,00018  (T— T')  h,  en  supposant,  comme  il  arrive  or- 
dinairement, que  T-rT'  soit  positif,  c’est-à-dire  qu’il  fait  moins 
chaud  b la  station  supérieure  qu’b  l’inférieure  : A était  trop 

petit , — était  donc  trop  grand,  ainsi  que  log.H  — log.  A et  par 

suite  x.  On  pourrait  tout  aussi  bien  réduire  H b la  température 
de  H'  en  le  remplaçant  par  H (1 — 0,00018  (T  -T'j. 

Ce  serait  atteindre  le  même  but  que  de  rétrancher  de  H et  A, 
0,00018.  T et  0,00018.  T/,  puisqu’en  ramenant  ainsi  b zéro,  les 
volumes  et  les  densités  du  mercure  aux  deux  stations,  on  les 
aurait  encore  rendus  comparables.  En  vertu  de  la  modification 
que  nous  venons  d’apporter  à A,  la  formule  est 

* = 18312  [1  + 0,002(1  + 1')]  [log.H  -log.  h[t  + 0,00018  (T  — T')]] 

455.  Correction  relative  à la  différence  d’action  de  la  pesanteur 
sur  les  baromètres. 

Passons  b la  correction  motivée  par  la  seconde  cause  signalée 
au  paragraphe  précédent.  On  sait  que  l’action  de  la  pesanteur 
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s'exerce  en  raison  inverse  du  carré  des  distances , c’est-à-dire 
par  exemple,  qu'à  une  distance  double  du  centre  de  la  terre,  elle 
agit  quatre  fois  moins.  Le  mercure  sera  donc  spécifiquement  plus 
léger  dans  cette  proportion  à la  station  supérieure. 

Soient  II  le  rayon  de  la  mer  {fig.  347),  I la  station  inférieure,  S 
la  station  supérieure,  a la  hauteur  LM  de  I au-dessus  de  la  mer, 
et  x la  différence  de  niveau  entre  les  points  S et  I.  Les  distances 
au  centre  seront  l\-t- a en  1 cl  R-f-a+x  en  S,  On  aura  donc,  en 
désignant  par  d et  d > , les  densités  du  mercure  en  I et  S 

«t  : ::  (R+ «+*)«: (R +«)*  d’où  <r~<t 


Les  volumes  sont  en  raison  inverse  des  densités,  les  liauteursdu 
mercure  sont  proportionnelles  à son  volume  : donc  l’expression 
primitive  H doit  être  mullipliéo  par 


/R  + a-fxy 

V R + a ) 


ou  h par 


{ R + « y 

\R-J-a  + */ 


La  correction  très-faible  qu’apporte  ce  facteur  t’dans  la  diffé- 
rence des  colonnes  de  mercure,  a une  influence  assez  sensible  sur 
la  valeur  de  x,  en  raison  de  la  grande  différence  de  densité  de  l'air 
et  du  mercure.  On  a trouvé  qu’il  est  inutile  d'effectuer  le  calcul 
chaque  fois,  et  que  la  correction  moyenne  à introduire  est 

ou  plus  simplement  ^ environ,  c'est-à-dire  qu'il  suffit 
d'augmenter  le  coefficient  18312  de  48  : il  devient  alors  18360. 

456.  Correction  analogue  relative  à l'effet  que  produit  la  pesan- 
teur sur  l'air. 

Ce  décroissement  dans  l’action  de  la  pesanteur  fait  encore  que 
la  densité  de  l’air  est  moindre  dans  la  région  où  l’on  opère  qu'au 
niveau  de  la  mer  : elesl  là  que  le  baromètre  marque  0m,76 comme 
nous  l'avons  supposé  d’abord  ; et  c’est  pour  ce  point  aussi  que  la 

distanco  au  centre  est  égale  à R.  R -f  a -t-^sera  la  distance  au 

centre  de  la  moyenne  entre  les  deux  stations  : il  faudra  donc 
augmenter  x dans  le  rapport  des  carrés  des  deux  distances,  ce 

/ JP  N.  • 

1 n+«+2  | 

qui  reviendrait  à le  multiplier  par  - J ou 

IP  + «>  + ^*  + 2R"  + ttr+ax  f « + 4 

* 4 __  t-f-r  , l _ î | 
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et  plus  simplement  en  négligeant  le  dernier  terme  qui  est  extrê- 
mement petit,  comme  ayant  RJ  pour  dénominateur  1 + — n~  • 

n 

Celle  correction  est  fonction  de  x qui  cependant  est  l'inconnue. 

On  emploie  néanmoins  ce  facteur  en  donnant  à x une  valeur 
approchée.  On  a reconnu,  au  surplus,  qu’il  suffisait,  pour  tenir 
compte  de  celte  correction,  d'ajouter  encore  10  au  facteur  numé- 
rique qui  devient  18370. 

457.  Correction  relative  à la  variation  de  pesanteur  en  lati- 
tude. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  l'action  qu’exerce  la  gravité  sur 
les  corps,  est  inversement  proportionnelle  aux  carrés  de  leurs  di- 
stances au  centre  de  la  terre,  et  que  par  suite,  leurs  densités  étant 
fonctions  de  la  gravité,  doivent  être  soumises  h la  même  loi. 

En  appliquant  ce  principe  à une  certaine  portion  de  l'atmo- 
sphère, il  est  évident  que,  pourqu’elle  fasse  équilibre  à une  même 
quantité  du  mercure,  il  faudra  que  son  volume  augmente  ou  di- 
minue, et  par  conséquent  sa  hauteur,  puisque  la  base  est  con- 
stante, suivant  que  l'observation  sera  faite  plus  près  de  l’équateur 
ou  du  pôle.  En  désignant  par  g ’ la  gravité  correspondant  à R', 
rayon  de  la  latitude  moyenne  50*,  et  par  x'  la  différence  de  ni- 
veau que  la  formule  ne  nous  donne  encore  que  pour  l’hypothèse 
L=50g  : par  g.  R et  x,  les  quantités  analogues  et  relatives  à un 
point  quelconque  du  globe,  le  rapport  de  g et  g1  sera  le  carré  de 
celui  trouvé  entre  R et  R',  n°  429. 

Nous  aurons  donc 

a!  R» 

SL  = = * 4.  0,00323  cos.  2L. 

g K * 

donc  jr  = r’  (t  -f  0,00323.  cos.  ÎL) 

Le  signe  du  second  terme  du  nouveau  facteur  «à  introduire 
dans  l'expression  de  x,  variera  avec  celui  de  cos.  2 L.  Lorsque 
L>50,  alors  2L>100  et  cos.  2L  étant  négatif,  le  second  termo  1 
le  devient  aussi. 

Si,  au  contraire,  L<"50,  on  a 2L<100  et-  cosinus  2L  positif; 
d’où  il  suit  que  le  signe  ne  change  pas. 

Nous  devons  dire  ici,  qu'on  néglige  ce  facteur,  quand  on  opère 
sous  des  latitudes  qui  ne  diffèrent  que  de  quelques  grades  de  la 
latitude  moyenne  50. 


mais 

9 1 V x 

9 Vf-** 
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Quoi  qu’il  en  soit,  la  formule,  clans  toute  sa  généralité,  est 
18370  [<  + 0,002 (»-f  <')]*<  + 0,00323.  cos.  2L) 
j log.li  - log.A  [1  + 0,(XKH8  (T  — T')  ] } 

458.  Cette  formule  peut  se  calculer  par  logarithmes;  mais  il 
existe  fies  tables  insérées  dans  Y Annuaire  dubureaudet  longitudes 
et  qui  abrègent  le  calcul.  Elles  sont  au  nombre  de  quatre.  La  ta- 
ble première,  dans  laquelle  on  entre  avec  l’argument  H en  milli- 
mètre, donue  un  nombre  de  mètres  que  nous  désignerons  par  a : 
on  y cherche  également  le  nombre  b correspondant  k h. 

Avec  T — T'  comme  argument,  on  trouve  c dans  la  table 
deuxième. 

a — b _c  Sera  la  hauteur  approchée  , si  T — T >0.  Ce  sera 
a — 6+c  quand  T— T'  sera  négatif. 

Pour  avoir  la  correction  dépendant  de  la  différence  de  tempé- 
rature des  couches  de  l’atmosphère,  il  faudra  multiplier  lamillième 
partie  de  la  hauteur  approchée  par  i (t-|-  V).  La  correction  sera 
du  même  signe  que  t+t',  qui  est  la  somme  des  indications  four- 
nies par  les  thermomètres  libres. 

La  correction  due  à la  latitude  et  à la  diminution  de  pesan- 
teur dans  le  sens  de  la  verticale,  sera  fournie  par  la  table  3,  à 
double  entrée. 

Le  nombre  qui  correspond  verticalement  à la  latitude  et  ho- 
rizontalement à la  hauteur  approchée,  est  celte  correction  tou- 
jours additive. 

Enfin,  la  table  4 donne  la  correction  qu’il  faudrait  faire,  si  la 
station  inférieure  était  très-élevée  au-de6sus  du  niveau  de  la 
mer.  Cette  correction,  qui  est  toujours  additive,  s’obtient  avec 
l’argument  H. 

V59.  Disons  actuellement  comment  on  opère  sur  le  terrain  et 
les  précautions  que  l’on  doit  prendre.  Les  observations  sont  re- 
cueillies pardeux  observateurs  placés  chacun  à lune  des  stations. 
Ils  ont  des  montres  bien  d’accord,  et  des  baromètres  et  thermo- 
mètres qui  sont  comparés  à 1 avance  et  bien  réglés.  Ils  font  des 
opérations  simultanées  qu’ils  répètent  de  quart  d’heure  en  quart 
d’heure,  et  dont  le  nombre  dépend  de  la  régularité  de  leur  mar- 
che. On  note  la  hauteur  du  baromètre,  sa  température  et  celle 
de  l’air  fournies  par  les  instruments  que  l’on  a soin  de  consulter 
aux  heures  convenues. 

Après  dix  ou  douze  observations,  on  se  réunit,  ou  s’assure  que 
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les  instruments  sont  encore  bien  réglés;  puis  chacun  prend  une 
moyenne  entre  tous  ses  résultats.  Quand  un  observateur  doit 
opérer  seul,  il  faut  qu'il  obtienne,  par  un  très-grand  nombre  d'ob 
servations,  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  et  la  température 
moyenne  pour  chacune  de  ses  deux  stations  : après  quoi,  il  cal- 
cule avec  ces  données,  comme  si  elles  résultaient  d'observations 
simultanées. 

On  a trouvé  que  la  hauteur  du  baromètre  est  0™, 7629  au  ni- 
veau de  l'Océan,  sous  la  latitude  de  55“555,  et  à la  température 
moyenne  de  12", 8.  On  sait  également  qu’au  niveau  des  eaux 
moyennes  de  la  Seine  sous  le  Pont-National,  la  hauteur  moyenne 
du  baromètre  est  de  0m,76  b la  température  de  12s.  On  peut, 
à l'aide  de  ces  données,  conclure  la  hauteur  verticale  au-dessus 
de  la  mer  ou  de  la  Seine,  de  tel  point  que  l’on  voudra,  en  y fai- 
sant un  grand  nombre  d’observations. 

L’heure  de  midi,  par  un  temps  calme,  est  la  plus  favorable  aux 
observations. 

460.  Calcul  approximatif  des  côtés  d’un  réseau  de  triangles  au 
moyen  du  baromètre. 

L'emploi  combiné  d’ün  baromètre  et  d’un  instrument  propre 
à mesurer  les  distances  zénithales,  fournit  le  moyen  de  calculer, 
d’une  manière  approchée,  la  distance  entre  deux  stations  : en 
effet,  la  formule  des  différences  de  niveau  étant 

A = K.  lang.  — 8)  on  en  tire  K = A coiang.  J (§'— g) 

Ou  calcule  h au  moyen  des  observations  barométriques,  ou 
connait  et  / et  l’on  en  conclut  le  côté  K. 


CHAPITRE  X. 

PROJECTIONS. 


461.  La  surface  sphérique  de  la  ferre  n’est  pas  développable, 
et  l'on  ne  peut  reproduire  exactement  sur  un  plan,  les  détails  qui 
s'y  rencontrent,  dès  qu’on  s'occupe,  du  moins,  d'une  portion  un 
peu  étendue  du  globe.  (Foir  Livre  III,  chap.  1,  n°  351.)  II  a fallu 
substituer  des  équivalents,  créer  certains  systèmes  parmi  lesquels 
les  meilleurs  sont  ceux  qui  altèrent  le  moins  les  formes  et  les  di- 
mensions des  objets  que  l'on  veut  représenter. 

58 
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Il  existe  néanmoins  des  motifs,  comme  on  le  verra  plus  tari], 
pour  les  cartes  marines,  qui  font  préférer  des  modes  de  projec- 
tion qui  devraient  être  rejetés,  si  l'on  n'avait  pas  d'autre  but  que 
la  reproduction  fidèle  des  lignes  tracées  sur  le  sphéroïde  ter- 
restre.- 

Les  projections  sont  perspectives  ou  par  développement.  Les 
premières,  qui  ne  sont  guère  usitées  que  pour  les  mappemon- 
des, que  pour  la  représentation  d’un  hémisphère,  sc  subdivisent 
en  projections  stéréographiques  et  en  projections  orthogonales  ou 
orthographiques.  Ces  dernières  sont  quelquefois  employées  pour 
les  cartes  géographiques,  de  grandes  contrées,  de  vastes  étals. 

Les  projections  par  développement  sont  coniques  ou  cylindri- 
ques : elles  servent  de  préféreuce  à la  construction  des  cartes 
chorographiques  et  topographiques. 

462.  Dans  les  projections  stéréographiques  ou  perspectives , l'œil 
est  supposé  à une  distance  finie,  et  tous  les  rayons  visuels  dirigés 
sur  les  points  du  globe  percent  le  plan  du  tableau  en  des  points 
qui,  liés  entre  eux,  produisent  la  perspective  de  la  terre. 

Le  point  de  vue  peut  être  placé  sur  le  globe  même,  en  dehors 
ou  en  dedans  : le  plan  du  tableau  passe  par  le  centre  de  la  sphère, 
et  est  perpendiculaire  au  rayon  sur  lequel  sc  trouvé  le  point  do 
vue.  On  no  peut  reproduire  que  la  moitié  de  la  sphère  qui  est  si- 
tuée en  arrière  du  plan  du  tableau,  excepté  cependant  dans  la 
circonstance  où  le  point  do  vue  serait  en  dehors  ; auquel  cas  il  se- 
rait possible,  si  on  le  voulait,  do  projeter  l’hémisphère  antérieur 
rn  prolongeant  les  rayons  visuels,  jusqu'au  plan  de  projection  ; 
mais  ce  dernier  mode  serait  très  défectueux,  en  raison  de  la 
grande  divergence  des  rayons  visuels. 

On  ne  projette  pas  par  celte  méthode  tons  les  points  de  l’hémi- 
sphère, mais  seulement  les  méridiens  et  les  parallèles,  de  sorte 
que  les  quadrilatères  sphériques  qu’ils  forment  sur  la  terre  sont 
représentés  par  des  quadrilatères  curvilignes  ou  mixlilignes  : puis 
ensuite,  pour  tracer  les  contours  des  continents,  et  tous  autres 
détails,  on  les  rapporte  par  coordonnées  aux  côtés  des  quadrila- 
tères qui  les  renferment. 

S'il  s'agissaitde  représenter  une  très-petite  partie  de  la  sphère, 
on  pourrait  employer  la  projection  centrale,  c'est- à-dire  suppo- 
ser le  point  de  vue  au  centre  et  projeter  sur  le  plan  langent  au 
point  milieu  du  terrain  ù représenter;  tous  les  grands  cercles 
seraient  projetés  suivant  des  droites,  et  les  petits  cercles  par  des 
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portions  d ellipses,  puis  pour  éviter  le  tracé  de  ces  dernières,  on 
pourrait  supposer  la  sphère  divisée  par  des  méridiens  et  des  grands 
cercles  qui  leur  seraient  perpendiculaires,  au  lieu  do  prendre 
comme  habituellement  des  méridiens  et  des  plans  parallèles  à 
1 équateur.  Dans  un  seul  cas,  les  parallèles  se  projetteraient  sui- 
vant des  cercles  : c'est  celui  où  le  plan  de  projection  serait 
tangent  au  pôle. 

Parmi  les  positions  diverses  que  l’on  peut  attribuer  au  point 
de  vue,  on  est  dans  l’usage  de  le  placer  sur  la  sphère,  soit  à l’un 
des  pôles,  et  le  plan  projetant  est  l’équateur,  soit  sur  l’équateur, 
et  l'on  projette  sur  un  méridien,  soit  enfin  en  un  point  quel- 
conque, et  dans  ce  cas,  la  projection  se  fait  sur  l'horizon  ra- 
tionnel. 

On  dit  que  la  projection  stéréographique  est  équatoriale,  méri- 
dienne ou  horizontale,  suivant  que  l’on  emploie  la  première,  la 
seconde  ou  la  dernière  do  ces  méthodes. 

463.  La  projection  orthographique  ou  orthogonale  ne  diffère  do 
la  précédente,  qu’en  ce  que  le  point  de  vue  est  supposé  à une 
distance  infinie  de  la  sphèVe,  toujours  sur  le  prolongement  du 
rayon  normal  au  plan  du  grand  cercle' sur  lequel  a lieu  la  pro- 
jection. Ici,  c’est  l'hémisphère  antérieur  que  l'on  projette,  et  il 
en  résulte  que  la  figure  projetée  est  droite  par  rapport  à la  na- 
ture , et  non  symétrique  comme  dans  la  projection  sléréo- 
graphique. 

Comme  pour  celle-ci,  on  projette  sur  l’équateur,  sur  un  méri- 
dien, ou  sur  l'horizon  du  lieu  que  l’on  veut  placer  au  centre  do 
la  carte. 

464.  Projection  ttéréographique  sur  l'équateur.  Elle  est  la  plus 
simple  de  toutes  à construire,  puisque  les  méridiens  sont  pro- 
jetés suivant  des  droites,  et  les  parallèles  par  des  cercles  (fig. 
318).  L’œil  est  situé  au  pôle  P,  l'équateur  est  figuré  par  EQ,  et 
les  parallèles  par  AB,  DF,  tîll,  etc.  Pour  avoir  les  rayons  des 
projections  de  ces  derniers,  on  mène  les  rayons  visuels  PA,  PD, 
etc.,  qui  percent  l'équateur  en  a,  d , etc.  : Ca,  C d,  etc.,  sont  les 
rayons  qui  servent  à.  tracer  les  projections  des  parallèles  corres- 
pondants. 

Cette  projection  a l’inconvénient  d’altérer  inégalement  les  for- 
mes et  conséquemment  les  surfaces  des  objets  qui  y sont  retracés, 
et  d'autant  plus  que  l'on  approche  davantage  du  contre  de  lacarle 
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c'est  ce  dont  on  peut  facilement  se  rendre  compte  a la  simple  in- 
spection de  la  figure. 

Ici,  commo  dans  les  figures  suivantes,  nous  séparons  les  pro- 
jections horizontales  et  verticales,  ainsi  que  les  rabattements 
lorsqu’il  y a lieu  d'en  faire  : notre  but  est  de  mieux  faire  voir  les 
opérations  diverses;  mais  avec  un  peu  d’habitude  , le  tout  s’exé- 
cute sur  le  même  cercle,  parce  que  les  projections  et  rabatte- 
ments des  grands  cercles  de  la  sphère  donnent  toujours  la  même 
figure. 

465.  Si  l'on  avait  à tracer  lu  projection  d'un  grapd  cercle  in- 
cliné d’une  manière  quelconque  sur  le  tableau,  tel  qu’un  horizon 
ou  l’écliptique,  la  projection  serait  toujours  un  cercle  (n*  466), 
ayant  deux  points  communs  h l'équateur  et,  de  plus,  son  rayon 
serait  égal  à la  sécante  de  l’inclinaison  sur  l’équateur.  Pour  le 
démontrer,  imaginons  la  sphère  coupée  par  un  plan  PEP'Q  ( fg . 
348  bis)  perpendiculaire  à l’intersection  projetée  en  C,  de  l’équa- 
teur et  du  cercle  à projeter  HO.  Le  diamètre  de  sa  projection  est 
ho=hC+Co. 

Si  de  P comme  centre,  et  avec  PC  pour  rayon,  nous  décrivons 
les  deux  arcs  consécutifs  CA  et  Ci,  nous  voyons  que  les  lignes  CA 
et  Co,  sont  les  tangentes  des  angles  HPP\  P'PO,  qui  ont  pour 
mesure  d’ailleurs  \ HP'  et  j P O. 

Donc, 

ho  = AC  -f  Co  Uug.  } HP'  4-  ung  | P'O  ; 

mais 

P'O  ■=  200*  — PO  = 200»  — IIP'  et  i»ng.  I P'O  = colang  i np' 

d’oü 

HP'  , HP' 

ho—  lang  -y  -pcoUng.y 

or,  on  sait,  §22,  que 

_ , sin.x  cosin.x  sin. x-t-coainV  2 „ , , 

Ung.x  -f-  cotang  x = — : : J- = = 2coséc.2x 

eosm.x  sin  x sin.x  eosin_r  sin.2x 

Nous  pouvons  donc  écrire  ho=  2 eoséc.  HP'.- 

et  parce  que  HP'  est  le  complément  de  HE  ou  l’inclinaison  du 
plan  sur  l’équateur  A o=2  Séc.  de  l'inclinaison  , et  enfin,  le 

rayon  Séc.  de  l'inclinaison . 

C’est  par  celte  méthode  que  nous  avons  tracé  sur  la  ligure  348 
(projection  horizontale)  1 horizon  de  Paris.  On  pouvait,  au  sur- 
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plus,  le  déterminer  sans  cela,  puisqu'on  en  connaissait  trois 
points,  savoir  : les  extrémités  a;  et  y du  diamètre  commun  h 
l’équateur,  et  le  point  s dont  la  latitude  est  le  complément  de 
celle  de  Paris. 

4GG.  Projection  stércographique  tur  un  méridien  I. 'avantage 
que  l’on  trouve  dans  cette  projection  à mettre  le  point  de  vue 
précisément  sur  l’équateur  tient  à cette  propriété  remarquable 
que  tous  les  méridiens  et  les  parallèles  se  projettent  suivant  des 
cercles  toujours  plus  faciles  à construire  que  les  projections  ellip- 
tiques que  fournirait  la  position  de  l’œil  en  dehors  ou  au  dedans 
de  la  sphère. 

Il  faut,  avant  de  passer  outre , démontrer  la  propriété  que 
nous  venons  de  mentionner. 

Les  méridiens  et  les  parallèles  sont  les  bases  circulaires  de 
cônes  obliques,  coupés  par  le  méridien  principal,  et  dont  le  point 
de  vue  est  le  sommet  commun.  Soit  SAB  (fig.  350)  une  section 
faite  dans  un  cône  oblique,  suivant  les  deux  génératrices  qui  sont 
le  plus  et  le  moins  inclinées  sur  la  base,  ou,  en  d'autres  termes, 
par  un  plan  passant  par  l’axe  et  perpendiculaire  h la  base  : pre- 
nons sur  SB  prolongé  un  point  A',  tel  que  SA'=SA  : puis  par  A', 
faisons  passer  un  plan  incliné  sur  la  génératrice  SB,  de  la  môme 
manière  que  la  base  AB  l’est  sur  SA;  nous  déterminerons  ainsi 
une  section  dite  antiparallèle , qui  coupera  le  cône  suivant  un 
cercle  égal  à celui  qui  est  projeté  dans  la  figure  sur  AB  : et , en 
cflbt,  la  section  A'B'  opérée  par  un  plan  qui  rencontre  loutes 
les  génératrices,  no  peut  être  généralement  qu’une  ellipse  dont  le 
cercle  est  une  circonstance  particulière.  Le  grand  axe  de  cette 
ellipse  est  la  droite  A'B'  elle-môme.  Si  l'on  fait  tourner  son  plan 
autour  de  la  corde  commune,  projetée  en  I),  jusqu'à  ce  qu’il 
s’applique  sur  la  base  du  cône,  le  grand  axe  A’B'  coïncidera 
avec  le  diamètre  AB  du  cercle.  Les  deux  courbes  ont  d’ailleurs 
une  corde  commune  ; donc  la  section  figurée  par  A'B'  n’est  autre 
chose  qu'un  cercle  égal  b la  base.  Ajoutons  b cela  que  les  sections 
par  des  plans  parallèles  étant  des  courbes  soinblables , tout  plan 
MN  parallèle  b A'B'1,  c’est-à-dire  anti-parallèle  à la  base,  don- 
nera une  figuri^semhlable  b celle  qu’a  produite  le  plan  A'B',  et 
par  conséquent  un  cercle. 

Cela  posé,  rien  de  plus  simple  que  de  faire  voir  que  dans  la  pro- 
jection méridienne,  les  méridiens  su  projettent  suivant  des  cer- 
cles. Soit  VMAN  [fi g 351)  le  plan  de  l’équateur,  V le  point  de  vue, 
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MN  la  trace  du  plan  du  tableau,  et  US  celle  d’un  autre  méridien 
dont  la  moitié  RC  seulement  doit  figurer  sur  la  projection.  Ima- 
ginons le  cône  dont  ce  dernier  cercle  est  la  base  et  qui  a son  som- 
met en  V : ce  cône  RVS  est  coupé  parle  plan  de  projection  sui- 
vant FQ  ; mais  il  est  facile  do  voir  que  le  plan  FQ  est  anti-paral- 
lèle à la  base  I\S  : l'un  et  l’autre  sont  perpendiculaires  au  plan  de 

4 jyy 

l’équateur;  puis  on  voit  que  l'angle  MQV  a pour  mesure  — ~~  , 
VS 

tandis  que  VRS  = — : or  MV  — NS=  VS,  puisque  si,  au  moyen 

de  la  parallèle  ST,  on  supprime  de  MV  l’arc  MT  qui  est  égal  à 
NS,  il  reste  VT=VS. 

Tous  les  cercles  qui  projettent  les  méridiens  ont  deux  points 
communs  situés  dans  le  plan  do  projection  ; ce  sont  les  deux  pôles 
de  la  terre  : ils  seront  donc  complètement  déterminés,  si  l’on 
peut  obtenir  leurs  centres.  Ceux-ci  doivent  être  sur  l’intersection 
du  plan  de  projection  et  de  l’équateur,  puisque  ce  dernier  coupe 
symétriquement  tous  les  cônes  comme  contenant  tous  leurs  axes. 
l)e  môme  qu’au  paragraphe  465 , nous  allons  chercher  la  lon- 
gueur du  rayon  en  fonction  de  l'inclinaison  sur  le  plan  du  ta- 
bleau, c’est-à-dire  en  fonction  de  la  longitude. 

Soient  ADUV  la  projection  de  l’équateur  {fig.  352.  bis ) et  V 
celle  du  point  do  vue  : AB  la  trace  du  méridien  principal,  sur  le- 
quel se  fait  la  projection  et  MN  celle  d'un  autre  méridien  quel- 
conque. Le  diamètre  de  la  projection  de  ce  dernier  est  mn;  mais 

mn=mC+Cn  = tang.JMD-t-tang.>  DM  — lang.  ’ MD -f  cot.J  MD 
et,  en  vertu  du  § 22,  mn  = îcoséc.  MD. 

Or  MD  = 100' — AM  = 100  — longitude, 

donc  mn  = ï séc.  longitude  et  le  rayon  = séc.  longitude. 

Si  donc  K (fih.  352)  est  le  centre  de  la  projection  du  méridien  le 
plus  voisin  du  principal,  PK  sera,  d'après  ce  nous  venons  do  voir, 
le  rayon  égal  à la  sécante  de  l'inclinaison  des  deux  plans  méri- 
diens; mais  CK  est  aussi  la  sécante  de  l’angle  CPK  : donc  cet 
angle  est  égal  à la  longitude.  Concluons  de  ce  fait , que , pour 
avoir  graphiquement  les  centres  des  méridiens jirojetés,  il  faut 
prendre  les  points  d’intersection  do  la  trace  de  léqimteur  avec 
des  droites  passant  toutes  par  P et  faisant  entre  elles  et  avec  CP, 
rayon  du  méridien  principal,  des  angles  égaux  à la  différence  en 
longitude  adoptée.  On  déduit  encore  de  là  que  les  tangentes  pour 
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le  poinl  commun  P,  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
rayons  et  par  suite  que  les  arcs  de  cercles  correspondants  sont 
inclinés  entre  eux,  comme  les  méridiens  de  la  sphère. 

Quelques-uns  des  cercles  ne  peuvent  être  tracés  par  celte  mé- 
thode parce  que  les  centres  s'éloignent  trop  rapidement  de  la 
figure  que  l’on  veut  construire  : mais  alors  le  point  F [fig.  350), 
appartenant  à la  projection  du  méridien  RS  et  situé  sur  l’équa- 
teur, se  joint  aux  pèles  par  deux  lignes  qui  font  entre  elles  pré- 
cisément l’angle  dont  est  capable  le  segment  que  l'on  veut  tracer  : 
on  ouvre  sous  cet  angle  une  fausse  équerre  dont,  en  appuyant 
les  deux  côtés  sur  les  deux  pôles,  lo  sommet  appartient  toujours 
à l’arc  de  cercle  qu'il  s’agit  de  décrire  et  le  détermine  ainsi  com- 
plètement. 

Les  projections  des  parallèles  sont  aussi  des  cercles  que  l’on 
construit  d'une  manièreanalogue  aux  méridiens. 

Soit  V {fig.  353)  le  point  de  vue,  VQ  l'équateur,  et  VPQP'  le 
méridien  qui  passe  parle  point  de  vue  : PCP'  est  la  trace  du  plan 
de  projection  et  DE  celle  d’un  parallèle  quelconque.  Le  cône  pro- 
jetant ce  parallèle  rencontre  le  plan  du  tableau  suivant  une  courbe 
limitée  entre  elle  L cl  B ; de  plus,  celte  courbé  est  un  cercle,  si  lo 
plan  projetant  est  anliparallèlc  à la  base  I)E;  mais  cette  circon- 
stance a lieu  en  elTet,  puisque  PBE  = 1 E+P  yyg  _ £P+‘ 

PE=PD,  P'V  PQ  et  LDE=LVQ  comme  correspondants.  Les  • 
deux  génératrices  VL,  VE  du  cône  percent  le  plan  du  tableau  en 
deux  points  B,L  {fig.  353),  ou  B',  L'  {fig.  354)  : de  plus  les  points 
A’  et  A de  celte  figure,  projetés  en  A dans  la  figure  précédente, 
appartiennent  également  au  cercle,  donc  avec  ces  quatre  points, 
on  peut  le  construire,  soit  en  prenant  le  milieu  O de  B'L',  si  cette 
distance  n’est  pas  trop  considérable,  soit  en  élevant  des  perpen- 
diculaires sur  le  milieu  des  cordes  A'B  , A B',  soit  encore,  comme 
plus  haut,  en  formant  avec  les  deux  branches  d une  fausse  équerre, 
un  angle  égal  à A’B' A". 

Si  Ion  veut,  comme  pour  les  méridiens  . trouver  l’expression 
des  rayons  des  parallèles  projetés,  il  faut  chercher  la  valeur  de 
sr  {fig.  353  bis).  En  décrivant,  avec  VC  pour  rayon  , un  arc  CK, 
on  voit  quo 


«r  =Cr  — C«  = lang.}  DR  — lang.J  DS=  tang.J  DR  — tang  j VR  ; 
mais  lnng.JDR  = lang.J  (ÎOO—  VR)  = toi.  \ VR; 
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donc  le  rayon  cherché  ou 

. ....  . /cos.  sin.\ 

1 «r  = } (col.»  VR  — lang-i  V R) »=  i (—  — — j 

/cos.*J  VR  — sin.»  J VR\ 
x v î.sin.JVRcos  J VR~" ) 

oucot.  latitude  du  parallèle. 


cos.  vu 
" soi.  VB 


= colang.  VB  , 


Dans  celte  projection , il  y a encore  disproportion  entre  la 
forme  et  la  surface  des  différentes  parties  de  la  figure,  comme 
dans  celle  sur  l’équateur;  c'est  vers  le  centre  que  se  trouve  ici 
la  plus  grande  altération,  tandis  qu’elle  est  d'autant  moindre 
qu’on  approche  davantage  de  la  circonférence.  Elle  a encore  un 
inconvénient  de  plus  : c'est  que  les  lieux  situés  sous  la  même 
latitude  et  compris  dans  la  meme  zone  ne  sont  pas  compa- 
rables puisque  les  projections  des  parallèles  ne  sont  pas  concen- 
triques. 

La  figure  355  représente  une  projection  méridienne  complète. 


467.  Projections  stéréographiques  méridienne  et  équatoriale  mo- 
difiées. * 

Pour  éviter  le  premier  dos  deux  inconvénients  que  l'on  vient 
de  signaler,  on  peut  diviser  en  parties  égales  la  trace  de  l’équa- 
teur, faire  passer  des  arcs  de  cercle  par  ces  points  de  division 
et  les  pôles,  et  I on  obtient,  par  ce  moyen,  beaucoup  moins  de 
dissemblance  entre  les  subdivisions  centrales  et  extrêmes 
[fig.  356). 

On  pourrait,  par  le  même  motif,  modifier  d’une  manière  ana- 
logue la  projection  équatoriale,  en  substituant  aux  traces  des 
cônes  qui  projettent  les  parallèles,  des  cercles  équidistants,  qui 
rendraient  les  distances  en  latitude  comparables  de  l'équateur 
au  pôle  (fig.  3i9). 

468.  Projection  stéréographique  sur  l'horizon. 

Soit  O (fig.  357)  la  projection  do  l'œil,  AMBN  celle  de  l’hori- 
zon, P et  Q celles  des  pôles  : il  s’agit , comme  précédemment, 
de  trouver  les  projections  des  méridiens  et  des  parallèles,  et 
pour  nous  occuper  d'abord  des  premiers,  cherchons  leurs  per- 
spectives sur  le  plan  de  l'horizon.  Pour  cela,  imaginons  le  méri- 
dien principal  AB  rabattu  sur  le  plan  du  tableau,  en  le  faisant 
tourner  autour  du  diamètre  AD,  et  nous  aurons  la  figure  358, 
dans  laquelle  A'B'  représente  le  diamètre  AB,  O'  le  sommet  des 
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cônes  perspectifs  P'  et  Q'  les  deux  pôles.  Les  génératrices  O'  P'  et 
O Q'  vont  percer  le  plan  du  tableau  figuré  ici  par  A 'B',  et  son 
prolongement  en  deux  points  p'  et  q1,  qui,  reportés  en  p et  q 
sur  la  figure  357,  donnent  ceux  par  lesquels  doivent  passer 
toutes  les  perspectives  des  méridiens  : la  ligne  pq  est  donc  une 
corde  commune  à toutes  ces  courbes,  quisontdes  cercles,  comme 
nous  allons  le  démontrer,  et  la  perpendiculaire  RS  élevée  sur  le 
milieu  de  pq,  est  évidemment  le  lieu  géométrique  de  tous  leurs 
centres.  Pour  les  trouver,  nous  tracerons  les  tangentes  pl), 
pli  aux  méridiens  perspectifs  pour  le  point  commun  p {fig.  337), 
et  nous  élèverons  les  perpendiculaires  respectives  pi)',  pE',  qui  x 
rencontreront  US  en  des  points  D',  E',  centres  des  cercles  corres- 
pondants. 

469.  Démontrons  qu’ici,  comme  dans  la  projection  sur  un  mé- 
ridien, les  courbes  perspectives  des  méridiens  sont  des  cercles.  Si 
ensuite  nous  connaissions  les  angles  qu'elles  font  entre  elles,  nous 
mènerions  leurs  tangentes  pD,  pE,  par  le  pôle  qui  leur  est  un 
point  commun,  ces  tangentes  ont  aussi  la  même  inclinaison,  les 
unes  par  rapport  aux  autres,  et  il  en  est  de  même  des  normales 
pl)',pE’,qui  ne  sont  autre  chose  que  les  rayons  des  cercles,  el  qui, 
par  leurs  rencontres  avec  la  droite  RS,  détermineront  tous  les 
centres  D',  E',  etc.  Réciproquement,  D,  E,  etc., sont  les  centres 
des  cercles  ayant  pour  tangentes  pD',pE',  etc. 

La  figure  351  représentant  le  rabattement  d’un  grand  cercle 
passant  par  le  point  de  vue  V,  perpendiculairement  à l'intersec- 
tion C de  l’horizon  MN  et  de  l’équateur  RS,  nous  pouvons  com- 
parer les  deux  triangles  VRS,  VFQ  : ils  sont  semblables  et  les 
angles  en  R et  en  Q sont  égaux;  car  R a pour  mesure  la  moitié 
de  l’arc  VS,  tandis  que  la  mesure  de  Q est  \ MV — j NS  ou  1 MV 
— { MT=i  VT,  et  que  VT=VS. 

Les  sections  du  cône  par  les  plans  RS  et  FQ  sont  donc  anti- 
parallèles n°  466,  l’une  RS  est  un  cercle;  donc  l’autre  en  est  éga- 
ment  un. 

ê 

470.  Si  l’on  voulait  construire  une  telle  projection  perspec- 
tive èt  une  grande  échelle,  il  pourrait  se  faire  que  cetto  opération 
devînt  impossible,  en  raison  de  la  grande  distance  à laquelle  se- 
raient situés  certains  centres.  Pour  parer  à cet  inconvénient,  il 
faudrait  trouver  un  troisième  point  de  chacun  des  méridiens 
perspectifs,  puisqu’en  ayant  déjà  deux  communs,  les  pôles  p et 
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q,  on  ferait  passer  un  cercle  par  les  trois  points  de  chaque  pro- 
jection. 

Imaginons,  par  le  pointde  vue,  un  plan  perpendiculaire  à celui 
du  tableau  : il  coupera  tous  les  cônes  suivant  deux  génératrices. 
En  construisant  les  points  où  elles  percent  le  plan  du  tableau, 
nous  aurons  des  points  appartenant  aux  sections  des  cônes  par  le 
plan  du  tableau:  c'est-à-dire  les  points  qui  doivent  permettre  de 
construire  les  méridiens  perspectifs  sans  le  secours  de  leurs 
centres. 

Rabattons  le  plan  de  construction  que  nous  venons  d’imagi  lier, 
sur  celui  du  tableau,  en  faisant  tourner  le  premier  autour  de  l’in- 
tersection commune  MN  ( fig . 357),  et  nous  avons  ce  qu’indique  la 
figure 35Ü.  M'N'  est  la  trace  du  plan  du  tableau,  et  O»  la  nou- 
velle projection  du  point  de  vue. 

Los  méridiens  sont  coupés  par  ce  plan,  suivant  des  droites  CI , 
CG,  CH,  qui  toutes  passcut  par  le  centre  de  la  sphère. 

Laissant  leurs  extrémités  F,  G,  II  avec  O",  nous  avons  une  gé- 
nératrice de  chacun  des  cônes  correspondants.  Ces  génératrices 
rencontrent  le  tableau  eu  T,U,V,  etc.;  et  si,  maintenant,  on  sup- 
pose redressé  le  plan  de  construction,  pour  en  revenir  à la  figure 
357  , où  il  est  représenté  par  la  droite  MN,  les  points  T,  U,  V , 
prendront  les  positions  T’,  U',  V;,  et  1 on  aura  atteint  le  but  que 
l’on  se  proposait. 

471.  Il  reste  à savoir  quelle  est  l’inclinaison  respective  des 
traces  des  méridiens  sur  le  plan  du  tableau  oblique  à leur  inter- 
section commune.  Représentons  par  ACB,  le  plan  du  tableau  (fig. 
360),  par  C le  centre  de  la  terre,  et  par  P le  pôle  : 1 angle  que 
fait  CP  avec  le  plan  ACB,  est  évidemmenUgal  à la  latitude  L du 
point  de  vue.  Les  lignes  PA  et  PB  étant  des  tangentes  à deux  mé- 
ridiens sont  inclinées  l’une  sur  l’autre  d une  quantité  M qui  est 
la  différence  en  longitude  des  deux  méridiens  en  question.  Pro- 
longées jusqu’en  A et  B,  où  elles  percent  le  plan  du  tableau,  si 
l’on  unit  ces  points  au  centre  C,  on  forme  un  angle  ACB  que  nous 
désignons  par  M',  et  qui  est  l’inclinaison  correspondant  à M,  des 
traces  des  plans  méridiens  sur  celui  du  tableau.  Le  plan  CPA  est 
celui  du  méridien  principal , perpendiculaire  à l’intersection  de 
l’équateur  et  de  l’horizon. 

Cherchons  la  relation  qui  existe  entre  M et  M' . 

Le  triangle  AB  P rectangle  en  A donne  lang.  M = — . 
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On  trouve  aussi  dans  APC  rectangle  en  P,  sln.L  = 

* VB 

doue  Ung,  M x *in.  L = 

Mais,  dans  le  troisième  triangle  ACB,  rectangle  en  A,  on  a 
taog.  M'  = ^5  donc  enfin  * tang  M'  = tang  M Xsio.L. 

C'est-à-dire,  qu'en  multipliant  les  tangentes  trigonométriques 
des  angles  quo  forment  tous  les  méridiens  avec  l’un  d’eux  pris 
comme  origine  par  le  sinusdela  latitude,  on  trouvo  les  tangentes 
trigonométriques  des  angles,  et,  par  suite,  les  angles  eux-mémes, 
qu’il  faut  former  autour  de  P ( fig . 337),  pour  avoir  la  position 
convenable  des  tangentes  aux  arcs  de  cercle  et,  par  suite,  les 
rayons  pD,  pE,  pD',  pE',  etc. 

Si  I on  voulait  seulement  avoir  un  troisième  point  pour  cha- 
cun des  méridiens  projetés,  celui  qui  est  compris  dans  le  cercle 
rabattu  {fig.  339),  il  faudrait  figurer  les  traces  CF,  CG,  CH,  etc., 
des  méridiens,  en  remarquant  que,  puisqu'il  est  perpendiculaire 
à l’horizon,  c’est  par  le  cosinus  delà  latitude  et  non  par  son  si- 
nus, qu’il  faut  multiplier  la  longitude.  Les  extrémités  F,  G,  H, 
etc.,  des  traces  unies  au  point  de  vue  O”,  donnent  V,  II,  T,  où 
les  génératrices  correspondantes  percent  le  plan  du  tableau. 

472.  Il  faut  actuellement  s’occuper  des  parallèles,  et  démon- 
trer d'abord  que  leurs  perspectives  sur  le  plan  du  tableau  sont 
des  cercles. 

V représente  le  point  de  vue  {fig.  361)  : ADEF  est  une  section 
de  la  sphère  passant  par  le  point  de  vue,  et  perpendiculaire  au 
tableau  qui  alors  est  représenté  ici  par  la  droite  DF. 

Si  AB  indique  la  trace  d'un  parallèle  quelconque  dont  AB  se 
Irouve  être  un  diamètre,  le  cône  auquel  il  sert  de  base,  et  dont 
la  section  est  AVB,  sera  coupé  par  le  plan  du  tableau  suivant  une 
courbe  projetée  en  ab,  et  que  nous  allons  démontrer  être  un 
cercle  tout  aussi  bien  que  la  base  du  cône.  Il  nous  suffit  pour  cela, 
de  faire  voir  que  les  plans  du  tableau  et  de  la  base  du  cône  sont 
antiparallèles.  En  effet. 


de  même 


VF-friB  VP-fDE-fEB  , BE 

Von  = — — = = l cire,  -f  — 


VDB+  BE 

' T 


BE 

9 
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Donc,  Vèa=VAB;  donc,  ce  que  nous  avons  avancé  se  trouve 
démontré. 

473.  Pour  tracer  les  cercles  perspectifs  des  parallèles , il  suffit 
d’opérer  pour  chacun  d'eux  comme  nous  venons  de  faire  pour  AB  : 
car,  pour  celui-ci,  les  points  a et  6 sont  les  extrémités  d’un  de  ses 
diamètres. 

Cette  construction  est  indiquée  sur  les  figures  357  et  358. 

Lorsque  les  parallèles  approchent  du  point  de  vue,  il  devient 
impossible  d'obtenir  graphiquement  le  point  où  l'une  des  deux 
génératrices  extrêmes  du  cône  projetant  perce  le  plan  du  tableau. 
C'est  ce  qui  a lieu  pour  les  portions  ab  et  de,  situées  dans  l’hémi- 
sphère où  se  trouve  le  point  de  vue  O'  (fig.  358)  : on  n’a  donc  que 
le  point  c pour  l’un,  et  / pour  l'autre,  qui  sont  reportés  sur  la  fi- 
gure 357  par  des  parallèles  ù 00',  en  c ' et  f . Pour  compléter  la 
détermination  des  projections  de  ces  parallèles,  on  remarque 
qu’elles  ont  deux  points  représentés  {fig.  358)  par  b pour  l’une,  et 
e pour  l’autre  : que  ces  points  appartenant  également  à la  sphère 
seront  connus  de  position.  Si,  par  b et  e,  on  trace  perpendiculai- 
rement à Taxe  de  rotation,  deux  droites  qui  viennent  couper  la 
sphère  {fig.  357)  en  g,  h,  k,  l,  on  obtient  trois  points  pour  cha- 
cun des  deux  cercles,  de  manière  qu’en  les  unissant  par  des  cor- 
des sur  le  milieu  desquelles  on  élève  des  perpendiculaires,  les 
centres  qui  d’ailleurs,  et  c’esl  une  garantie  de  bonne  exécution, 
doivent  se  trouver  sur  AB  prolongés,  sont  connus,  et  le  problème 
est  entièrement  résolu. 

Comme  les  précédentes  projections,  celle-ci  a l’inconvénient 
do  ne  pas  oiïrir  un  rapport  constant  dans  toutes  ses  parties. 

474.  Projection*  orthographiques.  Quoique  ces  projections  soient 
plus  imparfaites  encore  que  les  précédentes,  il  convient  d’en  par- 
ler ici,  parce  qu  elles  ont  été  quelquefois,  quoique  rarement, em- 
ployées. Au  surplus,  si  l’on  no  voulait  pas  s’en  servir  pour  la  re- 
production d’un  hémisphère  entier,  mais  seulement  pour  une 
petile  portion  de  sphère  dont  le  plan  de  tangence  serait  perpen- 
diculaire à la  direction  des  lignes  projetantes,  elle  serait  très- 
bonne  et  préférable  ù la  projection  sléréographique  : et  en  eflot, 
dans  ce  petit  espace,  le  plan  tangent  s’écartant  à peine  de  la 
surface  courbe,  les  figures  projetées  et  leurs  projections  seraient 
égales. 

On  a vu,  n"  4G4,  que  le  point  de  vue  était  supposé  à une  di- 
stance inGnic  sur  la  normale  au  centre  du  tableau.  Celui-ci 


Digitized  by  Google 


l'ROJECTION  ORTDOURAI'DIQUE  SUR  UN  MÉRIDIEN.  169 

peut,  comme  pour  la  projection  stéréographique,  être  l’équateur, 
ou  un  méridien  ou  l'horizon. 

475.  Projection  orthogonale  sur  l'équateur.  Le  point  de  vue 
étant  placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  de9  pôles,  c'est-à-dire- 
sur  l'intersection  commune  à tous  les  méridiens,  leurs  traces  pas- 
seront par  la  projection  du  point  de  vue  qui  n’est  autre  ohose 
que  le  centro  du  tableau  : elles  feront  aussi  entre  elles  des  angles 
égaux  évidemment  à l'inclinaison  des  méridiens  les  uns  sur  les 
autres. 

Les  parallèles  bases  de  cylindres  droits  seront  coupés  par  l’é- 
quateur suivant  des  cercles  concentriques  égaux  aux  parallèles 
qu’ils  représentent  (fig.  362). 

Les  rayons  de  ces  parallèles  sont,  comme  on  le  reconnaît  h la 
simple  inspection  de  la  figure,  égaux  aux  cosinus  des  latitudes 
correspondant  h chacun  d'eux.  Nous  pouvons  ajouter  ici,  en  pas- 
sant, que  des  arcs  de  même  amplitude  étant  proportionnels  à leurs 
rayons  de  courbure,  le  rapport  d’un  degré  en  longitude  mesuré 
sur  l'équateur  et  sur  un  parallèle,  est  le  môme  que  celui  du  rayon 
de  la  sphère  au  cosinus  de  la  latitude  ; et,  si  l’on  considère  ce 
rayon  comme  l'unité,  le  rapport  est  égal  au  cosinus  de  la  la- 
titude. 

476.  Projection  orthographique  sur  un  méridien.  Ici,  le  point 
de  vue  est  situé  dans  le  plan  de  l'équateur.  Les  méridiens  sont  les 
bases  circulaires  de  cylindres  obliques,  et  Içurs  sections  par  le  ta- 
bleau perpendiculaires  aux  génératrices,  sont  des  ellipses.  Toutes 
passent  par  les  deux  pôles:  car  ces  deux  points  sont  communs  aux 
méridiens  et  à leurs  projections.  Cette  ligne  est,  pour  chacun  des 
méridiens,  le  seul  diamètre  projeté  en  véritable  grandeur  : c’est 
le  grand  axe  commun  à toutes  les  projections  elliptiques.  Les 
petits  axes  perpendiculaires  aux  grands,  seront  tous  sur  la  trace 
du  plan  abaissé  du  point  de  vue  perpendiculairement  aux 
méridiens,  c’est-à-dire  sur  la  trace  de  l’équateur  : et,  comme  on 
ne  s'occupe  que  d’un  seul  hémisphère,  celui  qui  est  en  avant  du 
tableau,  il  suffit  de  trouver  les  extrémités  antérieures  des  petits 
axes.  Soit  AC  la  trace  sur  l'équateur  {fig.  363)  de  la  moitié  d’un 
méridien  : elle  se  projettera  en  A C',  qui  sera  la  moitié  cherchée 
du  petit  axe.  En  projetant  de  môme  les- extrémités  des  autres 
méridiens  analogues  à A,  on  sera’ à môme  de  construire  toutes 
les  ellipses,  d’une  manière  continue.  Il  faut  pour  cela,  connaître 
les  doux  foyers;  mais,  comme  on  sait  que  la  somme  des  deux 
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rayons  vecteurs  est  une  quantité  constante  égale  au  grand  axe, 
il  suffira  de  prendre  un  fil  de  cette  longueur,  de  fixer  son  milieu 
sur  le  sommet  du  petit  axe,  et  de  tendre  ses  deux  parties  jusqu'à 
ce  que  les  extrémités  s’appuient  exactement  sur  le  grand  axe. 
Les  deux  foyers  seront  ainsi  déterminés,  et  rien  ne  s’opposera 
plus  au  tracé  continu  de  l’ellipse. 

Quant  aux  parallèles  qui  sont  les  sections  de  la  sphère  par  des 
plans  parallèles  à l’équateur,  ils  se  projettent  suivant  des  droi- 
tes ( fig . 363).  On  peut  remarquer  que  les  projections  sur  l’équa- 
teur et  sur  un  méridien  sont  exactement  ce  qu’en  géométrie  de- 
scriptive on  nommerait  les  projections  horizontale  et  verticale  de 
la  sphère.  ' 

477.  Projection  orthographique  sur  l’horizon. 

VAP'RP  représente  une  section  suivant  le  méridien  d’un  point 
V,AB  'Kfg.  364),  le  tracé  de  l’horizon  de  ce  point,  et  PP1  la  ligne 
des  pôles  : on  se  propose  de  trouver  les  projections  des  méridiens 
sur  l’horizon.  Toutes  passent  par  les  projections  p,  p’  des  pô- 
les (fig.  365),  et  sont  des  ellipses  comme  intersections  de  cylin- 
dres plus  ou  moins  inclinés  et  à hases  circulaires.  L’horizon  étant 
un  grand  cercle  do  la  sphère,  coupe  les  méridiens  suivant  des 
diamètres  qui  sont  les  grands  axes  des  ellipses. 

Nous  avons  trouvé,  n°471,  en  parlant  de  la  projection  stéréo- 
graphique  sur  l’horizon,  la  relation  qui  existe  entre  l’inclinaison 
des  traces  sur  l’équateur  et  sur  l’horizon  : elle  est,  en  les  dési- 
gnant par  M et. 4P,  fournie  par  l’équation  lang.M'=lang.M.sin.L. 
Nous  pourrons  donc  nous  en  servir  ici,  et  prendre,  si  nous  vou- 
lons, pour  premier  méridien,  celui  qui  passe  par  le  point  V,  et 
qui  de  tous  est  le  seul  qui  se  projette  suivant  une  droite  A'B '(fig. 
365).  L’cllipso  se  réduit  ici  à une  droite,  parce  que  le  cylindre, 
qui  a pour  base  ce  premier  méridien,  se  réduit  lui-mémeau  plan 
qui  le  contient.  Il  n est,  au  reste,  pas  indispensable  de  partir  de 
ce  méridien  plutôt  que  de  tout  autre.  Toujours  £8t-il  que  l’on  sait 
projeter  les  grands  axes  de  toutes  les  ellipses  : quant  aux  petits 
axes,  ils  leur  seront  respectivement  perpendiculaires,  mais  ils 
varieront  de  longueur,  en  raison  de  l’inclinaison  des  plans  méri* 
diens  sur  celui  de  l’horizon,  lis  seront  d’ailleurs  les  projections 
des  diamètres  perpendiculaires  îi  ceux  qui  so  confondent  avec 
leurs  projections  comme  situé?  dan9  le  plan  du  tableau,  qui,  par 
ce  motif,  sont  les  grands  axes  dos  ellipses,  et  dont  nous  venons  de 
parler  un  peu  plus  haut. 
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Pour  obtenir  l'un  do  ces  petits  axes,  supposonsque  GH  (pg.  365) 
soit  la  trace  d'un  méridien  quelconque  : il  n’est  pas  difficile  de 
trouver  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  l’horizon,  puisque  nous  con- 
naissons aussi  sa  trace  verticale  PP',  qui  est  celle  de  tous  les  mé- 
ridiens. 

* 

Imaginons,  pour  cela,  par  un  point  de  la  trace  verticale,  P par 
exemple,  un  plan  vorlical  perpendiculaire  au  méridien  dont  la 
trace  horizontale  est  GII  : les  traces  de  ce  plan  seront  PE,  pK, 
côtés  de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle,  dans  lequel  l’augle 
aigu  en  K mesurera  l'inclinaison  du  méridien  dont  nous  nous 
occupons,  sur  l'horizon.  Pour  construire  ce  triangle,  nous  rap- 
portons PE  en  pN,  par  le  simple  procédé  qu'enseigne  la  géomé- 
trio  descriptive  : nous  traçons  l’hypoténuse  NK,  etpKN  est  l'an- 
gle cherché.  Par  le  centre  C de  la  sphère,  faisons  passer  CL  pa- 
rallèle h KN,  projetons  le  point  L en  M sur  CM  perpendiculaire 
à GII  grand  axe  de  l’ellipse,  et  CM  en  sera  le  petit  axe.  Nous 
ne  répéterons  pas  ici  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  476,  sur  la 
manière  de  tracer  une  ellipse  dont  ou  connaît  les  deux  axes  : 
nous  rappelons  seulement  que  toutes  doivent  passer  par  les  points 
p et  p',  si  on  les  décrit  entières,  ou,  tout  au  moins,  que  les  demi- 
ellipses  apparentes  dans  cette  projection  se  coupent  au  point  p. 

478.  Il  reste,  pour  compléter  cette  projection,  h déterminer 

les  parallèles  qui  sont  aussi  des  ellipses,  résultant  de  la  section 
de  cylindres  obliques  à bases  circulaires  par  des  plans.  Soit 
EP’QP  (pg.  :166),  la  section  de  la  sphère  par  le  plan  méridien 
perpendiculaire  à l'horizon  dont  la  trace  est  BII  : AB  celle  d'un 
parallèle  dont  le  diamètre  au  plan  du  tableau  s’y  projette  en  vé- 
ritable grandeur,  tandis  qu’ici,  il  n’apparaît  que  par  sa  trace  F : 
il  faut  donc  abaisser  de  F une  perpendiculaire  sur  HB,  la  prolonger 
jusqu’au  rabattement  clic' b,  et  porter  ff1  égal  à AB.  C’est  le  grand 
axe  de  l’ellipse  suivant  laquelle  se  projette  le  parallèle  AB.  Pour 
déterminer  le  petit  axe,  il  suflit  de  projeter  les  points  A et  B en 
a et  b.  . , 

Nous  avons,  dans  cette  ügure,  représenté  lequaleur  EQ,  le 
parallèle  VD  passant  par  le  pôle  de  l'horizon,  et  celui  AB  qui  est 
tangent  à cet  horizon.  La  figure  367  représente  une  telle  pro- 
jection complète. 

479.  Il  est  facile  de  reconnaître,  h l’inspection  des  figures,  que 
les  projections  stéréographique  et  orthographique  ont  des  défauts  • 
contraires.  Tandis  que  la  première  altère  considérablement  les 
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parties  centrales,  la  seconde  dénature  do  plus  en  plus  tout  ce  qui 
s'éloigne  du  centre,  à tel  point  même  qu’elle  n’est  presque  pas 
usitée.  On  conçoit  donc  qu’il  ait  pu  venir  à l’idée  de  trouver  sur 
la  perpendiculaire  au  plan  du  tableau  ün  point  de  vue  tel  que 
les  rayons  qui  percent  ee  plan,  en  partant  de  points  également 
distants  sur  le  globe,  donnent  des  projections  également  es- 
pacées. 

Supposons  que  V [pg.  368)  soit  ce  sommet  des  cônes  : désignons 
par  x,  sa  distance  VP  à la  terre,  par  na  un  certain  nombre  do 
divisions  du  méridien,  et  par  nh  le  même  nombre  de  divisions 
correspondantes  sur  l’équateur,  égales  entre*ellcs,  et  voyons  si 
nous  arrivons  à une  valeur  constante  de  x.  11  s’agit  ici  d’une  pro- 
jection sur  l'équateur. 

Les  triangles  semblables  GFV,  DCV,  donnent 
c?  : fv  : : dc  : gf 

OU  x-f  r J ar-i-r-f-siD.ua  " «h  • cosin. na. 

d’où  nous  lirons 

(x-J-r)  cosin.  na  = nh  (x  + r-f-  sin.na) 

Et  enfin,  successivement 

(*+  r)  (cosin.  na  — nh  sin . na)  = nh  sin.  na 

nA.  sin.na  nA.sin.na 

x+r= — : , et  x = — : r 

cosin.  na  — nA  cosin.  na  — nA 

S’il  avait  été  question  do  la  projection  sur  un  méridien,  l’ex- 
pression de  x n’eût  changé  que  par  la  mutation  réciproque  du  si- 
uus  et  du  cosin.  de  na. 

Cette  valeur  do  x variant  avec  na,  c'est-à-dire  avec  n,  prouve 
qu’il  n’y  a pas  de  position  pour  V,  qui  remplisse  complètement  le 
but  que  nous  nous  proposions  d’atteindre. 

Nous  pouvons,  tout  au  moins,  chercher  h satisfaire  le  mieux 
possible  à la  condition  qu  on  ne  rencontre,  ni  dans  la  projection 
stéréographique,  ni  dans  la  projection  orthographique.  Pour  cela, 
prenons  l’expression  générale  d’un  rayon  projeté  de  parallèle  en 
fonction  do  la  latitude  et  de  la  position  du  point  do  vue. 

En  désignant  ces  quantités  par  h,  L et  a-,  la  figure  368  et  la 
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même  comparaison  des  triangles  semblables  que  ci-dessus, 
fournissent  : 

h : r COS.L  ; I *■  ; * -f  r -f  r sin  L 


A 


(r  -\-  r)  r coS.  L 
r-p  rsin.I. 


rcos.  L 


* + 


riin.L 
tt  + r 


Si  *r=0,  nous  rentrons  dans  la  projection  stéréographique , 
et  le  rayon  du  parallèle  projeté  est 


r. eos.  L 
1 -f-sin.  L 


Si  x ~ X , ce  qui  correspond  à la  projection  orthographique, 


r cos. L 

h — = r.  cos.  L 


< + 


x> 


Dans  ce  dernier  cas,  A varie  trop  peu,  lorsque  L est  voisin  de 
0».  Dans  le  précédent,  la  valeur  du  sinus  qui  entre  au  dénomina- 
teur, prenant  des  accroissements  d’autant  plus  rapides  que  le  co- 
sinus décroît  plus  lentement , non-seulement  détruit  l'inconvé- 
nient qui  existe  dans  la  projection  orthographique,  mais  encore 
lui  substitue  le  défaut  contraire,  dans  une  proportion  cependant 
moins  défavorable.  Ceci  no  fait  que  sonGrmer  les  inconvénients 
signalés  § 479. 

Si  l'on  supposait  x=r,  la  formule  deviendrait 

r.  cos.L 

“ t -f-  i sîn.  L 


L’expérience  a prouvé  qu’on  détruisait  ainsi  un  peu  trop  l’ac- 
tion du  sinus,  et  Lahire  a pensé  que,  ce  qu’il  y avait  de  mieux  à 

faire,  était  de  prendre  x — sin.  50‘  = — . r (fig. 369)  ce  qui  donne 


et  enfin, 


rcos.  L. 


r. sin. L 


r.  cos.  L r.  cos.  L 

sin.  L 1/5  4 -f-  sio.L 

*+V* 


k 


r.  eos,  L 

1 +0,585  sin.  L 


c'est-à-dire  environ 


r.  cos.  L 

t + 5 s'n-  b 


Malgré  l’avantage  de  cette  méthode,  on  a continué  à se  servir 

60 


4. 
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do  la  projection  stéréographique,  parce  qu  elle  seule  jouit  «le  la 
propriété  de  projeter  les  cercles  de  la  sphère  par  des  cercles. 

480.  Projections  par  développement  — Développement  du  <%ne 
tangent.  Lorsqu’il  ne  s'agit  que  de  représenter  une  petite  portion 
seulement  de  la  terre,  comme  un  royaume,  une  province,  etc.,  on 
se  sert  de  projections  qui  allèrent  moins  les  formes  et  les  dimen- 
sions. Pour  cela,  on  imagine  une  surface  de  révolution  dévelop- 
pable et  tangente  au  globe  vers  le  milieu  de  l’espace  à repro- 
duire, suivant  le  parallèle  moyen.  Celte  surface  différant  peu  de 
la  portion  correspondante  de  la  terre,  coupée  par  les  plans  des 
méridiens  et  des  parallèles , se  trouve  divisée  en  quadrilatères 
mixlilignes  qui  représentent  les  quadrilatères  curvilignes,  et  que 
l’on  peut  regarder  comme  leurs  équivalents.  SoitCQTP  (fig. 370) 
la  section  d'un  quart  de  la  sphère  par  lo  méridien  moyen  de  la 
surface  à projeter.  TD  est  la  trace  du  parallèle  moyen,  et  BE,  AF, 
celles  des  parallèles  extrêmes.  Imaginons  la  surface  conique  en- 
gendrée par  la  tangente  OT  : elle  se  raccorde  avec  la  sphère  sui- 
vant le  parallèle  dont  TD  est  le  rayon,  et  les  plans  des  parallèles 
extrêmes  la  coupent  suivant  les  circonférences  projetées  ici  en 
Mî  et  oF.  Les  sections  par  les  plans  méridiens  sont  des  généra- 
trices du  cône.  Pour  développer  la  portion  nécessaire  de  la  sur- 
face conique,  on  décrit  un  arc  de  cercle  avec  TO  pour  rayon,  on 
porte  dessus  des  parties  égàles  aux  divisions  «lu  parallèle  moyen, 
et  l'on  trace  les  génératrices  correspondantes;  puis  ensuite  on 
complète  la  projection  en  décrivant  du  même  centre  et  avec  Oa, 
O b,  pour  rayons,  des  portions  de  circonférences  qui  sont  les  pro- 
jections des  parallèles. 

Nous  trouvons,  dans  ce  procédé,  que  les  quadrilatères  sont  rect- 
angulaires comme  sur  la  sphère , et  que  tous  les  détails  situés 
sous  la  môme  latitude,  sont  comparables;  mais,  pour  d’égales  dif- 
férences de  latitude,  nous  voyons  qu’elles  décroissent  de  plus  en 
plus  rapidement,  h mesure  que  l’on  approche  du  pôle,  tandis 
qu’elles  augmentent  sans  cesse  vers  l’équateur.  Dans  ce  cas,  elles 
sont  projetées  plus  grandes  qu’elles  no  sont  sur  le  globe , et  plus 
petites  dans  lo  premier  cas.  Un  second  inconvénient  consiste  en 
ce  que  les  différences  on  longitudo  sont  toutes  plus  grandes  sur 
la  surface  conique  que  sur  la  sphère. 

La  figure  371  indique  ce  développement. 

481-  Projection  conique.  Pour  quo  les  latitudes  no  6oicnt  pas 
altérées,  on  a imaginé  de  porter,  h partir  de  T (fig.  370;,  sur  TO, 
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des  longueurs  Ta'  Tô.',  égales  aux  différences  rectifiées  de  latitude 
des  divers  parallèles  ; puis  ce  sont  les  distances  Oa',  06',  que  l'on 
a prises  pour  rayons  des  projections  de  parallèles  : ces  projections 
sont  exprimées  par  les  arcs  ponctués  sur  la  figure  371.  Il  n'y  a 
plus,  par  ce  moyen,  d’erreur  en  latitude,  et  les  distances  en  lon- 
gitude sont  déjà  moins  grandes  que  précédemment,  comme  l'in- 
dique la  comparaison  des  arcs  pleins  et  des  ares  ponctués  sur  la 
môme  figure. 

482.  Pour  détruire  complètement  les  erreurs  en  longitude,  on 
a modifié  celle  projection,  en  agissant  à l’égard  de  tous  les  paral- 
lèles, comme  on  l'a  fait  précédemment,  pour  le  parallèle  moyen, 
c’est-à-dire  que,  pour  chacun  d’eux,  on  a porté  sur  sa  projection 
des  longueurs  précisément  égales  à celles  qui  séparent  les  méri- 
diens. Si,  par  exemple,  ceux-ci  sont  distants  d’un  grade,  on  a 
porté  sur  les  arcs  qui  représentent  les  parallèles,  des  longueurs 
qui  décroissent  successivement,  et  comme  on  le  sait,  proportion- 
nellement aux  cosinus  des  latitudes  : ceux-ci  étant  en  effet  égaux 
au  rayon  delà  terre  multiplié  par  le  cosinus  de  la  latitude  corres- 
pondante : lar figure  372  présente  celte  projection  ainsi  modifiée. 
On  y reconnaît  bien  que  les  distances  en  longitude  ou  suivant  les 
parallèles,  sont  précisément  égales  à ce  qu’elle? sont  sur  le  globe  ; 
mais  on  y remarque,  en  même  temps,  que  l'on  a un  peu  altéré, 
dans  un  autre  sens,  les  résultats  quo  présentait  la  projection  co- 
nique avant  la  modification.  En  effet,  les  quadrilatères  étaient 
rectangulaires  comme  sur  le  globe,  et  les  distances  en  latitude 
n'étaient  pas  entachées  de  laplus  petite  erreur,  tandis  que.dans  la 
projection  nouvelle,  ces  conditions  sont  d’autant  moins  remplies, 
qu’on  s’écarte  davantage  du  centre  de  la  carte.  Quoi  qu’il  en  soit, 
et  parce  quo  ces  défauts  ne  sont  pas  aussi  saillants  que  celui  que 
l’on  a fait  disparaître,  surtout  quand  il  ne  s’agit  pas  de  projeter 
une  très-grande  portion  du  globe , on  a dans  ccs  derniers  temps 
adopté  cette  projection  que  l’on  désigne  sous  le  nom  de  projection 
du  Dépôt  de  la  guerre.  C'est  elle  que  l’on  emploie  pour  la  plus  belle 
œuvre  topographique  des  temps  modernes,  la  nouvelle  carte  de 
France. 

483.  Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  qui  a été  dit  au  n"414,  sur 
la  nécessité  de  déternwner  les  points  d’intersection  des  méridiens 
et  des  parallèles,  lorsque  lechellc  de  la  projection  est  trop  grande 
pour  que  Ton  puisse,  à l'aide  d'un  compas,  tracer  les  parallèles 
d’une  manière  continue. 
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Nous  avons  trouvé  que  les  coordonnées  de  ces  points  jl’inter- 
section  étaient  fournies  par  les  formules. 


y =(r.  col.  L — M^lsio.  P 


r cosin.  I 
r.coUng.  L — M“ 


=(r.  cot.M— M“)cosin.P 


r.eos.l 


r.  cotang.  L— M“ 


L représentant  la  latitude  du  parallèle  moyen. . 

/ celle  du  parallèle  sur  lequel  est  le  point  cherché. 

P la  différence  en  longitude  du  méridien  principal  et  de  celui 
sur  lequel  so  trouve  le  point  cherché, 
r le  rayon  do  la  sphère. 

Et  M,  l’arc  rectiGé  et  compté  en  mètres,  du  méridien  compris 
entre  le  parallèle  moyen  et  l’autre. 

On  pourrait  encore  trouver  facilement  tous  les  points  d'un 
môme  parallèle,  en  combinant  l'une  des  deux  formules  ci-dessus, 
servant  à déterminer  a;  et  y avec  l’équation  du  cercle  rapporté  à 
l’origine  des  coordonnées  (n°418),  rJ=.r,-fi/î,  ou 


9 = ± V (r+x)  (r— x). 

Chaque  valeur  attribuée  à x,  en  donnerait  deux  égales  et  de 
signes  contraires  pour  y. 

Ce  qui  vient  d’étro  dit,  suppose  la  terre  sphérique  : dans  ce 
cas,  des  tables  calculées  à l'aide  des  formules  ci-dessus,  fourni- 
raient un  moyen  très-simple  de  construire  la  projection.  La  me- 
sure de  différents  arcs  de  méridiens  exécutée  sousdiverses  latitu- 
des, ayant  prouvé  que  telle  n’était  pas  la  figure  de  la  terre:  mais 
qu’elle  s’approchait  beaucoup  plus  de  la  forme  d’un  ellipsoïde  de 
révolution , il  a été  nécessaire  d’apporter  aux  formules  les 
modifications  qu'exigent  les  dimensions  reconnues  du  globe. 

D'abord,  le  rayon  du  parallèle  moyen  développé  TP  (/îy.  376) 
qui,  dans  la  sphère,  est  égal  à r.  cotang.  L,  doit  élre  modifié  par 
la  substitution  do  la  grande  normale  TB  au  rayon  do  la  terre. 
Ce  qui donno 

a.  cotang  L 
(l  — c»sin.*L)* 

Au  surplus,  on  peut  lo  déduire  do  la  comparaison  dos  triangles 
TPA,  TBA,  qui  sont  semblables  comme  ayant  les  côtés  respeeti- 
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vemenl  perpendiculaires.  Les  angles  cotés  (1)  sont  égaux  -.les 
angles  (2)  le  sont  également  : on  a donc 

TA  x TB 


mais 


ab:tb:;aT:tp= 


a.  cos.L 


AB 


TA=N.eo*.L=- — — -rrl  TB~N  = - — .J 

(I  — e*  sin.»  L)  * (4  — e*sin.*L) 


b*  ae*  sin.  L 

AB  - AC+  BC  = y +».  N=  - N.  sin.L  + (,_;isin;; ^ 


AB  = 


b*  sin.  L 


ad  — e* 


ri  + 


a*  e * sin.L 


(!>»-(-  a*  e*)  sin.L  , 
(I  — t*  sin.»L)  * 


mais 

donc, 


ta  x tb 


o*  cos.  L 
(I  — e»  sm.»L) 


TP 


a*  cos.  L 

(1  — e*  sin.»  L)i  (&»  + o*  «»)  sin. 


L 


en  vertu  de  ce  qu'on  a fait  — = «J  fn°  425),  6J  =aJ  (1 — t1), 

il  vient 

‘ • o»  cos.  L 

TP  j 

(4  — e*  sin.»  L)»  [«»  (4— e*)-|-a*«»j  sin.L 

et  enfin,  comme  nous  l'avions  annoncé , 

O.  rotang. L 
(4  — «*  sin.»  L)  * 


On  arrive  plus  simplement  au  même  résultat,  en  compa- 
rant les  deux  triangles  semblables  aussi  TPA,  BCR:  car  ils'four- 
nissent 

tp  : tb  : : s»  : «n 


tp. 


ae » cos.  L 


(4  — e»  sin.’L)  5 [4  — e>  siu.»  L) 


(4  — c»  sin  » I.j‘ 
ae » sin.L 


et  en  effectuant  les  réductions , 

o.  colang.  L 

(1  — #*  sin.*  L)  • 

Dans  le  cas  particulier  de  la  Carte  de  France  ou  do  toute  autre 
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pour  laquelle  on  prend  pour  parallèle  moyen,  celui  du  50*  grade 
cette  formule  se  simplifie  cl  devient 


6381588“  est  donc  le  rayon  du  développement  du  parallèle 
du  50e  grade  sur  la  terre  considérée  comme  un  ellipsoïde  de  ré- 
volution. 


parallèles,  on  ne  peut  plus  considérer  tous  les  grades  du  méri- 
dien, depuis  0‘  jusqu’à  100'  comme  égaux  entre  eux  et  à 
100000“.  Il  faut  tenir  compte  de  l'aplatissement  de  la  terre,  qui 
fait  croître  la  longueur  des  grades,  à mesure  que  la  latitude  aug- 
mente. 

Remarquons  que  les  arcs  du  méridien  se  confondent  avec  les 
éléments  des  cercles  osculaleurs correspondants;  que  toujours  les 
arcs  de  même  amplitude  sont  proportionnels  à leurs  rayons,  et 
qu'ainsi  la  détermination  du  rayon  de  courbure  en  fonction  de  la 
latitude,  fera  connaître  la  loi  que  suivent  les  variations  des  arcs 
de  même  amplitude  sur  le  méridien.  C’est  ce  dont  nous  nous 
sommes  occupé  au  §433;  mai9  comme  les  théories  sur  lesquelles 
nous  nous  sommes  appuyé,  peuvent  n’êlre  pas  familières  à toutes 
les  personnes  qui  auront  cet  ouvrage  entre  les  mains,  nous 
plaçons  ici  un  tableau  contenant  les  longueurs  en  mètres,  des 
arcs  do  1',  du  30e  au  70°  de  latitude. 

Ce  tableau  est  extrait  d'un  mémoire  sur  la  projection  du  Dépôt 
de  la  guerre,  calculé  dans  l’hypothèse  adoptée  par  la  commission 
des  poids  et  mesures,  que  l'aplatissement  égale  j^.  Les  résultats 
diffèrent  donc  un  peu  de  ce  que  fourniraient  les  formules,  eu  pre- 
nant^ pour  l’aplatissement.  Ce  mémoire  a été  publié,  en  1810, 
par  M.  Ilenry,  colonel  au  corps  impérial  des  ingénieurs  géogra- 
phes. 


log.  (a  = G37.l737''>)  = 0.8045303 

Cl.  J log.  (0.99G77)  = 0.0006025 


log.  TP  — (6384588»)  = 6.8051330 


Pour  avoir  maintenant  les  rayons  des  projections  des  autres 
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40 
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50 
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51 

400020,3 
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99765.3 

42 

99894  6 

52 
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62 
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49 
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4 1 .5 

481.  Construction  d’une  carte.  On  la  divise  en  un  certain  nom- 
bre do  rectangles  égaux  dont  les  côtés  sont  respectivement  paral- 
lèles aux  lignes  qui  ont  été  prises  pour  axes  des  coordonnées  : ce 
sont  le  méridien  principal  développé  et  la  perpendiculaire  pas- 
sant par  le  centre  commun  des  parallèles.  Quelquefois,  au  lieu 
de  ce  dernier,  c’est  à partir  du  parallèle  moyen  que  l’on  compte 
les  abscisses  des  intersections  des  méridiens  et  des  parallèles, 
ainsi  que  celles  des  angles  des  rectangles  ; et  cela,  dans  le  but 
d'avoir  h employer  des  nombres  moins  grands.  On  voit  que, 
quant  à la  difficulté  d'exécution,  il  importe  peu  que  l’on  emploie 
l'une  ou  l'autre  de  ces  méthodes. 

Si  la  latitude  du  point  est  plus  grande  que  la  latitude  moyenne, 
la  somme  des  abscisses  comptées  suivant  les  deux  systèmes  est 
égale  au  rayon  du  parallèle  moyen  développé  : si  cette  latitude 
est,  au  contraire,  plus  faible,  il  y a entre  les  deux  abscisses,  une 
différence  toujours  égale  à ce  môme  rayon. 

Pourcontinucr  à expliquer  les  opérations^  faire,  etparee  qu'on 
agit  ainsi  au  Dépôt  de  la  guerre,  adoptons  pour  axe  des  y la  tan- 
gente au  parallèle  moyen  de  la  carte  (fîg.  377).  Le  rapport  des 
côtés  de  rectangles  est  évidemment  arbitraire  : cependant , 
comme  il  a fallu  s’arrêter  h quelque  chose,  le  Dépôt  de  la  guerre 
a choisi  le  rapport  de  5 à 8 comme  présentant  une  figure  agréable 
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à l’œil,  et  commode  lorsqu’on  veut  faire  usage  de  la  carte.  Les 
feuilles  ont  0",5  de  hauteur,  et  0“,8  de  largeur. 

Pour  reconnaître  dans  laquelle  des  quatre  régions  formées  par 
les  axes  sont  placées  les  feuilles,  et  leurs  positions  dans  ces  ré- 
gions, on  est  convenu  de  numéroter  les  feuilles  comme  l'indique 
la  figure  377.  Les  chiffres  placés  sur  deux  côtés  d’un  rectangle 
indiquant  les  distances  do  ces  côtés  aux  axes  qui  leur  sont  re- 
spectivement parallèles.  De  plus,  la  position  de  ces  chiffres  ex- 
prime aussi  la  région  h laquelle  appartient  la  feuille.  Si  ces  chif- 
fres sont  inscrits  près  des  côtés  sud  et  est,  la  feuille  dépend  de  la 
région  nord-ouest.  Placés  sur  les  côtés  nord  et  ouest,  ils  dénotent 
que  la  feuille  appartient  h la  région  sud-est  : il  en  est  de  même 
pour  les  deux  autres  positions  que  peut  occuper  la  feuille. 

Si  l’échelle  est  celle  de  chaque  côté  est  ou  ouest  représente 
10000“,  et  les  côtés  nord  et  sud  représentent  16000. 

A l’échello  de  j—j,  les  côtés  valent  25000"  et  40000“  : à l'é- 
chelle de  ils  correspondent  h 40,000  et  64000". 

Les  coordonnées  des  angles  de  tous  les  rectangles  sont  donc 
immédiatement  connues,  ainsi  que  celles  des  subdivisions  do  dé- 
cimètre en  décimètre. 

Ces  préliminaires  établis,  il  n’y  a aucune  difficulté  h placer  un 
point  dont  les  coordonnées  onf  été  calculées  par  la  méthode  in- 
diquée n01  482  et  483. 

Un  reconnaît  d’abord  dans  quel  rectangle , et  même  dans  la- 
quelle do  ses  subdivisions  tombe  le  point.  On  divise  les  côtés 
nord  et  sud  de  ce  petit  rectangle  , proportionnellement  à la  diffé- 
rence qui  existe  entre  l’ordonnée  du  point  et  celle  du  côté  ouest 
du  cadre  : soient  n etn'  (fig.  378)  les  points  de  division  : de  même, 
on  cherche  m et  m1  qui  divisent  les  côtés  ouest  et  est  proportion- 
nellement h la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à l’abcisse  du  côté  sud , 
pour  compléter  celle  du  point  M.  L’intersection  des  droites  mm', 
nn',  est  la  projection  cherchée  de  M. 

On  peut  voir  (fig.  377)  l’ensemble  des  projections  des  méri- 
diens et  des  parallèles  qui  seraient  ainsi  tracés  en  unissant  leurs 
points  d’intersection  isolément  construits. 

485.  On  ne  calcule  pas  habituellement,  et  comme  nous  venons 
de  l’indiquer  plus  haut,  les  coordonnées  des  points  d’intersec- 
tion; mais  ou  se  sert  des  tables  de  Plessis , calculées  de  décigrade 
en  décigrade,  e»  latitude  et  en  longitude,  pour  l’aplali6scment 
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Ces  tables  donnent  les  valeurs  de  x et  y.  Quant  aux  points  in- 
termédiaires, leurs  coordonnées  s’obtiennent  par  une  double  in- 
terpolation qui  s’eiïectue  au  moyen  des  corrections  fournies  par 
les  colonnes  qui  suivent  celles  de  x et  y,  et  qui  contiennent  les 
différences  premières  et  secondes  de  ces  quantités.  Peut-être  ne 
nous  saura-t-on  pas  mauvais  gré  d’essayer  à faire  comprendre  la 
signification  et  l'importance  des  termes,  tout  en  rendant  noire 
langage  aussi  élémentaire  que  possible. 

Soit  une  droite  MM'  ( fig . 380),  a:  et  y les  coordonnées  de  l'un 
de  ses  points  -.  supposons  que  x augmcnlo  do  aar,  et  y de  Ay  ; les 
nouvelles  coordonnées  aH-Aa:,  y-t-^y,  correspondent  k un  cer- 
tain point  M’,  dont  la  tangente  trigonométrique  de  l’inclinaison 

sur  l’axe  des  y est  — . 

J Ay 

Si  nous  imaginons  une  courbe  MM 1 s’écartant  trop  sensiblement 
de  la  droite,  pour  regarder  M’  et  M"  comme  se  confondant,  il  y 
a entre  ces  deux  points,  une  distance  qui  est  k peu  près  k ax  ce 
que  ax  est  à x.  Désignant  M"P  par  X,  et  M'M"  par  a2  x,  nous 

avons , • 

X = x + Ai  -+■  A*-* 

Au  lieu  do  considérer  M'  et  M"  sur  la  même  perpendiculaire 
M"P,  si,  par  un  motif  quelconque,  ils  doivent  se  trouver  sur  une 
ligne  inclinée  {fig.  381),  k la  valeur  ci-dessus  do  X,  correspond 

Y ■=  y 4-  ày  — A’y. 

puisque  le  petit  triangle  M 'M'f,  rectangle  en  t,  a pour  côtés  de 
l’angle  droit,  les  petits  accroissements  de  a®  et  a y. 

Admettons  actuellement  que  l’on  ait  calculé  les  valeurs  de  x 
et  y de  décigrade  en  décigrade  pour  toutes  les  latitudes  et  longi- 
tudes, et  qu’on  ait  formé  une  table  k double  entrée,  ayant  pour 
arguments  la  latitude  et  la  longitude.  On  inscrit,  dans  deux  co- 
lonnes, ces  valeurs  de  x et  y calculées  au  moyen  des  formules  que 
nous  avons  données  n“  41V,  et  modifiées  en  vertu  des  considéra- 
tions énoncées  n°  482  : dans  des  colonnes  contiguës  se  placent 
les  valeurs  de  ax,  Ay,  A2y,  correspondant  k la  dixième  partie  d’un 
décigrade,  c’est-k-dire  k dix  minutes  centésimales.  Lorsqu’en- 
suite  on  veut  appliquer  les  formules,  on  multiplie  successivement 
A®  et  Ay,  par  les  cocffiicients  2,  3,  4....  8,  9,  pour  avoir  les  inter- 
sections des  méridiens  et  parallèles  de  minute  en  minute , ou 

en  encore  par  0,  1;  0.  2....;  0,  9;  1,  1;  1,  2 ; 1,  9,  si  l'on 

veut  figurer  les  méridiens  et  parallèles  de  dix>n  dix  secondes, 
tant  en  latitude  qu’en  longitude. 

61 
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C'est  lorsque  ces  interpolations  sont  effectuées  par  le  calcul 

qu’on  peut  en  faire  de  graphiques,  pour  placer  les  points  qui  ap- 
partiennent à l'un  des  quadrilatères,  en  divisant  ses  côtés  pro- 
portionnellement au  nombre  do  dizaines  de  secondes,  et  même  de 
secondes. 

Si  nous  désignons  par  n le  coefficient  de  Ai  (c'est  le  nombre  de 
secondes  qu’il  faut  ajouter  à la  latitude  du  parallèle  inférieur,  for- 
mant l’un  des  côtés  do  quadrilatère),  et  par  celui  de  Ay,  nous 
voyons  sur  la  figure  381,  que  M"t  ou  a (VM),  ou  encore  A (n&x) 
varie  nécessairement  en  raison  de  la  grandeur  de  VM  ou  »'Ay, 
puisque  la  courbc-MM  ' s'écarte  d’autant  plus  de  MM',  que  MV 
est  plus  considérable.  Ainsi,  M"<=n'A  (nAx;=:rw'A2x  : de  même 
iS't=nn' 

Jusqu’ici,  nous  avons  supposé  que  nous  connaissions  les  coor- 
données d’un  point  M appartenant  au  même  parallèlo  développé 
que  M'  : cela  n’est  pas,  et  il  s'agit  d’une  double  interpolation. 

Soit  A'  {fig.  382),  le  point  dont  on  cherche  les  coordonnées  : 
son  abscisse  \=ep=^cp  + Ac-+-Ar=Jï'-t- Ac  -(-  As. 

A c est  Ax'  répété  n fois  s c’est  «a*  ' : Ae  est  l’accroissement 
de  A p ou  x,  d’autant  plus  grand  que  A'  s’élève  plus  au-dessus  de 
A,  en  raison  de  la  plus  grande  différence  en  longitude  de  ces 
points  : c’est  donc  n' Ai.  En  ajoutant  h ces  différentes  quantités, 
le  terme  en  a2  dont  l’explication  vient  d’être  donnée,  on  a 

X = x’  -f-  nAx'  -f-  n'A*  4-  un  'A»* 

Nous  trouvons  de  même  que 

Y *=  y •+-  A'»  ; y = y’  — m = y' — ny',  A'#  = n’Ay  — nn'A’y 
et  enfin, 

Y = y’  — nAy’  + »'Ay  — nn'A'y 

Les  grades  et  décigrades  qui  correspondent  h x et  x1,  y et  y' 
font  connaître  en  mémo  temps  ax,  ax'  Ay,  Ay',  a2x  et  A2y: 

486.  Projection  cylindrique.  Ce  mode  de  représenter  une  por- 
tion de  la  surface  du  globe,  est  certainement  le  plus  défectueux, 
lorsqu’on  n’apporte  pas  quelque  modification  à son  principe.  Il 
consiste  à imaginer  un  cylindre  tangent  h la  sphère,  suivant  l’é- 
quateur. Les  génératrices  tangentes  aux  méridiens  (fig.  383),  les 
représentent  dans  le  développement  du  cylindre  sur  un  plan.  Les 
parallèles  sont  alors  représentés  par  les  droites,  perpendiculaires 
aux  méridiens,  qui  sont  les  développements  des  cercles  suivant 
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lesquels  les  plans  des  parallèles  coupent  le  cylindre.  Ce  n'est  que 
pour  une  zone  très-restreinte,  au  nord  et  au  sud  do  l’équateur, 
que  cette  projection  est  admissible  : au  delà,  les  altérations  vont 
sans  cesse  en  augmentant.  Elles  sont  d'ailleurs  dues  à une 
double  cause,  le  décroissement  des  distances  en  latitudo  et  leur 
accroissement  en  longitude.  Il  suffit  de  jeter  un  coup  d’œil  sur 
la  figure  384  pour  s'en  rendre  compte. 

Lorsqu'il  s’agit  de  représenter  une  portion  de  zone  qui  n’est 
pas  contiguë  à l'équateur,  on  iïhagine  le  cylindre  inscrit  dont  la 
génératrice  est  FG  {fig.  385),  ou  celui  qui  est  circonscrit,  et  qui 
a pour  génératrice  AB,  ou  mieux,  celui  qui  serait  décrit  par  la 
droito  DE  passant  par  la  latitude  moyenno  M de  la  zone.  Dans  la 
projection  cylindrique,  les  airesdes  zones  sont  égales  sur  la  sphère 
et  sur  le  développement,  et  par  conséquent,  sur  ce  dernier,  les 
hauteurs  des  rectangles  varient  en  raison  inverse  de  l’accroisse- 
ment relatif  des  bases. 

487.  Carte  plate.  On  peut  détruire  l’une  des  deux  causes  d’er- 
reur, en  modifiant  d’une  rnanièro  analogue  à celle  qu’on  a em- 

, ployée  pour  la  projection  de  Flanutead , c’est-à-dire  en  suppo- 
sant les  méridiens  rectifiés  sur  les  génératrices  qui  les  repré- 
sentent. Alors  les  distances  mesurées  sur  la  carte  dans  le  sens  de 
la  latitude  ont  même  longueur  que  sur  le  globe,  et  la  projection 
se  trouve  composée  d'autant  de  rectangles  qu’il  y a do  quadri- 
latères sur  la  sphère  {fig.  386)  : c’est  ce  que  l'on  nomme  carte 
plate. 

Les  formes  et  les  surfaces  ne  sont  pas  sensiblement  altérées 
dans  le  sens  de  Y est  à l 'ouest  ; ainsi,  pour  une  contrée  qui  serait 
beaucoup  plus  étendue  dans  ce  sens  que  du  nord  au  midi,  on 
pourrait  sans  inconvénient  employer  ce  mode  de  projection. 

488.  Projection  de  Catsini.  Celle-ci  n’est  réellement  qu’une 
modification  de  la  précédente.  Pour  l’exposer,  il  suffit  d’appl  iquer 
au  méridien  ce  que  nous  avons  dit  de  l’équateur,  et  réciproque- 
ment. On  suppose  un  cylindre  tangent  à la  sphère  suivant  le  mé- 
ridien principal  s par  les  divisions  dp  l’équateur,  des  plans  paral- 
lèles au  méridien,  et  par  celles  du  méridien  des  grands  cercles  qui 
ont  un  diamètre  commun  situé  dans  le  plan  de  l’équateur.  Ce 
diamètre  est,  dans  la  projection  de  Cassini,  ce  qu’est  la  ligne  des 
pôles  dans  la  précédente.  On  imagine  ensuite  le  cylindre  déve- 
loppé et  les  génératrices  passant  par  les  divisions  du  méridien 
représentent  les  grands  cercles  perpendiculaires  au  méridien. 
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tandis  que  les  petits  cercles  qui  lui  sont  parallèles  ont  pour  pro- 
jections, les  développements  des  intersections  du  cylindre  par 
leurs  plans  ( fig . 380  et  387). 

Ici,  ce  sont  les  dimensions  voisines  du  méridien  qui  no  sont  pas 
défigurées  dans  la  projection,  tandis  que,  dans  le  sens  de  l’équa- 
teur, les  quadrilatères  diminuant  de  plus  en  plus  do  surface,  et 
devenant  de  plus  en  plus  obliques,  sont  fort  mal  représentés  par 
les  rectanglesde  la  carte. Sans  doute  la  configuration  de  laFrance, 
un  peu  plus  étendue  du  nord  au  sud  que  de  l est  à l’ouest,  a été 
l’un  des  motifs  qui  ont  déterminé  Cassini  b employer  ce  système 
pour  l’exécution  de  sa  carte  de  France. 

Dans  celle  projection,  les  points  ont  été  rapportés  par  leurs 
distances  à la  méridienne  et  h la  perpendiculaire  de  l’Observatoire 
de  Paris,  et  nous  avons  indiqué  (n°  413),  avec  quelle  facilité  on 
passait  successivement  b celles  de  tous  les  sommets  du  canevas 
géodésiquo  au  moyen  des  éléments  des  triangles  et  de  l’azimut 
d’un  premier  côté.  Les  coordonnécsdechaquopoinl  pouventôtre, 
comme  vérification,  déterminées  par  deux  calculs  qui  les  ratta- 
chent aux  deux  autres  sommets  déjà  calculés  d’un  triangle  : dans 
ce  cas,  nous  ferons  observer  que,  pour  former  les  azimuts  des 
deux  côtés  qui,  avec  eux,  sont  les  éléments  connus  des  triangles 
rectangles  fi  calculer,  il  faut  ajouter  l’angle  B (fig.  389,390,  391, 
392),  à l’azimut  Z pour  le  point  B qui  est  h gauche,  par  rapport 
au  sommet  h déterminer  C,  tandis  qu’il  faut,  pour  l’objet  de  droite, 
retrancher  l’angle  Adc  l’azimut  Z'. Ce  dernier  azimut  estévidem- 
ment  égal  à Z augmenté  de  200«. 

489.  Carte  réduite.  Les  cartes  marines  n’ont  pas  pour  but  de 
présenter  exactement  la  configuration  des  diverses  parties  du 
globe  ; mais  de  permettre  au  navigateur  de  tracer  avec  une  pré- 
cision, presque  toujours  suffisante,  le  chemin  parcouru  par  son 
navire.  Les  donnée » sont  les  distance»  et  les  directions  : les  pre- 
mières sont  Icshypothénuses  d’autant  de  triangles  rectangles  dont 
les  côtés  de  l’angle  droit  sont  les  méridiens  et  les  parallèles.  Pour 
ne  pas  commettre  d’erreurs  dans  les  opérations  graphiques,  il 
faut  que,  partout  sur  la  carte,  il  y ait  entre  les  degrés  de  latitude 
et  de  longitude,  le  môme  rapport  que  sur  la  terre,  et  que,  do  plus, 
les  projections  des  méridiens  et  des  parallèles  soient  toujours  rect- 
angulaires. Celto  dernière  condition  n’est  pas  remplie  dans  les 
projections  stéréographique  et  orthographique,  si  ce  n’est  dans 
le  cas  particulier  où  l’équateur  est  le  plan  du  tableau  ; mais  on 
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ne  pourrait  y tracer  facilement  la  loxodromie,  ou  courbe  suivant 
laquelle  marche  un  vaisseéu  soumis  à une  même  impulsion  du 
vent  : cette  courbe,  jouissant  de  la  propriété  de  couper  tous  les 
méridiens  sous  un  même  angle,  est  représentée  par  une  ligne 
droite  sur  les  cartes  où  les  méridiens  sont  parallèles. 

Les  cartes  plates  no  satisfont  pas  à ta  première  condition 
énoncée  plus  haut,  puisque  l’on  y fait  tous  les  degrés  de  longi- 
tude égaux,  tandis  qu'en  réalité  ils  décroissent  proportionnelle- 
ment au  cosinus  de  la  latitude.  On  pare  à cet  inconvénient,  en 
divisant  les  degrés  du  méridien  par  ce  même  cosinus  de  la  lati- 
tude, ou  en  les  multipliant  par  sa  sécante,  de  sorte,  qu’alors,  les 
degrés  des  méridiens  croissent  dans  le  même  rapport  que  ceux 
des  parallèles.  Celte  nouvelle  projection,  connue  sous  le  nom  de 
carte  réduite  ( fig . 388),  n’a  plus  d’échelle  constante:  les  divisions 
de  cette  échelle  croissent  comme  les  degrés  tracés  sur  les  méri- 
diens projetés.  On  a construit  des  tables  des  latitudes  croissantes 
qui  fournissent  immédiatement  la  longueur  du  degré  et  de  ses 
subdivisions,  pour  toutes  les  latitudes.  On  peut  qncore  tracer  une 
semblable  projection,  lorsqu’il  s’agit  d’opérer  ù une  petite  échelle, 
en  décrivant  un  quart  de  circonférence  d’un  rayon  égal  à un  de- 
gré, ou  à l'un  de  ses  multiples,  en  divisant  cette  circonférence 
en  degrés,  ou  par  le  même  multiple,  et  prenant  toutes  les  sé- 
cantes successives  entre  0®  et  90°,  ou  entre  0'  et  i00‘.  Il  serait 
plus  exact  d’opérer,  s’il  était  nécessaire,  en  calculant  par  lo- 
garithmes. y 

490.  Nous  terminerons  ici  ce  <Jbi  est  relatif  aux  projections, 
en  disant  quelques  mots  seulement  de  cello  de  Lorgna.  Elle 
consiste  à représenter  un  hémisphère  par  un  cercle  d’égale 
surface. 

Désignant  par  R et  r les  rayons  de  la  sphère  et  du  cercle,  il  faut 
qu’on  ait  ».  r2=2»R2,  et  par  conséquent  r=R  1/2=1, 4142R, 
r = 1 ,4142  R.  La  valeur  de  r se  trouve  aussi  très-facilement  au 
moyen  d’une  construction  graphique  très-simple  ; car,  de  r2=2R2, 
on  conclut  que  r est  l’hypoténuse  d’un  triangle  isocèle  rectangle 
APC  (fig.  393),  c’est-ù-dire  la  corde  AP  qui  sous-tend  le  quart 
de  la  circonférence,  ou  encore,  en  d’autres  termes,  le  double  du 
sinus  de  50*.  On  voit  (fig.  379)  la  projection  de  l'hémisphère  sur 
le  plan  de  l’équateur.  Dans  ce  cas,  les  méridiens  sont  projetés 
suivant  des  droites,  et  les  parallèles  par  des  circonférences  dont 
les  rayons  ont,  avec  ceux  des  parallèles  eux-mêmes,  le  même 
rapport  vi, 
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S’il  s'agissait  de  projeter  sur  un  méridien,  la  figure  393  indi- 
querait que  l’on  a imaginé  la  sphère  divisée,  comme  pour  la  pro- 
jection de  Cassini,  par  des  plans  parallèles  au  méridien  principal, 
et  par  des  plans  perpendiculaires  à ce  même  méridien.  Toute  la 
différence  consiste  en  ce  que  Cassini  a pris  le  plan  de  projection 
perpendiculaire  & celui  du  méridien  principal,  tandis  qu’ici,  c'est 
lui  qui  est  le  plan  du  tableau. 

La  même  figure  393  convient  à la  projection  sur  l'horizon, 
dans  la  supposition  où  tous  les  petits  cercles  sont  parallèles  au 
plan  de  l'horizon,  et  où  les  grands  sont  des  cercles  azimutaux. 
Les  petits  cercles  , dans  ce  cas  , se  distinguent  sous  le  nom 
à'almicantarati. 
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LIVRE  VI. 

OBSERVATIONS  ET  CALCULS  ASTRONOMIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

. NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

491.  Ce  livre  n'est  pas  consacré  à l’enseignement  do  l’astro- 
nomie. Assez  d'hommes  illustres  dans  la  science  se  sont  chargés 
de  cette  tâche,  pour  qu’il  ne  nous  convienne,  sous  aucun  rap- 
port, de  prétendre  les  suivre  ou  les  imiter. 

Il  s’agit  seulement  de  réunir  les  quelques  questions  que  peut 
avoir  à résoudre  un  officier  chargé  d’exécuter  la  carte  géodési- 
que  et  topographique  d’une  contrée  lointaine.  Obligé  de  posséder 
beaucoup  d’autres  connaissances,  on  conçoit  qu’il  ne  poisse  avoir 
toujours  présentes  à l’esprit  des  théories  et  des  formules  dont 
l’usage  est  si  peu  fréquent  pour  lui. 

Nous  avons  dit  (§  350,  liv.  V)  que  toutes  les  operations  de  la 
géodésie  devaient  se  rattacher  à des  observations  astronomiques 
préalables  de  la  latitude  et  de  la  longitude  d’un  point  et  de  l’azi- 
mut d’un  côté  de  triangle  avec  le  méridien  qui  passe  par  l’une 
de  ses  extrémités. 

Ce  sont  ces  questions  seules  que  nous  aurions  voulu  traiter. 
Nous  sommes  cependant  forcé,  avant  d'entrer  en  matière,  de 
parler  de  certains  phénomènes  qui  motivent  des  corrections,  sans 
lesquelles  les  observations  astronomiques  ne  seraient  d’aucun 
usage.  Telles  sont  la  précession  des  équinoxes,  la  nutation,  Vaber~ 
ration  et  la  réfraction. 

492.  Comme  il  est  indispensable  de  tenir  compte  des  heures 
exactes  auxquelles  se  font  les  observations,  on  doit  avoir  à sa 
disposition  une  pendule  ou  un  chronomètre. 

Il  faut  pouvoir  reconnaître  si  cet  instrument  est  bien  réglé, 
ou  quelle  est  sa  marche,  et  quelle  division  du  temps  il  indique. 
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Il  y a trois  manières  de  compter  le  temps  : 

1<>  Le  temps  sidéral,  dans  lequel  tous  les  jours  sont  égaux  et 
mesurés,  chacun,  par  l’intervalle  qui  sépare  deux  passages  con- 
sécutifs d’une  étoile  au  méridien. 

Le  jour  sidéral,  ou  le  mouvement  diurne  d'une  étoile,  se  divise 
en  2ï  heures  qui  se  comptent,  à partir  de  midi,  de  0 à 24. 

L’annce  sidérale , qui  commence  au  moment  où  l'équinoxe  du 
printemps  passe  au  méridien  supérieur,  se  divise  en  360  jours. 
Cette  année  est  le  temps  que  le  soleil  met  à revenir  au  méridien 
en  même  temps  qu’une  étoile  avec  laquelle  il  y était  déjà  simul- 
tanément passé.  Elle  est  plus  longue  que  Vannée  tropique  de 
20”, 331817  (temps  moyen),  en  raison  de  la  marche  rétrograde  ap- 
parente du  soleil  ; sa  durée  est  de  365j, 256384  ou  365^,6ll,9w,ti*,5 
(temps  moyen). 

2°  Le  temps  vrai  ou  apparent  est  celui  que  mesurent  les  passages 
du  soleil  au  méridien. 

On  nomme  année  tropique,  le  temps  que  le  soleil  met  à re- 
venir à un  môme  point  de  son  orbite,  équinoxe , solstice  ou  tout 
autre.  Il  n’a  alors  parcouru  que  359°, 59', 9", 9,  en  raison  de  la 
rétrogradation  annuelle  de  50". 1 de  l’équinoxe. 

Celte  année  est  do  365“, 2422175  ou  365i,5ll,48n,47,,59. 

3»  Le  temps  moyen  représente  la  marche  uniforme  d’un  soleil 
fictif  V"  parcourt  l’équateur,  dans  le  même  temps  que  met  le 
soleil  vrai  à faire  sa  révolution  sur  l’écliptique. 

Ici  les  jours  sont  égaux  et  un  peu  plus  longs  que  les  jours  si- 
déraux. jOjÉ «S?' 

Le  toleil  fictif  part  du  périgée  non  loin  du  solstice  d’hiver,  en 
même  temps  que  le  soleil  vrai,  et  passe  avec  lui  trois  fois  encore 
au  méridien.  C’est  vers  les  deux  équinoxes  et  vers  le  troisième 
solstice,  que  ces  rencontres  ont  lieu. 

Nous  ne  parlons  pas  ici  du  premier  soleil  fictif  que  l’on  supposé 
décrire  uniformément  l’écliptique.  Sa  distance  au  soleil  vrai,  qui 
varie  d’un  jour  à l’autre,  se  nomme  l’équation  du  centre.  Elle  est 
nulle  deux  fois  l’année,  lorsque  le  soleil  passe  à l’apogée  et  au 
périgée. 

La  marche  diurne  du  soleil  moyen  est  le  quotient  de  360°  par 
365j, 2422175  , c’est-à-diro  0“, 98565  — 59’,  1390  ou  59', 8", 34. 
C’est  l’accroissement  diurne  de  l’ascension  droite  du  soleil  moyen . 
Quant  au  soleil  vrai,  celle  quantité  n’est  pas  conslanto;  elle  est 
tantôt  plu»  grande  et  tantôt  moindre  que  celle  du  temps  moyen. 
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La  différence  en  avance  ou  en  retard  varie  de  3', 35"  à 5'  ; niais 
la  moyenne  entre  toutes  lui  est  précisément  égale. 


493.  On  nojnme  équation  du  temps  la  différence  entre  le  temps 
moyen  et  le  temps  vrai.  Désignée  sous  le  nom  de  temps  moyen 
au  midi  vrai,  dans  la  Connaissance  des  temps,  elle  est  nulle  quatre 
fois  dans  l'année  : aux  moments  où  le  soleil  passe  au  périgée,  à 
l’apogée,  et  en  deux  points  intermédiaires.  Ces  circonstances  se 
présentent  du  23  au  24  décembre,  du  14  au  15  avril,  du  14  au 
15  juin,  et  du  31  août  au  1"  septembre. 


‘C’est  ainsi  qu’en  1852,1e  soleil  moyen  marquera  au  midi  vrai  : 


Le  14  avril 

15  avril 

14 juin..  . . : ■ 
* 15  juin 

31  août 

l*r septembre..  . 

23  décembre..  . 

24  décembre. . . 


4-  10',88)  14*, 90,  avance  diurne  du  soleil 
— 4* ,02  J vrai. 

4-  8*  98  1 retard  diurne. 

_l  3*  19 1 

f5'  58  }13‘>77,  avance  diurne. 

-a  Q2  retard  diurne. 

+ 4*,43  j 


Dans  les  intervalles  qui  séparent  ces  quatre  époques,  l’équa- 
tion du  temps  atteindra  des  maxima,  savoir 


Le  11  février  -f  14“,32* 

14  mai  — 3", 54’, 33 

26  juillet  -f  6m,li*,60 

2 novembre  — 16"',  18’, 22 


L'équinoxe  du  printemps  aura  lieu  le  20  mars. 

_ . i sn  = 0,0  ~,10*,43 

Ce  jour-lb,  on  aura  au  midi  D _ 7 Boréale. 

moyen  de  Paris | M =0°,2',50',5 


Le  solstice  d’été  tombera  le  21  juin  : 

* = 6h,  0°’,45*,29 


Au  midi  moyen  de  Paris , 
on  a : 


D =23°, 27', 29",  6 
M =90°, 18' ,23",  2 


L'équinoxe  d’automne,  le  22  septembre  : 

« =»  llb,58m,31’,47 
D = 0,9', 36 ',2  B. 

M=179",35',52',6 

N 
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Le  solslice  d'Iiiver  tombera  le  21  décembre  : 


Au  midi  moyen  de  Taris 
on  a : 


La  Connaissance  des  temps  donne  la  longitude,  la  latitude, 
l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  soleil,  pour  midi  moyen  au 
méridien  de  Paris.  Elle  fournit  également  l’heure  sidérale  pour 
ce  même  instant  du  jour.  On  y trouve  encore  le  temps  moyen  au 

ifi idi  vrai  de  Paris. 

Au  moyen  de  l’un  des  trois  éléments  m,  D,  M.  et  de  sa  varia- 
tion diurne,  on  trouve,  par  une  simple  proportion,  l'heure  pré- 
cise des  équinoxes  et  des  solstices. 

Ainsi,  ^>ar  exemple,  on  trouve  pour  l'équinoxe  d’automne, 
en  temps  moyen , 

Par  la  déclinaison.  / . 9h,50“,35*,75 
Par  l'asc,  droite.  . . . 9bf50“,51*,39 
Par  la  longitude 9*, 59°, 47', 53 


494.  La  différence  de  durée  des  années  sidérale  et  tropique  se- 
rait de  20m, 23', 41,  si  le  point  équinoxial  n’avait  pas  un  mou- 
vement annuel  de  50"  en  sens  contraire  de  celui  du  soleil;  et 
comme  un  arc  de  50"  réduit  en  temps,  correspond  h3‘,33,  il  en 
résulte,  qu'en  définitive , l’année  sidérale  est  plus  longue  de 
20a’,20*,08  que  l'année  tropique. 

Ce  mouvement  do  50"  de  la  ligne  des  équinoxes,  combiné 
avec  celui  de  la  ligne  des  apsides  (c’est  le  diamètre  qui  joint 
l’apogée  au  périgée),  de  12”  en  signe  contraire,  produit  entre 
elles  un  rapprochement  angulaire  de  62"  qui,  à la  longue,  aura 
une  influence  sensible  sur  les  saisons. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  du  mouvement  rétrograde 
propre  du  soleil,  il  parcourt  et  tous  les  points  de  l'équateur  aussi, 
chaque  jour,  un  arc  de  360°, 59', 8", 34,  et  en  une  heure  moyenne, 
15", 0410680  ou  15®, 2', 27", 847,  tandis  qu'en  une  heure  sidérale, 
l’arc  est  précisément  de  15°. 

L'are  de  59', 8", 34,  réduit  en  temps  sidéral,  correspond  à 
3“,56',555.  Si  on  le  réduit  en  temps  moyen,  h raison  de  15®, 04107 
par  heure,  il  est  égal  h 3“, 55' ,90944. 


Temps  moyen.  . . 9b,50“,44',56 
-+-  équation  du  T.  20’ ,90 


Temps  vrai.  . . . 9h,5P’,  5\46 
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Ce  dernier  nombre  est  l’excédant,  compté  en  temps  moyen, 
du  jour  moyen  sur  le  jour  sidéral , tandis  que  celui  qui  précède 
représente  la  même  différence  exprimée  en  temps  sidéral  ; 

On  peut  alors  écrire  : 

24b.  moi.  = Î4b.  »M., 3-, 56*  ,55533b 

24b. «M.  = 24»  “«r  — 3”, 55*. 90944  ou  23b,56«>. 04* ,09056 

L’accélération  diurne  des  étoiles,  par  rapport  au  soleil  moyen, 
est  3“,55«, 90944. 

Si  une  durée  quelconque  de  temps  est  exprimée  par  S en 
temps  sidéral,  et  par  M en  temps  moyen,  on  a entre  S et  M,  les 
relations  suivantes  : 

M = 0,9972695667  X S = S (t  — 0,0027304333) 

S = 1 ,0027304333  X.M  = M (1  -f  0027304333) 

On  peut  quelquefois,  et  plus  simplement,  ajouter  dix  secondes 
aux  heures  moyennes,  pour  les  transformer  en  heures  sidérales, 
ou  retrancher  dix  secondes  de  celles-ci  pour  en  faire  des  heures 
moyennes. Ce  procédé  n’est  qu’approximatif,  mais  il  peut  suffire 
dans  certains  cas. 

495.  Il  est  encore  une  autre  manière  de  compter  l’année,  par 
l'intervalle  des  passages  du  soleil  au  périgée.  Co  point  ayant  un 
mouvement  annuel  de  IL", 8 dans  le  sens  de  soleil,  il  en  résulte 
que  l’arc  parcouru  entre  deux  retours  au  périgée  est  plus  long 
que  celui  qui  mesure  deux  passages  à l’équinoxe,  de 

50", 1 4-  O", 8 = 6<", 9. 

Celte  différence,  convertie  en  temps,  est  égale  à 
0i, 017446  ou  25">,7‘,2 

L’intervalle  de  temps  compris  entre  deux  retours  consécutifs 
du  soleil  au  périgée  se  nomme  année  anomalistique. 

496.  Le  mouvement  annuel  et  diurne  do  la  terre  produit  les 
années  et  les  jours.  Les  faits  s’expliquent  aussi  bien  par  les  mou- 
vements apparents  que  par  la  réalité.  La  raison  seule  fait  com- 
prendre combien  les  phénomènes  seraient  plus  extraordinaires 
encore,  si  les  choses  se  passaient  comme  il  nous  semble. 

La  rotation  unique  et  diurne  de  la  terre  devrait  être  rem- 
placée par  la  révolution,  en  24  heures,  non-seulement  du  soleil 
mais  des  myriades  d’étoiles  que  renferme  l’immensitédcs  espaces. 
Il  faudrait  *que  le  soleil  parcourût  chaque  jour  un  orbite  qui 
n’aurait  pas  moins  de  217  millions  de  lieues  de  développement, 
ou  9031800  par  heure  et  plus  de  2500  en  une  seconde.  Ce  serait 
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une  rapidité  infiniment  plus  grande,  et  dont  l'imagination  ne 
peut  se  former  une  idée , lorsqu'il  s’agit  des  étoiles.  Et  en 
outre,  peut-on  concevoir,  dans  celte  infinité  de  mouvements  in- 
dépendants et  si  rapides,  une  telle  précision,  que  la  position  re- 
lative des  étoiles  restât  toujours  la  même? 

C'est  donc  en  réalité  la  terre  qui  parcourt,  en  une  année, 
l'orbite  que  le  soleil  semble  décrire  en  un  jour.  Les  mouvements 
apparents  produisent  uno  illusion  en  vertu  de  laquelle  le  soleil 
suit  quotidiennement  un  parallèle  à l'équateur,  deux  fois  l'an  , 
l'équateur  lui-même  aux  équinoxes  du  printemps  et  d'automne, 
et  l'écliptique  chaque  année. 

Les  parallèles  les  plus  éloignés  de  l'équateur,  et  à partir  des- 
quels le  soleil  semble  rétrograder  pour  se  rapprocher  de  l’équa- 
teur, se  nomment  les  tropiques  du  cancer  et  du  capricorne. 

Les  points  où  il  atteint  ces  parallèles  se  nomment  les  solstices. 
C'est  à ces  doux  époques  que  commencent  l’été  et  l hiver  : c’est 
alors  que  les  jours  sont  les  plus  grands  et  les  plus  petits. 

Nous  no  dirons  pas  ici  comment  on  a reconnu  que  la  courbe, 
que  paraît  suivre  le  soleil,  est  plane  et  que  c est  uno  ellipse,  dont 
la  terre  occupe  un  des  foyers.  Nous  ne  parlerons  pas  davantage 
des  procédés  trigonométriques  fort  simples  au  moyen  desquels 
on  a mesuré  l'inclinaison  do  l'écliptique,  ni  comment  on  a pu 
reconnaître  que  les  vitesses  diverses  du  soleil  sont  en  raison  in- 
verse du  carré  des  distances  â la  terre  : d'où  l'on  q déduit  que  les 
aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  sont  égales,  pour  des  temps 
égaux.  Nous  rappelons  que  ce  livre  n’est  pas  un  cours  complet 
d'astronomie,  et  qu’il  ne  peut  être  utile  qu’aux  personnes  qui 
l'ont  sue  déjà,  mais  qui  en  ont  oublié  certaines  théories. 

197.  Le  plus  grand  diamètre  apparent  du  soleil  est  32', 593 


Le  plus  petit 31', 516 

Le  diamètre  moyen 32', 055 


Si  l’on  prend  pour  unité  la  plus  petite  distance  du  soleil  h la 
terre,  celle  du  périgéo,  on  trouve  la  plus  grande  ou  celle  de 
l’apogée,  par  la  proportion  : 

3IV5I6:  32,593::  I :*=  1,03417 

Ce  rapport,  qui  est  représenté  aussi  par  est  un  trentième 
environ  en  nombre  rond. 

Le  rayon  do  la  terre  étant  de  1433  lieues  de  2,280  toises  ou 
4, VU  mètres,  la  distanco  do  l'apogée  à la  terre  est 


24,388  fois  le  rayon  ou  34,938.540  lieues. 
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Celle  du  périgée 

23,580  fois  ou  33,780,420  lieues. 

La  moyenne  entre  les  deux 

23,98»  fois  ou  34,359,450  lieues. 

498.  Dimension  du  soleil.  Au  moyen  de  la  parallaxe  horizon- 
tale du  soleil,  que  nous  verrons  bientôt  être  égale  à 8 ,73,  et  du 
demi-diamètre  apparent  16'  de  cet  astre,  on  peut  calculer  la  di- 
mension et  le  volume  relatifs  du  soleil,  ceux  de  la  terre  étant 
pris  pour  unités. 

Représentant  par  r et  R leurs  rayons  respectifs,  on  a i 
8" ,7  : %0”  : : r : R = 1 09.93.  r 

Le  diamètre  du  soleil  est  donc  à peu  près  110  fois  plus  grand 
que  celui  de  la  terre,  et  égal  à 139999999“'  ; 

Celui  do  la  terre  étant  12727272”. 

Quant  aux  volumes  qui  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
rayons. 

On  a V;c::ïï5:<  et  v=i332000  x e. 

499.  Distance  et  dimension  de  la  lune.  La  parallaxe  horizon- 
tale de  la  lune  étant  d’à  peu  près  1°  entre  53', 85  et  Gl', 48,  c'est- 
à-dire  414  fois  environ  plus  grande  que  celle  du  soleil,  la  lune 
est  414  fois  plus  rapprochée  que  lui  de  la  terre  : sa  distance 
moyenne  est  de  84,511  lieues,  c’est-à-dire  29  fois  et  demie  le  dia- 
mètre de  la  terre. 

Le  diamètre  apparent  de  la  lune  est  31', 444  lorsque  sa  paral- 
laxe horizontale  est  de  57’, 57,  ce  qui  correspond  à sa  distance 
moyenne. 

11  y a donc,  entre  les  rayons  de  la  lune  et  de  la  terre,  le  mémo . 
rapport  qu’entre  15',722  et  57', 57,  c'est-à-dire  à peu  près  celui 
de  3 à 11,  Il  résulte  ensuite  de  là  que  le  volume  de  la  terre  est 
49  fois  plus  considérable  que  celui  de  la  lune. 

500.  Rotation  du  soleil.  L’observation  des  taches  du  soleil  a 
fait  reconnaître  qu’il  tourne  sur  lui-même,  d’occident  en  orient, 
et  que  la  durée  de  sa  rotation  est  de  25), G. 

501.  Rapport  des  dimensions  du  soleil  et  de  la  terre  sans  l emploi 
des  diamètres  apparents.  Au  moyen  de  la  première  loi  de  Kepler, 
exprimant  que  les  arcs  parcourus  par  le  soleil  sont  en  raison  in- 
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verse  du  carré  des  distances  à la  terre,  et  eu  désignant  par  a, 
A,  r e.t  R ces  quantités,  on  a 

A;o::r»:R* 


Prenons  pour  a et  A les  mouvements  diurnes  à l’apogée  et  au 
périgée,  et  nous  trouverons 


57',192:ül',«65::r«  : Ri 
■ / 64 .105 

R=rl/57Â92=,-03*,Xr 


Ce  résultat  est  conforme  à celui  que  nous  avons  précédemment 
trouvé,  et  la  méthode  qui  le  fournit  est  préférable  à l’auire,  en 
ce  sens  qu’il  est  plus  difficile  de  mesurer  très-exactement  le  dia- 
mètre apparent  que  le  mouvement  diurne. 


502.  Ce  qui  se  nomme  latitude  et  longitude  pour  un  lieu  ter- 
restre, prend  les  noms  d'ascension  droite  et  de  déclinaison  pour 
un  astre. 

Sa  longitude  so  compte  sur  l'écliptique.  La  latitude  est  la  por- 
tion comprise  entre  l’astre  et  l'écliptique  du  grand  cercle  qui 
passe  par  le  pôle  de  l'écliptique.  La  latitude  du  soleil  serait 
nulle  s'il  ne  quittait  jamais  le  plan  de  l’écliptique.  Il  n'eu  est 
pas  tout  à fait  ainsi  ; mais,  tantôt  australe,  tantôt  boréale,  elle 
n’atteint  jamais  une  seconde. 


503.  Détermination  de  l’heure  précise  des  observations.  Les  ob- 
servations astronomiques  ne  pouvant  avoir  de  résultats  utiles, 
ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit,  qu’autant  que  l’on  connaît  très- 
exactement  les  heures  auxquelles  clics  sont  faites,  il  faut  que 
l'on  ait  une  bonne  pendule  ou  un  bon  chronomètre. 

La  marche  de  ces  instruments  peut  être  conforme  à l'une  des 
deux  manières  de  compter  le  temps  (moyon  ou  sidéral). 

Les  pendules  placées  dans  les  observatoires  sont  le  plus  habi- 
tuellement disposées  pour  marquer  le  temps  sidéral,  parce  qu'on 
peut  facilement  reconnaître  si  elles  marchent  bien  ou  comment 
elles  marchent. 

Si  en  effet  une  pendule  marquo  exactement  24  heures  entre 
deux  passages  consécutifs  d'une  même  étoile  au  méridien,  cela 
prouve  qu  elle  est  réglée  sur  le  temps  sidéral.  Si,  par  cas  fortuit, 
elle  marquait  24  heures  entre  deux  passages  du  soleil,  cela  indi- 
querait que  la  pendule  est  réglée  sur  le  temps  vrai  ; mais  bien- 
tôt elle  cesserait  de  marcher  d accord  avec  l’astre,  puisque  celui- 
ci  parait  se  mouvoir  irrégulièrement. 
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Les  chronomètres  ou  montres  marines  donnent  plus  ordinaire- 
ment le  temps  moyen. 

Comme  on  n’opère  pas  toujours  dans  un  observatoire,  et  qu'on 
n’a,  par  conséquent,  pas  toujours  la  facilité  de  reconnaître  la  po- 
sition du  méridien,  il  faut,  en  beaucoup  de  circonstances,  rem- 
placer l’observation  du  passage  au  méridien,  par  quclqu’autre 
méthode  : celle  des  hauteurs  correspondantes  est  d’un  grand  se- 
cours dans  ce  cas-là. 

* Si  l’on  détermine  la  hauteur  du  soleil  au  moment  où  il  passe 
au  méridien,  c’est  au  midi  vrai  qu’est  rapportée  l’observation. 
C’est  au  midi  du  jour  sidéral,  si  l’on  a observé  une  étoile. 

De  là  naît  la  nécessité  de  savoir  passer  de  l’un  des  hiodes  de 
compter  le  temps  à un  autre.  Nous  traiterons  celte  question,* 
après  avoir  indiqué  la  manière  de  régler  une  pendule. 

501.  Disposée  pour  le  temps  sidéral,  elle  peut  avoir  une  avance 
ou  un  retard  constant.  Ainsi,  dans  les  deux  observations  du  pas- 
sage d’une  étoile  au  même  méridien,  la  pendule  a pu,  1°  mar- 
quer 0 h. chaque  fois,  et  alors  elle  est  parfaitement  réglée;  2°  mar- 
quer une  même  heure,  autre  que  zéro,  auquel  cas,  elle  est  affectée 
d’une  erreur  constante  en  avance  ou  en  retard  ; 3"  ou,  enfin,  ne 
pas  indiquer  la  même  heuro  aux  deux  lectures.  Il  y a,  dansce 
cas,  outre  la  différence  constante,  une  variation  diurne. 

Quand  il  n’y  a pas  moyen  d’observer  le  passage  au  méridien, 
on  observe  deux  fois  chaque  jour,  le  même  astre,  à deux  instants 
où  il  est  à la  même  hauteur  au-dessus  de  l’horizon.  Les  heures 
doivent  être  symétriques,  par  rapport  au  méridien,  si  la  pendule 
est  bien  réglée,  et,  dans  tous  les  cas,  la  moitié  do  la  différence  des 
lectures  est  bien  la  quantité  qui  exprime  l’heure  de  la  seconde 
observation,  et  le  supplément  à 24  de  la  première. 

A -et  A' représentant  les  deux  instants  d’observation,  on  doit 

avoir  A = 2-1  — A'.  Si  A -+-  A'  = 24  ± * , ~ est  la  quantité  dont 

la  pendule  est  en  avance  ou  en  retard,  et  peut  se  composer  d’une 
première  différence  absolue  et  d’une  variation  diurne. 

Une  semblable  opération  double,  pratiquée  le  lendemain,  don- 
nera la  même  différence  -2,  s’il  n’y  a pas  de  variation  diurne  ou 
— — > si  la  marche  quotidienne  de  la  pendule  n’est  pas  exacte- 
ment do  24  heures.  Dans  celte  circonstance  db  exprime  le  dé- 
rangement quotidien. 
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505.  Supposons  qu‘un  certain  jour,  après  avoir  fait  disparaître 
la  différence  absolue  et  avoir  déterminé  y , on  Tasse  une  obser- 
vation au  moment  où  la  pendule  marque  t.  Si  l’on  veut  connaître 
l’heure  exacte  il  est  clair  qu’on  l’obtiendra  par  la  proportion 


d’où 


r=i- 


24 


24±- 


réduisant  et  a.'  en  minutes  , 


i'=  (■ 


1440 

~ 

U40±^- 

- 


I± 


2880 


ou 


i'=  ly  0,00042  y « 
a i 


ou  encore  si  l’on  veut  i— i'=±o,oooi2y.  « 

On  peut  encore  procéder  ainsi  qu’il  suit  : 

w ï y : : « : » - et  i-<'=ÿx-^  . 

et  en  multipliant  par  les  deux  termes  de  la  fraction  £ 

i 


60 


On  évite  la  division  par  60  en  considérant  dans  le  produit  de 
t par  — et  par  les  minutes  pour  des  secondes,  et,  en  général, 

pour  tel  nombre  qu’on  voudra  de  degrés,  minutes  et  secondes,la 
division  par  60  est  faite  en  prenant  les  degrés  du  nombre  lui- 
mème  pour  des  minutes,  les  minutes  pour  des  secondes,  etc. 

Si  l’on  se  proposait  de  trouver  la  variation  horaire  de  la  pen- 
dule, on  ferait  l = 1 et  la  proportion  deviendrait 

„l  al  ' 1 4 a.'  4 

24Sy::<:*=yXS-=2yXyX  jô 

. |/=42--f  42*  + 6t=30- 

ni 

tL  = 25"  , l'«=25‘-f  25-+l'S,,5=62<15 

SI  2- 

506.  L'opération  que  nous  venons  d’indiquer  est  tellement 
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simple  que  ce  ne  serait  pas  trop  le  cas  de  préférer  l'emploi  des 
logarithmes.  Il  ne  nous  paraît  cependant  pas  inutile  de  rappeler 
la  marche,  ne  fût-ce  que  pour  avoir  occasion  d'indiquer  certaine 
disposition  avantageuse  des  tables  de  Callet  : 

On  convertit  24b,  ~ et  t en  secondes.  D’abord  24b  = 86400’' 

dont  le  logarithme  est  4,93651374 
et  dont  le  comp‘.  = 5,0648626 

On  a donc  t — l’  en  calculant 

t 

Log. ( * — i')  = log.  ~ + log.  <-f  cMog.  86400—  10 

et  si,  comme  tout  h l’heure,  nous  supposons  qu’on  se  propose  de 
connaître  la  variation  horaire  de  la  pendule , 

Log.(<b—  <')=log. ^ -f- c*  log.  86MKI  — 10 

Les  tables  de  logarithmes  de  Callet  contiennent  une  disposi- 
tion particulière  qui  abrège  les  calculs. 

A gauche  de  la  colonne  des  nombre  naturels,  s’en  trouvent 
deux  autres  oü  sont  inscrits  les  arcs  en  degrés,  minutes  et  se- 
condes, dont  chaque  nombre,  dans  la  troisième,  est  l’équivalent 
en  secondes.  On  évite  ainsi  la  conversion  des  arcs,  et  l’on  a 
immédiatement  leurs  logarithmes  dans  (es  colonnes  suivantes. 
Si  le  problème  exige  une  marche  inverse,  c’est-à-dire  si  la  so- 
lution amène  à un  logarithme  qui  représente  un  multiple  de  la 
seconde,  on  ne  s’arrête  pas  à ce  nombre,  et  l’on  prend  de  suite, 
dans  les  deux  premières  coldnnes,  l’arc  exprimé  en  degrés,  mi- 
nutes et  secondes. 

507.  Lorsque  la  pendule  est  réglée  sur  le  temps  sidéral,  et 
qu’il  est  nécessaire  de  connaître  l’heure  de  l’observation  en 
temps  moyen,  on  retranche,  dans  la  proportion  de  3ra,55’,909 
pour  24»  . Si,  au  contraire,  le  chronomètre  ou  la  pendule  sont 
réglés  sur  le  temps  moyen,  l’heure  indiquée  par  eux  doit  être 
augmentée  dans  le  rapport  de  3“,56*,555  à 24  u. 

508.  Si  c’est  à l’aide  du  soleil  qu’on  veut  régler  une  pendule 
marquant  le  temps  moyen,  il  faudra  convertir  en  tempe  vrai 
l’heure  qu’elle  donne  : ce  qui  se  fera  en  remarquant  que, 

lempi  vrai  = lempi  moyen  tfc  équation  du  Irmpt. 

63 
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On  pourrait  exprimer  la  même  chose,  en  écrivant 

R © l’roi  = © moyen  ± équation  du  tempe  , 

par  la  raison  que  les  heures  vraies  ou  moyennes  ne  sont  pas  autre 
chose  que  les  ascensions  droites  correspondantes,  converties  en 
temps. 

509.  Lorsque  la  pendule  donne  l'heure  sidérale,  on  commence 
par  transformer  le' temps  sidéral  en  temps  moyen,  parce  que, 
jour  moyen  = jour  sidéral  + 3m,56‘,555 

OU  tempe  moyen  — tempe  eidéral  (4  -(-  3m,50*,ü55) 

cette  expression,  substituée  dans  celle  du  temps  vrai  indiquée 

plus  haut,  la  transforme  en 

tempe  vrai—  tempe  eidéral  (I  -f3m,56,,53S)Ht  équation  du  tempe. 

Celle-ci  se  trouve,  comme  nous  l’avons  dit  déjà,  dans  la  Con- 
naissance des  temps,  et  pour  tous  les  jours  do  l’année,  sous  le  titre 
de  Temps  moyen  au  midi  vrai.  On  l’obtient  ensuite  pour  l’heure 
do  l’observation,  à l’aide  d’une  interpolation  entre  les  valeurs 
relatives  au  midi  qui  précède  et  k celui  qui  suit. 

Quand  on  veut  employer  la  marche  inverso,  c'est-k-dire,  ra- 
mener l'heure  de  l’observation  au  mode  sur  lequel  est  réglée  la 
pendule,  on  emploie  les  mêmes  formules,  en  les  appropriant  k 
la  circonstance. 

Dans  son  traité  d’.4jfronom»e  pratique,  Francœur  donne,  sous 
le  titre  de  tables  1 et  2,  un  moyen  très-simple  de  convertir  le 
temps  moyen  en  temps  sidéral  et  vice  versa.  Une  première  co- 
lonne contient  le  nombro  d’heures,  de  minutes  et  de  secondes  k 
transformer.  S’il  s’agit  de  trouver  le  temps  moyen  qui  répond  à 
un  temps  sidéral  donné,  on  retranche  do  celui-ci  le  nombro  in- 
scrit dans  la  deuxième  colonne.  Si,  au  contraire,  c'est  une  durée 
comptée  en  temps  moyen  qu’on  veut  traduire  en  temps  sidéral, 
à l'heure  donnée,  on  ajoute  la  quantité  contenue  dans  la  troi- 
sième colonne. 

510.  La  longitude  du  soleil  sert  k oalculer  sa  déclinaison  et 
son  ascension  droite,  en  ajoutant,  comme  donnée  du  problème, 
l'inclinaison  de  l’écliptique  sur  l’équateur.  Les  deux  quantités 
cherchées  sont,  en  effet,  les  côtés  d’un  triangle  rectangle  dans 
lequel  on  connaît  l’hypoténuse  et  un  angle  aigu.  Désignant  par 
® l’obliquité  de  l’écliptique,  par  m,  d et  M l’asc,  droite,  la  décli- 
naison et  la  longitude,  les  formules  sont  § 62. 

tang  *=■  long.  M.  cos-  w , sin.  D *=  sio,  M.  siu.  w. 
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On  voit  que  ces  équations  pourraient  également  faire  connaî- 
tre la  longitude,  soit  en  fonction  de  l'ascension  droite,  soit  en 
fonction  de  la  déclinaison. 

Les  valeurs  de  la  longitude  du  soleil,  insérées  dans  la  Connais- 
sance des  temps , sont  calculées  par  rapport  à l'équinoxe  appa- 
rent, sansria  correction  relative  il  l'aberration.  Si  l'on  a besoin 
do  la  longitude  comptée  de  l’équinoxe  moyen,  il  faut  retran- 
cher la  nutation  et  l'aberration  fournies  aussi,  pour  toutes  les 
époques  de  l’année,  par  la  Connaissance  des  temps. 

511.  La  latitude  du  soleil  est  sensiblement  nulle.  Sa  longitude 
moyenno  diffère,  pendant  toute  l'année,  d'une  quantité  constante 
do  l'ascension  droite  du  soleil  moyen,  puisque  l’une  est  l’expres- 
sion de  la  marche  régulière  du  premier  soleil  fictif,  que  l'on  sup- 
pose parcourir  l’écliptique,  tandis  que  l’ascension  droite  du  se- 
cond soleil  fictif  représente  sa  course  uniforme  sur  l’équateur,  et 
qu'ils  parcourent  l'un  et  l’autro  3G0°  dans  le  même  espace  do 
temps.  Elles  seraient  précisément  égales,  si  le  soleil  vrai  et  le  so 
leil  fictif  passaient  ensemble  au  point  équinoxial. 

512.  La  distance  angulaire  du  soleil  au  périgée,  se  nomme  l'a- 
nomalie vraie ; la  distance  angulaire  du  périgée  au  second  soleil 
fictif  est  l 'anomalie  moyenne. 

On  désigne,  sous  le  nom  d 'équation  du  centre,  la  différence  en- 
tre les  deux.  Donc,  en  représentant  par  M la  longitude,  par  O le 
soleil,  par  P le  périgée,  et  par  A l’anomalie 

M © vrai  = M P -f-  A Q vrai , M © moyen  = MP  ± A © moyen 
et  M©  vrai  — M©  moyen  — équation  du  centre. 

513.  Nous  avons  déjà  indiqué  plusieurs  méthodes,  et  entre 
autres  celle  qui,  à l'aide  de  la  variation  diurne  de  la  pendule, 
fait  connaître  sa  variation  horaire,  en  la  multipliant  par  24  et 
la  divisant  par  GO. 

Nous  allons  présenter  les  opérations  analogues  à l’aide  des- 
quelles on  convertit  un  arc  en  temps  et  réciproquement. 

Soit  a un  arc  donné,  on  pose  la  proportion 

is*:«  d’où 

lu  oU 

On  multiplie  donc  l'arc  par  1 et,  dans  le  produit,  les  degrés 
deviennent  des  minutes  et  les  minutes  des  secondes. 
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Do  même,  une  heure  A ôtant  connue,  elle  se  transforme  en 
arc,  en  écrivant, 

ce  qui  signifie  qu’après  avoir  obtenu  le  quotient  de  A par  A,  on 
y prend  les  secondes  pour  des  minutes  et  les  minuta»  pour  des 
degrés. 


514.  Après  avoir  parlé,  d’une  manière  générale,  de  ce  qui  est 
relatif  à la  conversion  d’un  temps  en  un  autre,  et  à celle  d’un  arc 
en  temps,  et  réciproquement,  disons  que  ces  différentes  opéra- 
tions, déjà  fort  simples  par  elles-mêmes,  le  deviennent  bien  plus 
encore,  lorsqu'on  procède  au  moyen  des  tables  insérées  dans  la 
Connaissance  des  temps. 

C’est  ainsi  que,  sous  le  n®  VI,  une  table  donne  immédiatement 
la  réduction  du  temps  en  parties  de  l'équateur  ou  en  degrés  de 
„ longitude  terrestre. 

La  table  VII  résout  la  question  inverse. 

Les  tables  VIII  et  IX  servent  à convertir  le  temps  sidéral  en 
temps  moyen,  et  réciproquement. 

LatableX  fournit  la  quantitéqu’il  fautajouter  à l'équation  du 
temps  à midi  vrai,  pour  avoir  l’équation  du  temps  à midi  moyen. 

Disons  do  suite , et  pour  ne  pas  revenir  sur  ces  indications, 
que  les  parallaxes  de  hauteur  du  soleil  se  trouvent  directement, 
pour  tous  les  mois  de  l’année,  dans  latablo  XI. 

La  table  XII  donne  celles  des  planètes. 

La  table  I"  sert  à corriger  les  hauteurs  apparentes  des  erreurs 
causées  parla  réfraction,  mais  seulement  dans  l’hypothèse  des 
indications  0”',76  pour  le  baromètre,  et  4-  10£  pour  le  thermo- 
mètre centigrade. 

La  table  II  sert  à corriger,  lorsque  la  précision  qu’on  veut 
donner  aux  calculs  l’exige,  les  valeurs  fournies  par  la  table  pré- 
cédente. Les  corrections  alors  sont  faites  en  fonction  de  la  pres- 
sion et  de  la  température  du  moment  de  l’observation.  (Voir  la 
formule  § 528.) 

Le  rapport  entre  les  distances  du  soleil  à un  point  do  la  sur- 
face de  la  terre  et  au  centre  étant  le  même  que  celui  des  cosi- 
nus de  la  hauteur  vraie  et  de  la  hauteur  apparente,  se  trouve 
directement  avec  la  table  III,  qui  contient  les  différences  loga- 


ensin.  h»uleur  vraie 
rithmiques  de  cosj„  hauteur  .ippar 


pour  les  différentes  hauteurs  ap- 


parentes du  soleil. 
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La  labié  IV  donne  les  résultats  analogues  pour  les  étoiles  ou 
pour  les  planètes  dont  la  parallaxe  est  nulle. 

Dans  la  table  V sont  inscrites  les  corrections  à faire  aux  in- 
terpolations obtenues  par  une  simple  proportion,  lorsqu’il  est 
nécessaire  de  pousser  l'exactitude  plus  loin. 

515.  Temps  moyen  à midi  vrai.  Quand  le  temps  moyen  est  en 
avance  sur  le  temps  vrai,  la  pendule,  réglée  sur  le  temps  moyen, 
indique  un  nombre  do  minutes  et  secondes  qui  est  précisément. 
l 'équation  du  temps. 

Lorsqu’il  est  en  retard,  la  pendule  marque  llh,  plus  des  mi- 
nutes et  secondes.  Ce  n’est  alors  que  le  complément  h 12h  de 
l'équation  du  temps. 

L’équation  du  temps  donnée  par  la  Connaissance  des  temps 
pour  le  midi  vrai, s’obtient  pour  une  heure  quelconque  au  moyen 
d’une  proportion,  mais  toujours  pour  Paris.  S’il  s’agit  d’un  autre 
lieu  dont  on  connaît  la  longitude,  on  la  transforme  en  temps, 
que  l’on  ajoute  à l’heure  connue  pour  avoir  celle  de  Paris  si  la 
longitude  est  occidentale,  et  que  l’on  retranche  si,  au  contraire, 
elle  est  orientale.  On  prend  la  diflérence  entre  les  valeurs  de 
l’équation  du  temps  sur  les  deux  midis,  entre  lesquels  est  com- 
prise l’heure  modifiée  : on  fait  la  proportion,  et  l’on  trouve  la 
correction  h faire  à l’équation  du  temps  pour  l’un  ou  l’autre  des 
deux  midis,  en  tenant  compte  du  signe  qui  doit  l’affecter.  Nous 
avons  dit  qu’il  fallait  avoir  recours  à la  table  V,  lorsqu’on  no 
trouve  pas  assez  exacte  une  simple  interpolation. 

51G.  Conversion  du  temps  vrai  en  temps  moyen.  On  ramène 
l’heure  vraie  du  lieu  à celle  do  Paris  : afin  de  pouvoir  calculer 
l’équation  du  temps,  on  ajoute  celle-ci  h l’heure  vraie  du  lieu. 
Nous  avons  dit  qu’elle  n’était  que  le  complément  h 12h  du  temps 
moyen  au  midi  vrai,  quand  i I est  compris  entre  1 1 heures  et  midi  : 
il  faut  donc,  dans  ce  cas,  et  quand  on  ajoute  celui-ci  môme,  re- 
trancher 12  heures  du  résultat. 

517.  Conversion  du  temps  moyen  en  temps  vrai.  L’heure 
moyenne  d’un  lieu  quelconque  étant  donnée,  il  s’agit  de  trouver 
l’heure  vraie  correspondante.  On  la  ramène  à celle  do  Paris.  De 
celle-ci,  on  retranche  l’équation  du  temps  correspondant  au 
midi  le  plus  voisin,  cl  l’on  a une  valeur  approchée  du  temps  vrai 
h Paris.  Celui-ci  permet  do  trouver  l’équation  du  temps  qu’il  con- 
vient de  retrancher  de  l’heure  moyenne  donnée,  pour  la  trans- 
former en  temps  vrai.  > 
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518.  Temps  sidéral  à midi  moyen.  C’est  l’ascension  droite 
moyenne  du  soleil,  ou  l’heure  sidérale  du  passage  du  soleil'moyen 
au  méridien  de  Paris. 

S'il  s’agit  de  connaître  lo  temps  sidéral  au  midi  moyen  d'une 
autre  localité,  connaissant  sa  longitude  que  l'on  convertit  en 
temps,  on  emploie  une  correction  fournie  par  la  table  IX  de  la 
Connaissance  des  temps,  en  l'ajoutant  au  temps  sidéral  au  midi 
moyen,  ou  en  l'en  retrauchant,  suivant  que  le  lieu  est  situé  à 
l’ouest  ou  à l’est  de  Paris. 

519.  Transformation  du  temps  sidéral  en  temps  moyen.  Du  temps 
sidéral  donné,  on  retranche  le  temps  sidéral  à midi  moyen;  on 
soustrait  du  résultat  la  correction  fournie  par  la  table  VIII,  et 
l’on  a le  temps  moyen  cherché. 

520.  Transformation  du  temps  moyen  en  temps  sidéral.  Le  temps 
moyen  donné  servant  d'argument,  permet  de  trouver,  dans  la 
table  IX,  une  correction  qui,  ajoutée  au  temps  moyen  donné  et 
au  temps  sidéral  à midi  moyen,  donne  pour  résultat  le  temps  si- 
déral demandé. 

CHAPITRE  II. 

PRÊCESSION,  NUTATION,  ABERRATION,  PARALLAXE,  RÉFRACTION. 

521.  Il  nous  reste,  avant  d'arriver  aux  observations  et  calculs 
de  latitude,  longitude  et  azimut,  objets  principaux  de  ce  livre,  à 
dire  quelques  mots  de  la  précession,  de  la  nutation,  de  l'aberra- 
tion, de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe. 

Précession  des  équinoxes.  Lo  soleil  passant  b l’équinoxe  en 
mémo  temps  qu’une  certaine  étoile,  se  trouve,  lors  do  son  re- 
tour, en  arrière  de  cette  étoile,  d’une  quantité  angulaire  égale 
à 50", 1 : ce.  qui  produira  une  révolution  entière  en  26,000  ans 
environ.  La  ligne  équinoxiale  a donc  eu  un  mouvement  dans 
l'écliptique,  et  c’est  ce  mouvement  qu’on  nomme  précession  des 
équinoxes.  Ce  phénomène  s'explique  parfaitement  en  supposant 
que  l’arc  de  l'écliptique  pivotant  autour  de  son  point  commun  a 
l’axe  de  l'équateur,  est  animé  d'un  mouvement  d'orient  en  occi- 
dent, qui  engendrerait  une  surfaco  conique  autour  do  lui. 

De  cette  succinctcexplication,  et  les  observations  la  confirment, 
il  résulte  quo  les  ascensions  droites,  les  déclinaisons  et  les  longi- 
tudes des  étoiles  changent  : leurs  latitudes  seules  ne  varient  pas. 
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522.  Nutation.  On  a remarqué  qu'il  existe  des  variations  dans 
la  précession  des  équinoxes,  ainsi  que  dans  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique. On  s’en  rend  parfaitement  compte  en  supposant  que  le  pôle 
de  l’écliptique  ne  reste  pas  constamment  sur  le  petit  cercle  qu'il 
parcourt  autour  de  l'axe  du  monde,  mais  qu'il  est  animé,  en 
outre,  d’un  second  mouvement  circulaire  autour  des  positions 
moyennes  qu’il  occuperait  successivement  sur  le  cercle  dont  nous 
venons  de  parler,  s’il  ne  produisait  que  \apricession  de»  équinoxe». 
Nous  n'entrerons  pas  dans  une  explication  complète  de  la  nuta- 
tion; nous  nous  bornerons  à dire  que  le  fait  est  dû  à l'action  com- 
binée du  soleil  et  de  la  lune  sur  le  globe  terrestre. 

Les  ascensions  droites,  les  déclinaisons  et  les  longitudes  va- 
riant en  raison  de  la  précession  de»  équinoxes  et  do  la  nutation, 
qui  modifient  6ans  cesse  l’obliquité  de  l'écliptique,  on  conçoit 
qu'il  importe  de  savoir  corriger  les  trois  premières  de  ces  cinq 
quantités  en  fonction  des  deux  autres. 

La  variation  en  longitude  pour  une  durée  do  temps  se  déduit 
aisément  de  la  variation  annuelle  de  50", 1.  Quant  aux  deux 
autres,  ce  sont  des  formules  qui  peuvent  les  faire  connaître  en 
fonction  des  variables. 

C’est  ainsi  qu'en  s'appuyant  sur  ce  qu’enseigne  la  trigonomé- 
trie sphérique,  on  arrive  à trois  équations  entre  ji,  D,  L,  M et  », 
qui  sont  : 

s!i>.L=sm.D  cos.co — cos.D  sm.tu  sin.Tl 
sin  D = sin.Lcos.iü  + cos.Lcos.u)  sin.  M 
et  cos.  AV.  coa.  D = cos.L.  cos.  M. 

Elles  permettent  de  calculer  » et  D en  fonction  de  l et  M,  ou 
réciproquement.  On  peut  d’ailleurs  les  transformer  et  les  rendro 
plus  favorables  au  calcul  logarithmique.Quoi  qu’il  en  soit,  et  pour 
avoir  dos  expressions  do  d.n  et  d D,  on  transforme  ces  premières 
formules  pour  arriver  îi  celles-ci  : 

d.D  — d.to  X sin.Tl-t-d.M  X cos  Tl  X sin.to 
rf.Tl  = d.M(cos.to-f-lang.D.  sin. io.  sin.Tl) — d.io.  tang.D.  col. Tl 

Telles  sont  les  équations  qui  permettent  de  calculer  les  correc- 
tions relatives  h la  précession  et  à la  nutation  qu’il  faut  faire  h 
la  déclinaison  et  à l’ascension  droite  ; on  voit  qu  elles  sont  fonc- 
tion de  d.M  et  d.«  (tableau  IX). 

Les  astronomes  ont  trouvé  pour  d »,  plusieurs  valeurs  différant 
peu  entre  elles,  et  dont  la  moyenne  parait  être 

d.(o—9",6  Xcos.N 
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N représentant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  la  lune. 

Quant  à la  nutation  en  longitude,  elle  est  exprimée  par 

— 2.  d.  t*>.  cot.2.u> 

c’est-à-dire  que  dM  = — i9.2.cos.N.cot.îu>. 

Au  surplus,  ce  facteur  se  trouve  tout  calculé  dans  la  Connat'*- 
sance  des  temps. 

Il  existe  des  tables  de  nutation  lunaire  qui  donnent  dD  et  dm  plus 
promptement  que  l’emploi  des  formules.  Lorsqu’on  veut  avoir 
egard  à l’influence  solaire,  qui  d’ailleurs  a moins  d'importance, 
on  se  sert  des  mêmes  tables  en  multipliant  ce  qu’elles  donnent, 
par  0,075,  et  alors  on  a tenu  compte  de  la  nutation  luni-solaire. 

523.  Aberration.  Les  astres  ne  sont  réellement  pas  au  lieu  où 
ils  apparaissent  à celui  qui  les  contemple.  Celte  illusion  est  duo 
au  temps  que  la  lumière  met  à venir  de  l’astre  à la  terre,  et  du 
déplacement  de  celle-ci  pendant  ce  temps. 

En  8*  13*  ou  493',  la  lumière  qui  arrive  du  soleil  parcourt 
environ  34  millions  de  lieues.  Pour  connaître  le  déplacement  ap- 
parent du  soleil  ou  réel  do  la  terre  pendant  493’,  il  faut  poser 
l'une  ou  l'autre  des  proportions  ci-dessous  : 

3G5)  ,25636  : 360»  ;;  493-, 2;  x = î0",253 
365i, 25636  ; 406857143  lieues  ;;  493* ,2  ; x — 1 44288  lieues. 

Ainsi, le  rapport  des  des  vitesses  est  celui  do  34  millions  5144288, 
et  la  distance  angulaire  parcourue  par  la  terre  est  de 20' /, 253. 

Concluons  en  passant,  quoique  ce  soit  étranger  au  sujet  qui 
nous  occupe  en  ce  moment,  que  le  mouvement  de  la  terre  est  do 

292  lieues  \ environ  par  seconde. 

En  comparant,  pour  un  instant,  les  vitesses  à des  forces  qui 
agissent  constamment  sur  la  molécule  lumineuse  qui  arrive  en  T 
{fa.  59»  Vlanche  XXIV),  nous  pourrons  porter  sur  les  directions 
ST  et  TT'  des  longueurs  respectivement  proportionnelles  aux 
vitesses  indiquées  plus  haut,  et,  pour  trouver  la  résultante,  nous 
imaginerons,  appliquées  en  T,  deux  nouvelles  forces  de  signes 
contraires,  égales  et  parallèles  àST . L’une  d’elles  détruira  celle-ci , 
et  la  résultante  des  trois  se  réduira  à TS.  Combinant  ensuite  cclto 
dernière  avec  TT',  la  molécule  lumineuse  sera  soumise  à une 
force  unique  dirigée  suivant  TS'.  Elle  parnitra  donc  venir  à l’œil 
de  l’observateur  de  S'  et  non  de  S,  c'est-à-dire  d’un  point  situé  en 
avant  de  la  position  réelle,  dans  le  sens  du  mouvement  apparent 
de  l’objet  lumineux,  soleil  ou  astre  quelconque. 
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En  considérant  la  terre  comme  un  point,  et  en  négligeant  par 
conséquent,  comme  on  le  fait  dans  ce  cas,  sa  rotation  diurne, 
en  raison  du  peu  d’effet  qu'elle  produirait  sur  l'aberra- 
tion, l’angle  que  forme  le  rayon  solaire  avec  l'élément  de 
l'orbite  est  toujours  droit.  Par  le  fait  de  l’aberration,  il  paraît 
plus  petit  de  l’angle  TST'=20",  53.  Ainsi,  il  se  trouve  égale- 
ment démontré  que  l’astre  paraît  en  arrière  de  sa  position  vraie, 
par  rapport  au  mouvement  réel  de  la  terre,  ou  en  avant  si  l’on 
considère  le  mouvement  apparent  du  soleil. 

Cette  erreur  angulaire  est  évidemment  la  mémo  pour  les  étoi- 
les et  les  planètes,  jiuisque,  quelle  que  soit  leur  distance  h la 
terre,  l’angle  d’aberration  est  également  la  conséquence  des  deux 
vitesses  qui  sont  toujours  les  mêmes,  celles  de  la  terre  et  de  la 
lumière.  En  considérant  l’immense  éloignement  des  étoiles,  on 
reconnaît  que  le  rayon  visuel,  dirigé  sur  l’une  d’entre  elles, 
reste  parallèle  à lui-même  pour  toutes  les  positions  de  notro  pla- 
nète dans  son  orbite. 

Si,  dans  un  cas  tout  particulier,  l’étoile  est  située  dans  le  plan 
de  l’écliptique,  elle  parait,  dans  le  cours  d’une  année,  se  mou- 
voir de  «'  en  e'1  {pg.  60,  planche  XXIV),  par  un  mouvement  al- 
ternatif rectiligne  : e'  et  e"  étant  symétriquement  situés  b 20 
253  de  la  véritable  position  e de  l’étoile. 

Si  elle  était  placée  au  pôle  de  l’écliptique,  la  position  appa- 
rente parcourrait,  pendant  l’année,  une  circonférence  ayant 
un  rayon  de  20  ',253  et  le  pôle  pour  centre.  Puis  enfin,  l’étoile 
parait  décrire  une  ellipse  plus  ou  moins  allongée,  suivant  qu’elle 
est  plus  ou  moins  voisine  du  plan  de  l’écliptique,  mais  dont  lo 
grand  axe  est  invariablement  le  double  de  20", 253. 

L’aberration  pour  lo  soleil  serait  constamment  20", 253,  si  la 
terre,  dans  sa  révolution  annuelle,  parcourait  un  cercle.  L’el- 
lipsité  de  l’orbite  la  fait  varier  de  19', 9 à 20  ',6.  Elle  se  trouve 
dans  la  Connaissance  des  temps,  pour  tous  les  mois  de  l’année,  de 
cinq  en  cinq  jours. 

L’aberration  ayant  lieu  dans  le  plan  de  l’écliptique,  affecte 
d’autant  la  longitude.  Les  corrections  que  l’on  doit  faire  subir 
aux  ascensions  droites  et  aux  déclinaisons,  pour  détruire  l'effet 
de  ce  phénomène,  sont  données  par  les  formules 

20  ".25 

d R mm (cos.Av.eos.M.cos.tu-fsm.®.  sin  <u) 

COi.ü 

J.b«  — 20", 25.  sin.  D (rot.  JR  sin.M  — sin.®  ros  M.  toï.tu  + col.D  ros.M.  sin.u») 

64 
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Co  sont  ces  formules  qui  ont  été  préparées  pour  pouvoir  être  ré- 
duites en  tables. 

Indépendamment  des  tables  générales  de  nutation  et  .d’aber- 
ration, on  a construit  des  tables  particulières  pour  un  grand 
nombre  d’étoiles  principales  (tableau  E). 

5SA.  Parallaxe.  On  désigne  sous  ce  nom  la  correction  b faire 
à un  angle  observé  sur  la  terre,  pour  le  ramener  au  centre  du 
globe. 

Parallaxe  de  hauteur.  Soient  C le  centre,  O le  lieu  de  l'obser- 
vation ( fig . 61,  planche  XXIV),  S' le  soleil  à une  hauteur  quel- 
conque, S le  même  astre  à l’horizon  sensible  de  O.  Désignons  par 
P,  l’angle  OSC  ou  la  parallaxe  horizontale  ; par  P',  celle  qui  est 
relative  à la  position  S'  ; par  R le  rayon  do  la  terre  et  par  K sa 
distance  au  soleil  : 

On  aura,  dan9  SOC, 

II 

sin.P  : sin.90°  ; ; R ; K OU  sin.P  = — 
dans  S’OC,  sin.P'î  sm.  (480" -<r)  ;;  R ;K 

d'ou  sin.P1**  — sin.<f  Cl,  par  suite,  sin.P'=  sin.P.  sin.<f 

K 


P et  P'  sont  assez  petits  pour  qn’on  puisse  admettro  la  même  re- 
lation entre  P et  P'  qu’éntre  leurs  sinus. 

On  peut  donc  écrire  P;=P.  sin.  t : ce  qui  exprime  que  la  pa- 
rallaxe do  hauteur  est  égale  à la  parallaxe  horizontale,  multi- 
pliée par  le  sinus  de  la  distance  zénithale  observée. 

Quand  on  veut  l’avoir  en  fonction  de  la  distance  zénithale  hé- 
liocentrique,  il  faut  substituer  a-j-P'  b <f.  On  écrit  alors 


sin.P'*=sin.P.  sin.  (A-f-  P')«=  sin.P  (sin.  P’  cos.  A -f- sin.  A cos. P') 
tang.P’=  sin.P  cos  Atang.P' + sin.P.  sin.A 
lang.P'*=  (4  — sin.P  cos. A)  = sin.P.  sin. A 
tang.P'=  sin.P.  sin.  A (4  — sin.P.  cos. A)-1 
taiig-P  ,*=  sin, P.  sin.  A (4  — sin.P.  cos.  A -f-  sin.*P  cos.> a — sin.5P.  cos.’a  + etc.) 


et  en  s’en  tenant  aux  deux  premiers  termes , et  écrivant  P'  au 
lieu  do  tang.  P'. 


pi- 


sin.P 
sin  1 '' 


sin.  A — J 


sln.’P. 
sin.’l  ” 


sm.S  a 
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525.  Parallaxe  horizontale.  Celle-ci  se  détermine  au  moyen 
de  deux  observations  simultanées  du  soleil,  faites  en  deux  points 
d’un  môme  méridien. 

Soient  O et  O'  [fig.  62,  planche  XXIV)  les  points  de  la  terre 
où  se  prennent  les  distances  zénithales  «T  et  «T1  : P'  et  p'  sont  les 
parallaxes  de  hauteur  correspondantes,  P la  parallaxe  horizon- 
tale qui  est  la  même  pour  tous  les  points  du  globe,  et  C l’angle 
que  forment  les  verticales  de  O et  O'  : on  a,  d’après  ce  quo  nous 
avons  trouvé  plus  haut, 

P'=P.sin./ ; p'=P. sin.<f',  d’où  P'-+- p'=  P(siD./  +»in.</ >) 

D’ailleurs,  le  quadrilatère  COSO'  donne  : 

pi+pf-f.  C-H80«—  «T-f  180°  — J'  = 360  ; P/  + p'  + C — (/+ 
et  pi  + pi  = S‘  + Ji  — C,  P(8in.J>4-3iD.J’)=>J  + J'  — C 

r J-M’-Ç  .T-M'-C ' 

sin-J'-J-aîn./'  2. sin.J(,f  + /')cos.  J (<f  — //) 

526.  Distance  du  soleil  à la  terre.  Les  observations  qui  vien- 
nent de  servir  ù la  détermination  de  la  parallaxe  horizontale, 
pouvant  faire  aussi  connaître  la  distance  du  soleil  5 la  terre, 
nous  croyons  devoir  indiquer  ici  la  suite  des  calculs  à faire. 

L'arc  00',  sur  la  même  figure,  est  la  différence  des  latitudes 
L et  L'  supposées  connues,  de  0 et  de  0'.  Les  angles  HOO'  et 
ü'0'0  sont  égaux  et  déterminés,  puisqu’ils  ont  l’un  etj'autro 
pour  mesure,  la  moitié  de  l'arc  00'.  Le  triangle  SOO'  peut  se 
résoudre  au  moyen  des  trois  éléments  : 

1°  La  corde  qui  sous-tend  l’arc  00'  ; 

2»  L’angle  SOO'  = 90  — <t  + HOO'  =90  — t + ; 

S * 

3°  L’angle  SO'O  = 90  — H'0'0  = 90  — <r>+ 

Pour  trouver  la  longueur  de  la  corde  00',  on  se  sert  du  trian- 
gle isocèle  COO'.  L’angle  en  C est  L— L'  ; les  deux  côtés  qui  le 
comprennent  sont  des  rayons  de  la  terre. 

Résolvant  d’abord  SOO',  on  trouve  OS  et  O’S  ; puis,  au  moyen 
de  SOC  et  de  SO'C,  on  obtient  les  parallaxes  a et  p,  ainsi  que 
que  SC,  distance  du  soleil  au  centre  de  la  terre. 

Pour  le  point  A situé  sur  SC,  la  parallaxe  est  nulle.  Cette  cir- 
constance no  se  présente  que  lorsque  le  soleil  passe  au  zénith  et 


/ 
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pour  les  localilés  situées  entre  les  tropiques,  deux  fois  l'année 
seulement  pour  chacune  d’elles. 

La  plus  grande  parallaxe  sc  manifeste  pour  les  points  tels  que 
A',  à l’extrémité  d’un  rayon  CA'  perpendiculaire  à CS',  au  mo- 
ment où  le  soleil  est  à l’horizon  de  A'.  C’est  précisément  la  pa- 
rallaxe horizontale  qui  est  égale  à 8 ',7. 

527.  Les  étoiles  sont  tellement  éloignées  de  la  terre  que,  pour 
elles,  la  parallaxe  est  nulle.  Il  n’en  est  pas  de  même  à l’égard 
du  soleil,  de  la  lune  et  des  planètes.  Elle  doit,  dès  lors,  établir 
une  différence  entre  les  ascensions  droites,  déclinaisons,  latitu- 
des et  longitudes  géocentriques,  et  celles  qui  se  rapportent  aux 
points  de  la  surface. 

On  a bien  pu  construire  des  tables  qui  donnent  les  coordon- 
nées géocentriques,  du  soleil,  de  la  lune  et  des  planètes,  tandis 
qu’il  eût  été  impossible  de  les  calculer  pour  tous  les  lieux  de  la 
terre.  Il  faut,  par  conséquent,  faire  usage  de  formules  qui  déter- 
minent les  ascensions  droites,  les  déclinaisons,  etc.,  apparentes  en 
fonction  des  ascensions  droites,  déclinaisons,  etc.,  géocentriques. 

Yoici  ces  formules,  dans  lesquelles  « représente  l’obliquité  de 
l’écliptique;  R, O,  L.  M,  les  ascension  droite,  déclinaison,  lati- 
tude et  longitude  géocentriques,  tandis  que  les  mêmes  lettres 
accentuées  indiquent  les  mêmes  éléments  pour  le  lieu  de  l’ob- 
servation. 

cos.D.  sin,  R — sin.P.  cos.L.  sin.M 
,1)  <•>»«.  R cos  D.oj.jR  — sin.P.  cos.L.  cos.  M 


cos.iR'  (sin.D  — sin.P.  sfn.L) 

(t)  long.  1)  cos.D  cos.iR  — sin.P.  cos.  L.  cos  M 


(M.  longitude  du  lieu  est  égal  h l’ascension  droite  de  l’astre 
plus  ou  moins  l’angle  horaire,  c’est-à-dire,  que  M = iR—  H). 

Souvent,  dans  ces  formules  et  celles  qui  suivent, on  met  en  évi- 
dence la  distance  polaire  au  lieu  de  la  déclinaison  dont  elle  est 
le  complément.  Ce  sont  alors  des  sinus  qui  remplacent  des  cosi- 
nus et  des  cosinus  que  l’on  substitue  à des  sinus. 


i3) 


R.'—  m = sin,P 


sin. LU — M)cos.L  . cos.» L. «in.» (2R— M) 

' ' _1_  c jn  t |ï  ~ 

cos.D.  sin.4"  T ’ î. cos.» D.  sin.4" 


(4}  sia. de 


/sin.P.  sin. L.  sin.  (P+a) 

2.  sin.}  a.  sin.D.  cos.(P4-}a] 

V sia. H 

sin.H 

Icos.  (D+d) 


a et  d représentent  b et  D'  — D 

Pour  rendre  la  formule  (4)  d’un  emploi  plus  facile,  il  convient 
de  la  transformer  ainsi  qu’il  suit  : 
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On  représente  les  deux  termes  de  In  parenthèse  par  tang.  x et 
tang.  y , on  a donc 

, _ /sin.x  sin.y\ 

sin.d  = Ungx  — tang.y)  cos.D' = ) co3.  (D— d) 

• Vcos.x  toi.y/ 


cos.x.  cos. y 


sin.  (x  — y) 

a ■ ■ ' '■  — — — ■ 

cos.x.cos.y 


. , sm.  (a:— y) . _ 

sm.cJ  = (co>.D.  cos.d  + sin.D.  sio  d ) 

cos.  x.  cos.  y 

taug.d  zsa*'n‘-X~~y—  (cos.D  — sin.D.  tang.d) 

cos  a.cos.y 

/.  sin.  (x  — y)  . sin.  (x — y) 

lang.d  [ \ — sin.  D ] «= — cos.D 

\ cos.x.cos.y  ) cos.x.cos.y 


cos.x.cos.y 
sin.  (x— y) 


J>(l  -ÜüJfzïl^DV 

\ cos.x.cos.y  / 


. sm.  (x — y) 
l«ng.d  = — • — ■ — — cos 
cos.x.cos.y 

. sin.  (x — y)  _ . sin.»ix— y)  . _ _ 

tang.d  = — cos.D  d — sin.D.  cos.D 

cos.x.cos.y'  eos.>x.cos.*y 

et  enfin,  en  divisant  par  sin.  1". 

_.  , sin.  (x — y)  cos.D  . sin.»  fx—  y),  sin.î  D 

(5)  tang.d = 1 . 1 : — — 

cos.x  cos.y  sin.l"  ï.cos.’x.  cos.*y.  sin.l" 


de 


Cette  formule  calculée,  après  avoir  trouvé  a:  et  y au  moyen 


(6)  tang.x=  P. 


sin.L.  sin.  (P  a) 
sin. H 


_ . sin.D.  cos.  (P  + 1 o) 

(7)  tang.y  = 2.  sin.  i a 


fournit  la  correction  de  déclinaison  en  fonction  des  données. 
Plus  loin,  nous  donnerons  des  exemples  numériques  de  cette 
question  et  de  beaucoup  d’autres. 

On  trouve  encore,  si  l’on  veut,  la  déclinaison  au  moyen  de 
cette  autre  formule 

r>.  . in  j\  sin.®'/  _ sin.L.  sin.P\ 

tang.D'  ou  tang.(D— d)  = ( tang.D n — 

sin.  JR\  cos.D  / 

i ■ l sin.  L.  sin.P  „ ... 

ou,  en  faisant  - — = ung.<p  (8) 

cos.D 


tang.D' 


sin.®'  sm.  (D  — V) 

SIU..K  cps.D.cos.  t> 


(9) 
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S'il  s’agissait  de  trouver,  au  contraire,  les  parallaxes  de  lati- 
tude et  de  longitude,  on  se  servirait  de  formules  analogues  aux 
précédentes  (3)  (8)  (9)  (1)  et  (2),  que  l’on  peut  même  en  déduire 
en  changeant  les  s et  D en  L,  M et  réciproquement,  et  aussi  M, 
longitude  du  lieu  qui  est  aussi  l'ascension  droite  du  zénith  en  sa 
déclinaison,  que  nous  désignerons  par  D (z),  et  qui  n’est  autre 
chose  que  la  latitude  géocentrique  du  lieu  de  l'observation. 

Ces  formules  seraient 


(10)  M = sin.P. 


sin.[M(A)  — M («)cos.L(D] 
cos.  L.  sin.1'' 


+ 


+ 


610.* P 


cos.  *(s) 
2.  cos.*  L 


w siu.2  [M  (A)  — M(*)) 

* siD.l" 


(<») 


long  L' 


sin  M' 

sin  M 


X 


sin.  (L — <p') 
cos  L.  cos.'?' 


. . . tang.  <P  ' = 


ein.D.  sin  P 
cos  L 


«2) 


tang.M' 


cos. L. sin. M — sin. P.  cos.D.sin.  ai 
cos. L.  cos. M — sin. P.  cas. D.  cos.  JH 


(13)  tang.M' 


cos.L'(sin.M  — sin. P.  sin.  /H) 
cos.L.  cos.M  — sin. P.  cos.D,  cos. Al 


On  peut  se  proposer  de  passer  des  ai  et  D d'un  astre  h ses  L 
et  M.  Les  formules  se  déduisent  avec  la  plus  grande  facilité  du 
triangle  PP'S  (fig.  63,  plancAe  XXIV)  dans  laquelle  7»=ai  ; 
Sn  = D;  >w»  = M;  Sm  = L. 

Les  arcs,  PP'=»;  P'S  = 90— L ; PS=90— D. 

Dans  le  triangle  PSS',  P'=90 — M et  P=180° — (90 — ai)  = 
90  -4-  ai. 

Les  formules  (2)  et  (4),  §61,  nous  fournissent 


(14)  sin  D = cos.to.  sin.L  4-  sin.to.  cos.L.  sin  M 


(15)  long. ai  = 


eos.io.  Bin.M  — sin.to  lang  I. 
cos.M 


(IC)  sin.L  = cos.to.  sin. O — sin.to.  cos.D.  siu.Jl 


(17)  tang.N  ■ 


tang.D.  sin.to  4-  cos.to.  sin.  ai 


cos. al 


Ces  relations  convenant  & un  point  quelconque  du  ciel,  don- 
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nent  le  moyen  de  trouver  les  coordonnées  du  zénith.  Ainsi,  les 
deux  dernières  pourraient  s'écriro,  dans  ce  cas,  ^ 

(18)  sin.  (L.x)  = cos.u).  sin.(D.r)  — sin.w.  cos.(D.x)  sin.(iR.s) 


(10)  tnng.(M.z}= 


lang.  (D.x)  sin  u>  + cos  to.  sin.(Jl.i) 


(Fo»r  les  tableaux  X et  XI.) 


COS  (SA.X) 


528.  Réfraction.  L’effet  produit  parla  réfraction  est  contraire  h 
celui  de  l'aberration.  Elle  fait  paraître  les  objets  plus  hauts,  par 
rapport  à l’horizon,  qu’ils  ne  le  sont  réellement. 

L’erreur  angulaire  causée  par  la  réfraction  varie,  d’ailleurs, 
avec  la  hauteur  au-dessus  de  l’horizon.  Nulle  au  zénith,  elle 
augmente  de  plus  en  plus,  à mesure  que  lo  point  visé  s'en  éloigne 
davantage.  Elle  dépend  aussi  de  la  densité  de  l’air  et  de  sa  tem- 
pérature. 

Pour  construire  des  tables  au  moyen  desquelles  on  pût  promp-* 
tement  corriger  les  angles  observés,  on  est  arrivé,  par  des  calculs 
assez  longs  que  nous  croyons  inutile  de  placer  ici,  h la  formule 


r=r'  ^ sio.nrUang./ — i sin.»»r'.  taog.» / + — ^ sin  'nr'.laDg75+etc.^ 

dans  laquelle  r'  est  la  réfraction  horizontale,  et  r celle  relative 
à une  distance  zénithale  «f.  n est  un  nombre  entier  qui  repré- 
sente — — 1. 
r 

Les  coefficients  des  puissances  de  tang.  <f,  dans  la  parenthèse, 
ont  été  trouvés  par  les  observations  des  passages  supérieurs  et  in- 
férieurs d’un  nombre  suffisant  d’étoiles,  les  mômes  que  par  les 
calculs  théoriques. 

Une  longue  suite  d’observations  a fait  reconnaître  que  les  ré- 
fractions sont  proportionnelles  aux  tangentes  des  distances  zéni- 
thales correspondantes.  C’est  aussi  ce  que  justifie  la  formule,  6i 
l’on  n’en  conserve  que  le  premier  terme  en  négligeant  les  autres, 
en  raison  du  peu  d’importance  de  leurs  coefficients. 


1 . 

sin.*nr, 


— sin  7 nr,  etc. 

\ 1 


Jusqu’ici,  il  n’est  pas  question  de  l’influence  de  la  densité  et  de 
la  température  de  l’air.  Au  moyen  de  raisonnements,  basés  sur 
les  propriétés  physiques  de  l’air,  on  a trouvé  quo 

h'  (1+  0,0379) (1  +0,0018) 
r ~ r°  0" ,76(1  4- 0,00375. x)(1-f  0.000(8. X) 
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r1  ■ représentant  la  réfraction,  lorsque  le  thermomètre  marque 
10°  elle  baromètre,  0“, 76;  r'  la  réfraction  pour  une  tempéra- 
ture x et  sous  une  pression  h'. 

On  trouve,  dans  la  Connaissance  des  temps  et  dans  beaucoup 
d’autres  ouvrages,  les  deux  tables  dont  nous  avons  parlé  au 
§ 513,  et  qui  ont  été  calculées  au  moyen  des  formules  que  nous 
venons  de  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur. 


CHAPITRE  III. 

OBSERVATIONS  RELATIVES  A LA  MARCHE  d'l'NE  PENDCLE  ET  A LA  DÉ- 
TERMINATION DE  LA  LATITUDE  ET  DE  LA  LONGITUDE  D’UN  POINT, 

AINSI  QUE  DE  L’AZIMUT  D'UN  CÔTÉ. 

. 529.  Calcul  du  temps.  Il  y a trois  manières  de  régler  une 

pendule  au  moyen  d’observations  astronomiques  : 

1°  Par  le  passage  au  méridien  du  soleil*ou  d’une  étoile; 

2“  Par  les  hauteurs  correspondantes; 

3°  A l'aide  des  hauteurs  absolues  ou  des  distances  zénithales 
du  soleil  ou  des  étoiles. 

530.  Par  le  passage  au  méridien.  Lorsqu'on  opère  dans  un  ob- 
servatoire oü  se  trouve  convenablement  établi  un  cercle  mural 
ou  une  lunette  méridienne,  on  note  les  heures  de  passage  des 
deux  bords  antérieur  et  postérieur  du  soleil. 

Si  l’on  veut  vérifier  la  position  de  la  lunette,  ou  si  l’on' est 
dans  l’obligation  de  la  placer  soi-méme,  on  a recours  à une  opé- 
ration préalable  qui  consiste  h observer  les  passages  d’une  étoile 
au  méridien  supérieur  et  inférieur.  Le  parallèle  que  décrit  l’as- 
tre dans  sa  révolution  doit  être  divisé  en  deux  parties  égales  et, 
par  suite,  il  faut  que  le  temps  soit  de  même  durée 'entre  le  pre- 
mier et  le  deuxième  passage,  qu’entre  le  deuxième -et  le  troi- 
sième. S’il  n’en  est  pas  ainsi,  on  déplace  un  peu  la  lunette,  pour 
la  porter  du  côté  où  l’arc  et  le  temps  sont  plus  considérables. 
Après  quelques  tâtonnements,  la  lunette  décrit  bien  le  plan  mé- 
ridien, lorsqu'on  la  fait  mouvoir  autour  de  son  axe  horizontal. 

Nous  ne  croyons  pas  devoir  rappeler  ici  les  vérifications  qui 
ont  été  indiquées  § 392  et  393,  à l’occasion  de  la  lunette  du  théo- 
dolite. 

La  moyenne  entre  les  heures  du  passage  des  deux  bords  hori- 
zontaux du  soleil,  donne  l’heure  vraie. 
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L’heure  du  passage  d'une  étoile  donne  l'heure  sidérale. 

On  compare  l’une  ou  l'autre  h l’indication  do  la  pendule,  après 
avoir  ramené  celle-ci  au  mémo  modo  de  compter  le  temps  que 
celui  fourni  par  l'observation,  ou  réciproquement. 

Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  que  nous  avons  dit,  § 503,  sur  la 
détermination  de  la  différence  constante  et  do  la  variation 
diurne. 

L'opération  est  plus  simple  lorsque  c'est  une  étoile  et  non  le 
soleil  que  l’on  observe:  mais,  dans  l’un  et  dans  l’autre  cas,  on  ne 
s’en  tient  pas  h l'observation  d'un  seul  jour;  on  procède  de  la 
mémo  manière  plusieurs  jours  de  suite,  et  l’on  prend  la  moyenne. 

531.  Par  les  hauteurs  correspondantes  du  soleil.  La  moyenne 
entre  les  heures  d’observation  do  deux  hauteurs  correspondantes 
du  soleil  serait  l'heuro  que  marque  une  pendule  au  midi  vrai, 
si  le  soleil  décrivait  le  même  parallèle  chaque  jour  : mais,  sa  dé- 
clinaison variant  sans  cesse,  il  faut  faire  une  correction  h— — 

i 

( t et  t'  indiquant  les  heures  que  marquait  la  pendule,  lors  des 
observations  du  malin  et  du  soir). 

Soient  P l’angle  horaire  avant  midi,  P',  ou  P±r«  celui  de  l’a- 
près-midi, II  l’heure,  à partir  de  minuit,  T et  T'  ses  indica- 
tions au  moment  des  observations , on  aura  (fig.  64,  pl.  XXIV), 
ce  que  marquera  la  pendule  au  midi  vrai  : 

H=T  + P,  H=T'-P',  d’où  h»I±I'_LzÎ! 

ï 2 

P—  P' 

— j—  est  la  correction  relative  à la  déclinaison. 

Pour  la  réduire  en  temps,  il  faut  diviser  par  15  ou,  comme  nous 
l’avons  dit,  § 512,  multiplier  par  4 et  diviser  par  60. 

Nous  avons  posé  P'=P±a,  par  conséquent  = rp  a : 

ainsi,  la  formulo  qui  fera  connaître  l’heure  qu’indiquerait  la 
pendule  au  midi  vrai,  sera 


n 


T + T'_  a 
« +30‘ 


En  déGnitive,  c’est  a qu’il  faut  déterminer  pour  que  la  ques- 
tion soit  résolue. 

Soient  Z et  P [fig.  65,  planche  XXIV)  le  zénith  et  le  pôle,  S le 
soleil,  a le  complément  de  la  latitude  L du  lieu  de  l’observation, 

65 
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b le  complément  de  la  déclinaison  du  soleil,  et  z sa  distance  zént- 
thaïe;  le  triangle  PZS  fournira  la  relation  suivante, 

cos.*  =»  cos.  a.  cos.  b + siD.a.sin.fc.  cos.  P 
OU  cos.  s =*  sin.L.  sio.  D + eos.L.  cos.D.  cos. P 

La  distance  zénithale  est  la  même  pour  les  deux  observations, 
mais,  à la  seconde,  P et  I)  ont  changé  et  sont  devenus  P±«,D:fc/, 
tandis  que  L est  constant.  Les  éléments  relatifs  à la  seconde  ob- 
servation donnent  ainsi, 

cos.i  = sin.L.  sin.  (D  -f-  /)  -f  eos.L.  cos.  (D  + /)  eos.  (P  -f-  a) 

(()  cos. * = sin.  L.  sin.D.  cos.  / + sin.L.  cos.  D.  sin.  / + 

4.  eos.L  (cos.D.  eos.  / — sin.D.  sin./ ) (cos. P.  cos. a — sio.P.sin.a) 

/et  a sont  assez  petits  pour  qu'on  puisse  considérer  leurs  cosi- 
nus comme  l’unité  et  prendre  les  arcs  pour  les  sinus  : ce  qui  ré- 
duit la  dernière  équation  à 

cos.*  = sin.L.  sin.D  + / . sin . L cos.  D + eos.L  (cos.  D — /.sin.D)  (cos.  P — a . sin  -P) 
et  enfin 

(2)  cos  * =•  sin.L.  sin.D -f-  / (sin.L.  cos.D  — eos.L.  sin.D.  cos.P)  + 

-t-  eos.L.  cos.D.  ços.P  — a.  eos.L.  cos.D.  sin. P. 

On  voit  que  nous  avons,  dans  le  produit,  négligé  le  terme 
-+-O..S'.  cos.L.sin.l).  sin. P,  comme  sans  importance,  par  rapport 
aux  autres. 

Si  l’on  retranche  la  formule  (1)  de  celle-ci,  on  élimine  cos.  z, 
et  l'on  trouve,  entre  les  autres  éléments,  une  relation  indépen- 
dante de  la  distance  zénithale,  et  par  conséquent  la  mémo  pour 
les  diverses  couples  d’observations  que  l’on  voudra  combiner.  (2) 
moins  (1)  fournit  ce  qui  suit  : 

• O =»/ (sin.L) cos.D — eos.L. sin.D. cos  P) —a. eos.L. cos.D. sin. P 

/Ung  L _ _\ 

OU  “=  / 1 —rs  — tang.D.col.P 

V.  sin. P / 

/ connu  en  degrés,  est  converti  en  temps  (§  512)  ; il  est  positif, 
quand  le  soleil  s’avance  vers  le  nord,  c’est-à-dire  du  solstice 
d’hiver  au  solstice  d’été,  et  négatif  pendant  les  autres  six  mois 
de  l’annéo.  Quant  aux  tangentes  de  L et  de  D,  elles  sont  positi- 
ves, lorsque  le  soleil  est  dans  l’hémisphère  boréal  : enfin,  cot.  P 
est  positive  si  P-  est  plus  grand  que  90“  ou  6 h. 
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Nous  pouvons  maintenant  substituer  a dans  l’expression  de  H 
qui  devient 


Telle  sera  donc  l’heure  que  marquera  la  pendule  au  midi 
vrai. 

532.  On  arrive  bien  plus  simplement  à la  môme  formule,  en 
faisant  usage  du  calcul  différentiel.  Voici  comment  on  procède  : 
on  part  de  la  formule  (1). 


L et  z sont  constantes,  P et  D variables,  donc  il  vient,  en  diffé- 
renciant, 

0 = sin.L.co9.D.  dD  — cos.L.  cos.P.sio  D.  dD  — cos.L.  cos.D.  sid.P.  dP 


et,  en  reprenant  pour  dP  et  </D,  les  notations  adoptées  dans  la 
première  démonstration,  et  effectuant  les  divisions  possibles, 


11  ne  faut  pas  oublier  de  corriger  la  distance  zénithale,  de  l'er- 
reur de  réfraction  : ce  qui  se  fait  au  moyen  des  tables  1 et  II 
mentionnées  au  § 513. 

L’angle  horairo,  converti  en  temps  et  combiné  convenable- 
ment avec  l'ascension  droite  apparente  de  l'astre,  donne  l'heure 
sidérale;  PM  I fig.  66,  planche  XXIV)  représente  lo  méridien; 
ee'  les  positions  occidentale  et  orientale  de  l'étoile;  > le  point  équi- 
noxial. 7 M,  ou  l’heure  sidérale,  est  évidemment  égale  à l’ascen- 
sion droite  de  l'étoile  -t-P  ou — P\  suivant  qu’ello  est  située  eu  « 
ou  en  e'. 

On  peut  donc  écrire  : 


533.  Par  les  hauteurs  absolues  du  soleil.  On  peut  atteindre  le 
môme  résultat  sans  s’aslreindre  à saisir  les  instants  où  le  soleil, 
après  midi,  se  trouve  précisément  aux  mômes  hauteurs  qu'avant, 
et  sans  courir  la  chance  défavorable  que  peut-être  le  soleil  sera 
masqué  par  des  nuages  aux  instants  de  l’après-midi  correspon- 
dants aux  observations  antérieures. 


cos. s = sin.L.sin.D-|-  cos.L.  cos.l’.  cos.D 


d’où 


...  sin.L.  cos.D  — cos.L.  cos.P.sin.D 

dp  = JD — — 

cos.L.  cos.D.  siD. P 


T.S  = /R  ± P. 
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Pour  cela,  ou  observe  la  distance  zénithale  apparente  t du 
soleil,  soit  avant,  soit  après  midi  : on  répète  cette  observation 
un  certain  nombre  de  fois , en  tenant  compte  à chaque  fois  de  , 
l'heure  qu’indique  la  pendule. 

On  prend  la  moyenne  des  observations  et  celle  des  heures  : on  , 
corrige  la  distance  zénithale  moyenne  de  la  parallaxe  et  de  la 
réfraction,  la  première  correction  étant  négative  et  la  seconde 
positive.  L’heure  moyenne  est  assez  exacte,  pour  entrer  dans  les 
tables  qui  donnent  la  déclinaison  du  soleil.  Il  faut,  d’ailleurs, 
connaître  la  latitude  du  lieu.  La  résolution  du  triangle  SPZ 
(fig.  65,  pl.  XXIV)  donne  un  angle  horaire  qui  est  l’heure  même, 
si  l'observation  est  faite  après  midi,  ou  son  supplément  à 24  h., 
si  elle  a lieu  aVant.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faut  diminuer  d’un 
jour  le  quantième  du  mois. 

Cet  angle  horaire  est  déterminé  au  moyen  des  trois  côtés  du 
triangle  qui  sont  : la  distance  zénithale  appareille,  le  complément 
de  la  latitude  et  celui  de  la  déclinaison. 

Nous  avons  dit  quelles  sont  los  corrections  que  doit  subir  f. 
Quant  à la  déclinaison,  elle  doit  être  calculée  pour  le  jour, 
l’heure  et  le  lieu  de  l’observation.  Ce  calcul  exige  la  connais- 
sance approchée  de  la  longitude  du  lieu,  pour  pouvoir  connaître 
l’heure  de  Paris  correspondant  h l’instant  de  l'observation  ( Voir 
le  tableau  XII). 

534.  Par  l’observation  des  étoiles.  Les  deux  méthodes  des  hau- 
teurs correspondantes  ou  absolues  conviennent  également,  lors- 
qu’au lieu  du  soleil,  on  a observé  une  étoile. 

La  moycnno  des  heures  qui  correspondent  à des  hauteurs  éga- 
les, do  part  et  d’autre  du  méridien,  donne  l’heure  du  passage  de 
l’étoile  dans  ce  plan.  Cette  opération,  exécutée  deux  jours  de 
suite,  indique  le  temps  que  marquo  la  pendule  en  24  heures  si- 
dérales. On  saura  donc  de  combien  il  faudra  la  corriger  pour 
l’amener  à marquer  précisément  24  heures  sidérales,  entre  deux 
passages  consécutifs  d’une  étoile  au  méridien.  Cette  correction 
se  fait  en  changeant  la  durée  des  oscillations  du  balancier  de  la 
pendule. 

Nous  répétons  que,  pour  avoir  l’expression  du  temps  sidéral 
ou  de  son  supplément,  il  faut  ajouter  l’angle  horaire  h l’ascension 
droite  de  l'étoile. 

S'il  s'agit  de  régler  la  pendule  par  les  hauteurs  absolues  d'une 
étoile,  il  faut,  comme  précédemment,  calculer  son  angle  horaire 
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au  moyen  de  la  latitude  du  lieu,  la  distance  zénithale  et  la  décli- 
naison de  l’astre.  Ici,  il  n’y  a pas  de  correction  de  parallaxe  pour 
<T j mais  pour  la  déclinaison,  on  doit  tenir  compte  de  la  préces- 
sion, la  nutation  et  l'aberration. 

535.  Latitudes.  Il  existe  plusieurs  méthodes  pour  déterminer 
la  latitude  du  lieu  où  l’on  lait  les  observations. 

1°  Par  Us  doubles  passages  des  étoiles  circumpolaires. 

Désignons  par  h et  h1  les  hauteurs  d’une  étoile  dont  e et  e'  re- 
présentent (fig.  G!,  planche  XXIV)  les  passages  supérieur  et  infé- 
rieur au  méridien,  h est  lo  complément  de  la  distance  zéni- 
thale a : celle-ci  est  plus  grando  que  l’observation  f,  de  l’erreur 
de  réfraction  r, 

par  conséquent  *=%—  A .=90- (/  + »■) 
de  même  /,'=90—  a'=90  — U'+r') 

et  i+A'=90-i^  + j'+r-fr') 

La  latitude  L du  lieu  (PH'  sur  la  figure)  est  la  moyenne  entre 
eH'  et  H’e',  donc  : 

L = 90*-l(f-f  J'-f  r + r') 

11  ne  faut  point  oublier  de  noter  les  indications  du  thermomè- 
tre et  du  baromètre  pour  corriger  la  réfraction. 

La  seule  difficulté  de  ce  procédé,  si  simple  dans  un  observa- 
vatoire,  consiste  à placer  exactement  la  lunette  dans  le  plan  mé- 
ridien. 

536.  Par  des  hauteurs  méridiennes  simples.  Lorsque  l’étoile  est 
peu  éloignée  du  pôle,  et  si  l’on  se  sert  du  passage  supérieur,  on 
observe  Ze  — A ; on  connaît,  au  moyen  des  tables,  sa  déclinaison 
Ae  = D,  et  l’on  a ainsi  la  latitude,  puisque  AZ  = Ae  — Ze,  ou 
L = I)  — A. 

Eu  employant  le  passage  inférieur  e',  on  a 

Kl  ou  pn'=t80  — (Av+ZA  c’est-à-dire  l=180— (D+a). 

La  déclinaison  so  compte  toujours  do  0°  à 90v  L’astre  peut 
être  voisin  de  l’équateur.  En  le  supposant  en  S,  un  peu  au-dessus 
de  l’équateurj\A',  on  a 

az=AS  + SZ,  c’est-à-dire  l=d  + a 
quand  l’étoile  occupe  la  position  S',  > 

AZ«»ZS'—  AS»1  c’est-à-dire  i,=»a— n. 

s-.:-  . 
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La  déclinaison  D,  s’il  s’agit  d'une  étoile,  doit  être  corrigée  du 
(ait  de  la  précession,  la  nutation  et  l'aberration.  Lorsque  l’on 
fait  usage  du  soleil,  il  ne  s’agit  de  tenir  compte  que  de  la  réfrac- 
tion et  de  la  parallaxe  do  hauteur  pour  la  distance  zénithale, 
ainsi  que  du  demi-diamètre  apparent,  si  l'on  n’a  observé  que  l’un 
des  bords. 

537.  Par  les  hauteurs  observées  près  du  méridien.  Soit  E la  po- 
sition d’une  étoile  peu  distante  du  méridien  ( fig . GS,  planche 
XXIV),  Ee  est  un  petit  arc  appartenant  au  parallèle  que  décrit 
l’ctoile,  et  dont  le  pôle  est  P.  Les  arcs  EP,  eP  sont  égaux  et  par 
suite  EZ>?Z  (§  49),  EZ  est  la  distance  zénithale  observée,  et  Ze 
en  est  la  projection  sur  le  méridien  : ZP=90 — L;  Pe  = 90—1). 
Donc,  Zr=rZP  — Pe=l)  — L,  et  si  l’on  pose  ZE=Z«-i-a;, 
on  aura  Z E — D — L -+-  x. 

Le  triangle  ZEP  donne  la  relation. 

cos.ZE  = cos.ZP.  cos.PE-f  sin.ZP.  tin. PE. cos. P, 

P désignant  l’angle  horaire.  Nous  pouvons  écrire  l’équation  ci- 
dessus  sous  la  forme 

cos.  [(D  — L)  -\-x]  — sin.L.  sin. D-(- cos.L.  cos.D.  cos. P 
et  parce  que  cos.P  = < — î.sin.»  JP 

cos  (D— LJcos.jc — sin.(D — Ljsin.x  — sm.Ltin.D  + cos.Lcos  ü — ï cos.L  cos. Dsiu.  SP 

Mettons  1 — ^ pour  cos.  x et  a:  à la  place  de  sin..* 
cos.(D — L) — — cos.(D— L)  — x sin.  (D — L)  = cos.(D  — L)  — 2 cos.L.  cos.D.  sin.*  JP 

Supprimons  le  terme  commun  aux  deux  membres,  et  il  vien- 
dra, en  changeant  les  signes, 

«C® 

x.  sm.(D—  L)  + — cos.  (D  — L)=  2. cos.L.  cos.D.  sin.*  JP. 


Pour  réduire  à une  équation  du  premier  degré,  nous  em- 
ployons un  procédé  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  § 436,  en 
faisant  d’abord  x 7 nul.  Nous  trouvons 


_ cos.L.cos.D 
=2-: — — — rr  s«n  * 4 P , 
sin.  (D— L)  ’ 


substituée  dans  le  terme  en  x 2 de  la  formule  complète,  et  divi- 
sant par  sin.  1",  il  vient 


jr  — î 


cos.L.  cos.D 
sin,(D  — L) 


sin.i  J P ^ (cos.L. cos  D.sin.*J  P}»  cot.(D— Ll 
«in.4"  sin  i" 
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Le  plus  ordinairement  on  se  contente,  pour  trouver  x,  de  calcu- 
ler le  premier  terme  du  second  membre  en  négligeant  le  deuxième. 
C’est  à quoi  nous  serions  plus  simplement  arrivé , si , dans 
l’une  des  premières  transformations,  nous  avions  remplacé  cos.  x 

par  l'unité,  au  lieu  de  prendro  les  deux  termes  1 — -dclasérie. 

Si  nous  désignons  par  A la  distance  zénithale  Le  de  l’étoile  au 
méridien,  nous  pouvons,  parce  qu’elle  est  égale  à D — L,  écrirç 
ainsi  la  valeur  de  x 

^cos.L.  cos.D  sin.*!  P 
sin.A  sin.t  " 

Il  est  à remarquer  que  x est  donné  en  fonction  do  la  latitude, 
encore  bien  que  ce  soit  pour  trouver  celle-ci  qu’on  cherche  x. 
Nous  avons  déjà  rencontré  un  semblable  cercle  vicieux,  §403, 
à l’occasion  de  la  réduction  au  centre.  Ici,  comme  ailleurs,  il  est 
facile  de  faire  voir  qu’il  n’y  a pas  lieu  d’étro  arrêté  par  celte 
circonstance.  Et,  en  effet,  les  observations  étant  faites,  comme 
nous  l’avons  supposé,  lorsquo  l’astre  est  très-voisin  du  méridien, 
la  correction  x ne  changerait  pas  sensiblement,  même  pour  des 
latitudes  très- différentes;  à plus  forte  raison,  quand  la  valeur 
employée  pour  L diffère  peu  de  la  vérité.  On  peut,  alors,  pren- 
dre pour  L la  déclinaison  diminuée  de  la  distance  zénithale,  Le 
observée. 

Le  facteur  -n— , que  l’on  trouve  dans  les  tables  de  réduction, 
est  assez  petit  pour  qu’une  légère  inexactitude  dans  l’autre  fac- 
teur 2 C°p  ' n apporte  aucune  erreur  appréciable  dans  la 
valeur  de  x. 

Si,  poussé  par  le  scrupule,  on  voulait  atteindre  une  plus  grande 
précision,  on  calculerait  une  première  fois  L,  pour  l’inlroduiro 
dans  la  formule  : mais  le  second  résultat  donnerait,  pour  x,  une 
quantité  qui  ne  différerait  pas  sensiblement  de  la  première. 

On  fait  plusieurs  observations  de  distances  zénithales,  soit 
avant,  soit  après  midi  : on  prend  la  moyenne  entre  elles  : on 
fait  aussi  la  moyenne  des  heures  indiquées  par  la  pendule,  ce  qui 
permet  de  connaître  l’angle  horaire  moyen;  puis,  à l’aide  de 
ces  éléments,  on  trouve  x.  ( Voir  le  tableau  XIII.) 

Si  nous  ne  nous  étions  pas  proposé  d’indiquer  principalement 
tous  les  procédés  des  calculs,  d’une  manière  quelquefois  minu- 
tieuse même,  nous  nous  en  tiendrions  à ce  qui  précède  : mais 
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notre  tâche  ne  serait  pas  remplie  ; nous  plaçons,  à la  fin  de  l’ou- 
vrage, des  tableaux  et  des  exemples  qu'il  faut  que  le  lecteur 
puisse  comprendre,  et  pour  lesquels  nous  sommes  obligés  d'ajou- 
ter des  explications  nouvelles. 

D’abord  la  formule 

fin.»  J P «os. D.  coj  L 
X ' sin.t"  sio.^D — L) 

suppose  que  l’on  connaisse  exactement  î’angle  horaire  P,  et  que 
la  déclinaison  D est  constante.  Celle  dernière  condition  se  réa- 
lise lorsqu’on  se  sert  d’une  étoile,  mais  elle  n’a  pas  lieu,  quand 
on  observe  le  soleil.  Quant  à la  première  supposition,  elle  n’est 
pas  toujours  admissible  : elle  lo  serait,  pour  l’observation  des 
étoiles,  si  la  pendule  réglée  d’abord  sur  le  temps  sidéral,  n'é- 
prouvait aucune  variation  diurne.  Ce  cas  est  très-rare;  ainsi, 
il  faut  presque  toujours  tenir  compte  d’une  avance  ou  d’un  re- 
tard quelconque.  Quand  on  observe  lo  soleil,  dont  la  marche 
n’est  pas  régulière,  il  y a une  correction  h apporter  h la  valeur 
de  P,  puisque  chaquo  jour  la  marche  du  soleil  diffère  de  celle  de 
la  pendule. 

Pour  qu’il  n'y  ait  pas  confusion  dans  ce  qui  va  suivre,  prenons 
d’abord  le  cas  où  l'on  observe  le  soleil. 

En  24  heures  de  temps  vrai,  la  pendule  marque  24  ±:  p,  p re- 
présentant un  certain  nombre  de  secondes.  L’angle  P fourni  par 
la  pendulff  devra  donc  subir  une  correction  et  devenir  P'  que 
donnera  la  proportion 

w>±pzp::  PîP’-p“pïpri7 

d’où  p'=p0+i4i47) 

et,  en  représentant  Par  P't  P'= P (t  -f  p') 

Cela  posé,,  remarquons  que  P est  toujours  un  très-petit  arc  de 
3°  ou  4°  au  plus,  ou  de  16m  en  temps,  et  nous  pourrons  dire  que 
sin^çP'  et  (yj  diffèrent  très-peu  l’un  de  l’autre,  de  telle  sorte 

-J,  c’est-à-dire 

2 (y)’(  1 + P )’>  ou  encore  JPJ(l  + />')* • 

Pour  simplifier,  et  sans  porter  atteinte  à la  vérité  d’une  ma- 
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nière  sensible  du  moins,  en  raison  de  la  petitesse  de  P et  de  />', 
nous  mêlions  P h la  place  de  | PJ,  et  nous  ne  tiendrons  compte 
que  des  deux  premiers  termes  du  développement  de 
La  formule  deviendra 


C0S.L.C05  D , 
siu.fD-L)1  + 


\ 


/>'  étant  égal  à ou  à mw>,±/ 

Nous  avons  dit  ailleurs  qu’on  prenait,  pour  la  latitude  L,  en 
tant  qu’on  la  considère  comme  simple  élément  de  calcul,  une 
valeur  approeliéo,  suffisamment  exacte.  Quant  à D,  on  en  trouve 
la  variation  diurne,  dans  la  Connaissance  des  temps,  et  l’on  en 
conclut  celle  qui  correspond  à l’angle  horaire  moyen. 

L’arc  total  parcouru  par  la  lunette  supérieure  du  cercle  ré- 
pétiteur, si  l’on  emploie  cet  instrument,  divisé  par  le  nombre  des 
observations,  donne  la  distanee  zénithale  moyenne,  dont  la  hau- 
teur apparente  du  soleil  est  le  complément.  Les  tables  1 et  II 
de  la  Connaissance  des  temps,  et  déjà  citées,  fournissent  une  pre- 
mière correction  relative  à la  réfraction,  toujours  additive  pour 
les  distances  zénithales,  et  par  conséquent  négative  par  rap- 
port à la  hauteur  des  astres  au-dessus  de  l’horizon.  La  table  XI 
donne  la  correction  de  parallaxe,  do  signe  contraire  à celle  de 
réfraction. 

La  distance  zénithale  moyenne  se  trouve  ainsi  transformée  en 
distance  zénithale  vraie  ou  géocenlrique.  On  combine  celle-ci 
avec  la  déclinaison  calculée  pour  l’heure  même  de  l’observation, 
s’il  s'agit  du  soleil.  On  trouve,  datis  la  Connaissance  des  temps, 
la  déclinaison  du  soleil  pour  chaque  jour  de  l'année,  et  par  con- 
séquent la  variation  diurne. 

On  y trouve  également  les  ® et  D de  ili  étoiles  principales, 
calculées  de  dix  jours  en  dix  jours,  et  celles  de  la  polaire,  pour 
tous  les  jours  de  l’année  à midi  moyen  de  Paris.  La  variation  est 
si  faible,  pour  les  étoiles,  qu’on  n'a  pas  de  parties  proportion- 
nelles à calculer  pour  connaître  la  déclinaison  d’une  étoile,  le 
jour  de  l’observation  : on  doit  la  regarder  commo  constante  pen- 
dant la  période  do  dix  jours  qui  comprend  celui  de  l’observation. 

Nous  avons  dit,  §535,  comment,  d’après  la  position  de  l'astre, 
on  pouvait  avoir,  en  désignant  par  â le  complément  de  la  di- 
stance zénithale, 

L = D — A;  i.=HS0°—  (D+  A);  L = D+A;  L = A - D. 
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Il  nous  reste  5 donner  une  dernière  explication,  celle  du  ta- 
bleau dans  lequel  s’inscrivent  les  éléments  fournis  par  l'obser- 
vation et  se  font  les  calculs.  (Voir  lo  tableau  XIII.) 

La  première  colonne  contient  les  chiffres  représentant  le  nom- 
bre des  répétitions. 

Dans  la  deuxième  colonne,  on  écrit  les  heures  que  marque  la 
pendule  à l'instant  de  chaque  observation  : les  unes  sont  anté- 
rieures à midi,  les  autres  postérieures. 

On  prend  l'expression  du  temps  moyen  au  midi  vrai,  pour  le 
jour  de  l’observation,  dans  la  Connaissante  des  temps.  La  diffé- 
rence de  ce  nombre  et  des  heures  de  la  pendule  donne  les  an- 
gles horaires  que  l’on  écrit  dans  la  troisième  colonne,  en  tenant 
compte  toutefois,  et  dans  le  sens  convenable,  de  l’avance  ou  du 
retard  de  la  pendule. 

La  moyenne  de  ces  angles  horaires,  comptés  avec  le  signe  qui 
indique  ceux  qui  appartiennent  au  matin  et  ceux  qui  dépassent 
midi,  sert  à trouver  plus  tard  la  variation  en  déclinaison  du  so- 
leil. 

Chacun  des  angles  horaires  a servi  lui-méme  ou  sert  ensuite 
d’argument  pour  trouver  (table  XVI,  Astronomie  de  Puissant,  ou 
table  X,  Astronomie  pratique  de  F rancœur),  la 'réduction  au  mé- 
ridien correspondante.  On  les  écrit  successivement  dans  la  qua- 
trième colonne,  on  en  fait  la  somme,  que  l’on  divise  par  le  nom- 
bre d’observations,  et  l’on  a la  réduction  moyenne,  représentée 

dans  la  formule  par  2 ^ , puis  enfin  simplement  par  P. 

538.  Par  la  hauteur  de  la  polaire.  Celte  dernière  méthode 
évite  l’emploi  d’une  valeur  approchée  de  L,  dans  la  recherche 
de  x ; mais  elle  n’est  avantageuse  qu'autant  que  la  déclinaison 
est  très-petite.  Cette  condition  sq  manifeste  clairement  dans  la 
formule  que  nous  allons  chercher. 

ZP  = 90  — L (fig.  69,  planche  XXIV). 

Le  = 90  — h — t . 

P«  = 90  — D = d et  P = l'angle  horaire. 

On  a observé  «f;on  connaît  l'angle  P,  et  l’on  veut  trouver  L. 

L'étoile  que  l'on  observe  étant  voisine  du  pôle,  on  peut  repré- 
senter la  petite  différence  qui  existe  entre  ZP  et  Le  par  x,  c’est- 
b-dire,  quo 

.r  =*  P — « i— 90  — L — (90  — h)  OU  je  = A — L et  L = A-r 
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On  a,  dans  le  triangle  Z et  P, 

cos.s»  = cos.xP.  cos.Pc-]-sin.ïP.  sin. Pc.  cos. P 
siu.A  = sin.L.eos.d-fcos.L.  sin  .d.  cos.P 
sin.  A = sin.  (A  — x)  cos.d  + cos.  (A  — x)  sin.d.  cos.  P 
sin.A>=(sio.A.  cos.x  — sin.x  cos.  A)cos  d -f  (cos. A.  cos  x + sin. A.  sin  x)  sin. d.  cos. P 

Réunissant  les  termes  en  sin.  x,  et  ceux  en  cos.  x,  puis  divi- 
sant par  sin.  h, 

t = cos.x(cos.d-4-cot.A.  sin.d.  cos.P)  — siu.x  (cot.A.  cos. d — sin. d.  cos. P) 
d étant  très-petit,  on  peut,  en  substituant  los  séries  à son  sinus  et 
à son  cosinus,  négliger  les  puissances  supérieures  h la  troi- 
sième , 

1 = cos.x  cot.A  cosp]  — 

- sin.x  [(l  - Ç)  cot.  A — (d  — *)  cos.p] 

ou,  en  effectuant  les  multiplications  dans  les  parenthèses, 


d%  d 3 

i = cos.x  (4  +d.cot.A.  coa.P  — ■—  — — cot.A.  cos.P)  — 
z G 

— 8iD.x(COl.A  — (f.  COS.P  — ^ cot.A  + COS.P) 

- 6 

a;  et  et  croissent  et  diminuent  ensemble  : lorsque  d = o,  x est  nul 
aussi.  On  peut  donc  poser 

x=Ad-f  Bd*  -f  Cd* 

en  s’arrêtant  à la  troisième  puissance  du  petit  arc  d. 

A,  B,  C sont  des  coefficients  indéterminés  que  nous  calculerons 
plus  tard  ; mais,  d'abord,  introduisons  cette  expression  do  x,  dans 
les  séries  qui  représentent  son  sin.  et  son  cos.,  et  qui  deviennent 
ainsi , 

x*  A» 

co?.x=  4 — •— =t  — — d'  — ABd* 

Z i 

sin.x  = Ad  + Bd*  + Cd*  — d-  = Ad  -f  Bd*  + d* 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l’équation  {»),  la  transforment  en 
celle  qui  suit  : ' , 

* ■=('  — A*d»  — ABd»)  (4  — d.  col. A. cos.P  — ~ — i-  cot.Acos.P)  — 

fi  ü 

— (Ad -}-  Bd* -f  ^0  — -^r)d»)  (col. A — <1  coi  P — -7  col.  A + -^r  cos. P) 


- - 


jat 
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Multipliant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  d 


I + C01.A.  COS.P 
— A col.A 


,,-41 


4 

! 


d*  — 


AB 


/A*  cot  A \ _ 

_("ïco  A — "g  B)cosP 

/ A A*\ 

~(C- 2 ~ 6*)  COt  A 


d* 


+ A cos.P 
— B rot. Al 
Celte  équation  de  la  forrao 

o = Py  4-  Qi/®  + Ry3 

pour  être  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y,  exige  que 

P=o,  Q = o,  R=o 

Il  faut  donc  que 

A.  cot. A — cos.P,  cot. A = o 

_ „ , A»  1 

A.  cos.  P — B.  col.A  — — = o 

2 2 


(A*  4 N /A  A*\ 

— cot  A—  — cot. A — B J cos.P-)-  fC  — — — g-J  col.A  *=  o 

ces  trois  équations  déterminent  A,  B,  C. 

Do  la  première  on  tire,  A = cos.  P,  qui,  substitué  dans  la  se- 
conde, donne 

p 

cos.*  P — B.  col.A  - J cos.*y  — } = o 
OU  B col.A  ~ — | (4  — cos.*  P) 

et  par  suite  B=  — ^sin.*  P.  tang.A 

Dans  la  troisième,  on  supprime  d’abord  AB  et  — B,  cos.  P qui 
se  détruisent,  et  l’on  en  tire,  en  divisant  par  le  facteur  commun, 
cot.  h. 

C = J cos.P  — | cos.P  — j cos.*P-f- J cos.*  P 
C = ($  — i)  cos.P.  (4  — cos.*  P; 
et  enfin  c*=i  cos.P.  sin.*P 

Nous  avions  posé  * «=  Ad  -f  Bd*  + Cd* 

d*  d* 

donc  x = d.  cos.P  — — sin.*P  l.mg.A-f-  — • cos.P.  sin.*  P. 

2 J 

Il  faut  ramener  le  socond  membre  à une  quantité  homogène 
exprimée  en  secondes. 
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Lo  premier  terme  satisfait  à cette  condition,  puisque  d est  un 
nombre  de  secondes,  multiplié  par  un  nombro  abstrait  : dans 
le  second,  on  multiplie  d2  par  sin.  1"  par  sin.2  1"  dans  le  troi- 
sième. On  à donc,  enfin, 

d*  d* 

x «=  d.  cos.P  — — sin.»  P.  sin.t  ".  tang  A sin.4  P.  cos. P.  sin.* I " 

£ O 

(fl  (fï 

L = A — d.  cos.P  -J-  — sin.4  P.  sin.t  ".  tang.A  — — sin.4  P.  cos.P. sin.4 1 

• a o 

I.es  trois  termes  du  second  membre  contiennent  des  signes 
trigonométriques  qui  sont  des  nombres  abstraits.  Il  faut,  alors, 
que  le  facteur  d,  d 2 et  d 1 dans  chacun  de  ces  termes  soit  donné 
en  secondes,  puisque  la  correction  x est  un  nombre  de  secondes. 
Il  en  est  ainsi  pour  d dans  le  premier  terme,  auquel  il  n’y  a 
par  conséquent  aucune  modification  à apporter.  Il  n’en  est  pas 
de  même  des  deux  autres  dans  lesquels  nous  avons  dû  multi- 
plier d 2 par  sinus  1"  et  d 3 par  sin.2  1". 

Telle  est  la  formule  à l’aide  de  laquelle  on  trouve  la  latitude  -, 
mais  elle  ne  peut,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé,  servir  qu’au- 
tant  que  d,  complément  de  la  déclinaison,  est  Irùs— petit.  C'est 
donc  l’observation  de  la  polaire  qui- est  la  plus  favorable.  On  a 
pu  remarquer,  en  effet,  que  la  série  qui  donne  L,  se  développant 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  d,  n’est  convergente  qu’au- 
tant  que  d est  très-petit.  (Foir  le  tableau  XIV.) 

L’observation  de  la  polaire,  comme  de  toute  autre  étoile  d'ail- 
leurs, est  plus  facile,  lorsqu’elle  est  le  plus  loin  possible  du  mé- 
ridien, c’est-à-dire,  quand  elle  atteint  le  cercle  horaire  de  six 
heures;  parce  qu’alors,  elle  reste  un  peu  plus  longtemps  sur  le 
même  vertical.  Cette  circonstance  permet  de  faire  l’observation 
plus  exactement.  , * 

539.  Longitudes.  La  différence  en  longitude  de  deux  points 
do  la  terre  se  détermine  de  plusieurs  manières. 

Les  marins  emploient  souvent  un  procédé  fort  imparfait,  mais 
qui  donne  de  certaines  approximations,  suffisantes  parfois.  Ils 
rectifient  d'ailleurs  les  résultats,  lorsqu’ils  le  jugent  nécessaire  et 
que  c’est  possible,  au  moyen  d’observations  astronomiques. 

Ce  procédé  consiste  à jeter  à la  mer  un  corps  en  bois  et  en 
liège  restant  à la  surface,  et  que  l’on  considère  comme  ne  quit- 
tant pas  la  place  où  il  a été  mis  à l’eau.  A ce  corps,  qu'on  nomme 
loch,  est  attachée  une  corde  dont  l’autre  extrémité  reste  dans 
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le  vaisseau.  On  laisse  filer  la  corilc  dont  la  longueur  est  connue 
par  les  nœuds  qui  la  subdivisent.  On  peut  ainsi  apprécier  la 
marche  du  bûlimdht  en  un  temps  donné,  et  l'on  en  conclut  l’es- 
pace franchi  sur  une  direction  indiquée  par  la  boussole.  Le  ré- 
sultat rapporté  graphiquement  sur  la  carte,  fait  connaître  le  lieu 
où  l’on  est.  C’est  ce  qu’on  appelle  faire  le  point. 

540.  Mais,  en  général,  et  pour  trouver  avec  précision  la  diffé- 
rence en  longitude  de  deux  lieux  quelconques,  on  yobservesimul- 
tanément  un  mémo  phénomène  céleste, ou,  si  les  observateurs  lie 
sont  pas  placés  à des  distances  trop  considérables,  on  produit,  en 
un  lieu  intermédiaire,  un  fait  instantané  et  qui  peut  être  visi- 
ble pour  les  deux  observateurs,  tel  que  l’explosion  d’une  certaine 
quantité  de  poudre,  ou  l’apparition  d’un  fanal  au  sommet  d’un 
monument,  ou  bien'encore,  l’ascension  d’une  fusée  dans  les  airs. 
Dans  l’un  et  l’autre  cas,  chacun  recueille  l’heure  exacte  h la- 
quelle il  a aperçu  le  phénomène  céleste  ou  le  signal  convenu. 
La  différence  des  heures  indiquées  par  les  pendules  est  la  diffé- 
rence des  longitudes.  Il  va  sans  dire  que  chacune  des  pendules 
est  réglée  sur  le  méridien  du  lieu  où  elle  est  placée. 

Cette  piélhode  a des  inconvénients  que  l’on  devine  aisément  : 
il  faut,  avant  de  se  séparer,  convenir  do  ce  qu’on  fera.  Celui 
qui  se  transporte  en  une  contrée  lointaine  ne  peut  communi- 
niquer  qu’ü  son  retour  directement  avec  l’autre.  Et,  d’ailleurs, 
il  peut  se  faire  qu’il  ait  besoin  do  connaître  immédiatement  lo 
résultat  de  ses  observations, 

541.  Les  chronomètres  remédient  ù cet  inconvénient,  cl  l’on 
comprend  que,  si  parlant  d’un  point  A avec  un  chronomètro 
bien  réglé  sur  son  midi  moyen  été  l’abri  de  tout  dérangement, 
on  aura  immédiatement  la  longitude  du  point  B,  par  la  diffé- 
rence de  l’heure  moyenne  do  ce  lieu,  avec  celle  du  chronomè- 
tre. Ne  pouvant  espérer  qu’un  instrument  soit  aussi  parfait,  il 
est  nécessaire  de  le  régler  d’abord,  do  le  vérifier  de  temps  en 
temps,  pour  connaître  6es  variations  absolue  ou  diurne,  et  pou- 
voir en  tenir  compte.  Ajoutons  que  les  vérifications  devront  être 
d’autant  plus  fréquentes,  qu’on  aura  eu  occasion  do  faire  des  ob- 
servations de  temps  à autre  : car,  alors,  on  pourra  douter  de 
toutes  celles  qui  auront  précédé  le  moment  où  l’on  reconnaît  une 
correction  nécessaire,  sans  savoir  au  juste  à quel  moment  a eu 
lieu  le  dérangement  du  chronomètre. 

Disons,  enfin,  que  l’on  no  dispose  pas  toujours  d'un  chrono- 
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mètre,  ou,  qu'en  ayant  un,  rien  n'assure  qu’il  ne  sera  pas  mis 
hors  üo  service  par  un  accident  imprévu.  11  faut  donc  en  revenir 
aux  doubles  observations  simultanées. 

542.  On  peut  se  servir  des  éclipses  du  soleil,  de  la  lune  ou  des 
satellites  de  Jupiter,  ou  encore  des  occultations  des  étoiles;  mais 
chacune  de  ces  manières  de  procéder  a ses  inconvénients. 

Les  éclipses  de  la  lune  et  des  satellites  de  Jupiter  sont  instan- 
tanées pour  tous  les  points  de  la  terre  desquels  elles  sont  visi- 
bles, parce  qu'elles  sont  le  résultat  de  l’entrce  dans  le  cône  d’om- 
bre projetée  par  la  terre  ou  par  Jupiter. 

Il  n'en  est  pas  de  mémo  de  celles  du  soleil,  causées  par  l'in- 
terposition de  la  lune  entre  le  soleil  el  le  lieu  où  se  trouve  l’ob- 
servateur. Le  phénomèno  ne  se  produit  donc  pas  au  même  mo- 
ment pour  deux  personnes  placées  en  deux  points  différents  du 
globe. 

Les  éclipses  du  soleil  et  de  la  lune  sont  trop  rares,  pour  qu'on 
puisse  s’en  servir,  surtout  dans  le  cours  d'un  voyage. 

Dans  les  éclipses  do  lune,  les  bords  de  l'ombre  terrestre  ne 
sont  pas  nettement  déterminés. 

A ce  double  point  de  vue,  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter 
sont  bien  préférables.  Mais,  pour  les  observer,  il  faut  d’excel- 
lentes lunettes,  et  même  il  est  indispensable  que  les  deux  soient 
également  fortes,  également  bonnes,  sinon  l'éclipse  paraîtra 
commencer  plus  tôt  et  finir  plus  tard,  pour  l'observateur  armé 
du  moins  bon  instrument.  Le  satellite  cessera  de  paraître  pour 
lui,  tant  qu'il  sera  dans  l'ombre  de  la  planète,  tandis  que  l'autre 
personne  pourra  saisir  les  instants  précis  de  l'immersion  et  de 
l’émergence. 

Quant  h l’occultation  de  certaines  étoiles,  des  erreurs  sur  l'in- 
fluence du  la  parallaxe  lunaire  en  causent  de  très-graves  dans 
les  résultats. 

5'»3.  La  meilleure  manière  de  procéder  la  plus  simple  et 
celle  qui,  par  conséquent,  convient  le  mieux  aux  ofTiciers  pour 
lesquels  nous  écrivons  plus  spécialement,  est  celle  dont  nous 
allons  parler  avec  quelques  détails. 

L’observation  se  fait  en  un  seul  point,  tel  jour  et  à tello  heure 
qu’on  veut.  La  détermination  de  la  longitude  dépend  de  la  di- 
stance angulaire  qui  sépare  la  lune  soit  du  soleil,  soit  des  pla- 
nètes, soit  encore  do  neuf  étoiles  favorablement  situées. 

La  Connaissance  des  temps  fournit,  pour  tous  les  jours  de  l an- 
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née,  et  de  trois  heures  en  trois  heures,  la  distance  de  la  lune  à 
ces  astres,  qui  tous  peuvent  être  vus  à l'aide  d'une  lunette  ordi- 
naire. Les  heures,  correspondant  aux  distances  angulaires,  sont 
rapportées  au  méridien  de  Paris  et  calculées  en  temps  moyen. 

Si  l'on  peut  saisir  le  moment  où  la  lune  est  séparée  du  soleil 
ou  d’une  étoile,  par  l'une  des  distances  angulaires  consignées 
dans  les  tables  sus-mentionnées,  la  différence  entre  l'heure  qui 
y correspond  et  celle  de  l'observation,  convertie. eu  arc,  est  la 
longitude  rapportée  au  méridien  de  Paris, 

La  distance  observée  entre  les  deux  astres  n’est  pas  nécessai- 
rement l’une  do  celles  des  tables  : cette  condition  rendrait  l'ob- 
servation bien  plus  pénible.  Une  proportion  fera  facilement 
connaître  à quelle  heure,  l'angle  aurait  été  le  même  à Paris.  La 
longitude  est  alors  la  différence  entre  l’heure  fournie  par  le  qua- 
trième terme  de  cette  proportion  et  l’heure  de  l’observation. 

il  nous  reste  d parler  d'une  dernière  considération  impor- 
tante. La  Connaissance  des  temps  donne  les  distances  vraies, 
tandis  qu'on  ne  mesure  qu’nne  distance  apparente.  Il  faut,  ainsi, 
transformer  celte  dernière  pour  la  rendre  comparable  èt  celles 
des  tables.  Voici  comment  on  peut  calculer  la  correction  : 

Soient  LS  la  distance  vraie  du  soleil  à la  lune, 

L'S'  leur  distance  apparente  ( fig . 70,  planche  XXIV.) 
La  parallaxe  du  soleil  étant  plus  faible  que  la  réfraction,  S po- 
sition apparente  est  plus  élevée  que  S’,  L'  est,  au  contraire,  si- 
tuée plus  bas  que  L,  par  la  raison  qu’ici  la  parallaxe  est  plus  con- 
sidérable que  la  réfraction. 

On  mesure  la  distance  S'L'  et  les  distances  zénithales  corres- 
pondantes, ou,  si  l’on  veut,  les  hauteurs  au-dessus  de  l’horizon 
qui  en  sont  les  compléments.  On  note  les  indications  du  baromètre 
et  du  thermomètre;  puis,  on  lit  l’heure  à la  pendule  qui,  d’a- 
bord, a été  bien  réglée  sur  le  méridien  du  lieu.  Oji  tient  compte, 
s’il  y a lieu,  et  suivant  qu’on  a observé  les  deux  bords  internes 
ou  les  deux  bords  externes  de  l'astre,  ou  l'interne  de  l’un  et  l'ex- 
terne de  l'autre. 

Désignant  par  h cl  A'  les  hayteurs  apparentes  et  par  H et  II’, 
les  hauteurs  vraies,  on  obtient  ces  dernières  en  corrigeant  les 
autres  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe. 

Si,  enfin,  nous  convenons  de  représenter  par  D et  D'  les  di- 
stances vraie  et  apparente,  nous  aurons  dans  le  triangle  L'ZS^ 

co5.Df  = sin.A.  sio./ê  -|-  cos. A.  cos.V.  cos. s 
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et  dans  le  triangle  LZS 

cos  D = sin.H.  sin.H'  -J-  cos. H.  cos  H',  coi.» 
d’où,  en  éliminant  Z qui  est  inconnu, 

» 

cos.D' — sin.  A.  sin.  A'  cos.D — sin.H.  sin.H' 


cos.A. cos .A' 


cos.H.  cos. H' 


Ajoutant  l’unité  à chaque  membre,  et  opérant  les  réductions 
qui  se  présentent,  on  trouve 


«H 


cos.D'-f-cos,  (A+  h')  _cus.D  + cos,(U  -f.  H') 
cos. A.  eus. A'  cos.H.  cos.H' 


La  trigonométrie  rectiligne  fournit  les  formules  qui  suivent  : 
(2)  cos.A-f-cos  B=2.cos  J(A-|-B)cos.l(A  —B) 

et  aussi 

(3)  cos.  A + cos.B=2.  cos.*  | A — 2 sin  • J B 

parce  que  2cos.*}A  = l -f  cos.A  et  2sin.*JB=  < — cos.B 

Transformant  le  premier  membre  do  (1)  en  vertu  de  (2)  et 
son  second  membre,  au  moyen  de  (3),  il  vient 

2.co»i(A  + A'4-D')cos.i(A-f  A'-D')  2.cos.*}(H-f  n')-2.sin.»ib 

cos.A.  cos.A'  cos.H.  cos.H' 

ou,  en  résolvant  par  rapport  ù D 

sin.*  ÇD  = c os.*  i(n  + H')  — cos.  J ( A + A'  + D')  cos*  ( A -f  A'  - D') 


On  fait 


,1%  cos.H. cos.H'v  c.os  A'+ DT cos.  J(A  + A' — D1) 

W cos.A.  cos.A'X  cos  * JlH  + H')  -sm.’P 

d’où  sin.»lD  = cos.«}(H  + H')  (<  — sin.*  ?)<==  cos  * f(H  -f  n')cos  • P 
et  sin. | D =*cos.j(H  -f  H1)  cos.<P  (5) 

l’équation  (1)  détermine  et  l’équation  (5)  fait  connaître  la  di- 
stance vraie  D,  qu’on  peut  alors  comparer  à celtes  de  la  table 
dont  nous  avons  précédemment  parlé. 

• • » » 

511.  Azimuts.  Si  l’on  connaissait  un  point  matériel  du  méri- 
dien du  lieu  où  l’on  se  trouve,  l’opération  ne  présenterait  au- 
cune difficulté.  On  observerait  l’angle  compris  entre  co  point  et 
celui  qui  forme  l’extrémité  du  côté  dont  on  cherche  l’azimut. 
On  le  réduirait  à l’horizon,  dans  lo  cas  où  l’on  se  serait  servi  du 
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cercle  répétiteur.  Il  n'y  aurait  aucune  correction  à y faire,  si  l'on 
avait  fait  usage  du  théodolite.  Celle  manière  d’agir  ne  convient, 
que  dans  le  cas  très-rare  où  l’on  a à sa  disposition  une  lunette 
de  passage,  et  où,  de  plus,  les  localités  permettent  de  faire  éta- 
blir une  mire  ù une  grande  distance  sur  la  direction  exacte  du 
méridien. 

545.  Si  l’on  pouvait  saisir  l’heure  précise  où  une  étoile  E (fig. 
71 , planche  XXIV)  passe  au  méridien,  l’opération  reviendrait  à ce 
que  nous  venons  de  dire  au  paragraphe  précédent.  L’angle  ob- 
servé entre  l’étoile  et  l’objet  terrestre  serait  l'azimut  lui-même, 
si  cet  objet  était  placé  en  V h l'ouest  du  méridien  ; ce  n’en  serait 
que  le  supplément  à 360"  ou  400'  s’il  était  situé  vers  l’est,  en 
V'.  No  pouvant  reconnaître  le  moment  du  passage  de  l'étoile  au 
méridien,  et  d’ailleurs  préférant,  comme  toujours,  que  l’angle 
cherché  soit  la  moyenne  entre  plusieurs  observations,  on  doit 
mesurer  l’angle  plusieurs  fois,  tant  avant  qu’après  son  passage. 

Si  les  secondes  observations  étaient  en  mémo  nombre  que  les 
premières,  et  correspondaient  à des  positions  symétriques  de  l’é- 
toile, la  moyenne,des  observations  serait  encore  l’azimut  exact, 
ou  son  supplément  ù 400°. 

On  ne  peut  s’astreindre  à une  telle  régularité  dans  la  marche 
des  opérations,  mais  il  est  très-possible  de  faire  plusieurs  ob- 
servations un  peu  avant  et  un  peu  après  le  passage.  On  prend 
note  des  heures,  et  l’azimut  moyen  corcespond  h l’heure 
moyenne. 

L’azimut  réel  en  sera  facilement  déduit,  puisqu’il  suffira  de 
l’augmenter  ou  de  le  diminuer  proportionnellement  à ce  dont 
l’heure  moyenne  précède  ou  suit  celle  du  passage  de  l’étoile  au 
méridien. 

516.  Généralement,  on  ne  s'astreint  pas  à suivre  la  marche 
que  nous  venons  d’indiquer  : voici  comment  on  procède. 

On  calcule  l'azimut  d’un  astre,  du  soleil,  par  exemple,  puis 
l’angle  formé  par  les  plans  verticaux,  passant  tous  deux  au  zé- 
nith, l’un  par  l’astre  et  l’autre  par  l’objet  terrestre.  L’azimut  de 
ce  dernier  se  déduit  do  la  combinaison  do  ces  deux  éléments, 
comme  l’indiquent  les  figures  72,  73,  74,  75  ( planche  XXIV). 

Représentons  par  *(©)  l'azimut  du  soleil, 
s (V)  celui  de  l’objet , 

et  par  * l'angle  formé  par  les  directions  O®  et  OV. 
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Pour  la  fig.  72,  on  a 
fig.  73, 
fig.  n, 
fig.  74, 


Z(V)=Z(©)+a 

Z(V)=Z(©)  — a 

Z ( V)  = Z (©)  + a '=  Z (©)  + 360”  - « 
Z (V)  = Z (©)  — #i=  Z (©)  - 360”+  a 


c’est-à-dire,  que  le  soleil  et  l’objet  se  trouvant  du  même  côté  du 
du  méridien, 

Z(V)  = Z(©)±« 


si,  au  contraire,  le  méridien  les  sépare, 


Z (V)  «=  Z (©)  ± (360”  — a) 

Le  problème  se  subdivise.  Il  faut  trouver, 

1*  L'azimut  du  soleil; 

2”  L’angle  *. 

L’azimut  du  soleil  est  l’angle  SZP,  ou  plutôt  son  supplément  à 
360”,  ce  qui  ne  complique  nullement  la  question  (fig.  65,  plancht 
XXIV). 

On  connaît  : PZ,  complément  de  la  latitude, 

SP,  complément  de  la  déclinaison  fournie  par  les 
tables,  et  l’angle  horaire  P,  que  marque  la  pendule  au  moment 
de  l’observation.  Au  moyen  des  analogies  do  Neper,  on  trouve 
les  deux  angles  du  triangle,  qui  ont  leurs  sommets  en  S et  en  Z. 


UDg.  J(l  + S)  = COt.  J P. 


cos.J  (SP  — ZP^ 
cos.i(SP+ZP) 


lang+tZ  — S)  = col.  JP. 


sin-i  (SP  — ZP) 
sin.i(SP+ZP) 


On  obtient  donc  Z,  l’azimut  cherché,  et  l’angle  S. 


Le  même  triangle  donne  la  valeur  de  SZ  ou  la  distance  zéni- 
thale vraie  du  soleil, que  nous  représenterons  par  û,  au  moyen  de 
la  proportion  des  quatre  sinus, 


sin.SZ’ 

c’est-à-dire, 

sia.  A 


„„  sin.P 

cm  SP  - 

Ail 

. „ sin.P 

ajn  S7  — ain  P7 

siu.or  _ 

SID. Z 

U U 

— SUJil  u , 

SID. S 

_ sin.P 
= cos.D  - — — 

SID. Z 

et 

_ sin.P 
sin. A — COS.L  ; 

sin.S 

on  trouve  donc  ainsi  A en  fonction  de  Z. 

Il  semble  que  cette  formule  seule,  résolue  par  rapporté  Z, 
eût  donné  plus  simplement  la  solution  du  problème  : mais  il  eût 
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fallu  obtenir  la  distance  zénithale  apparente  a'  du  soleil,  et  en 
déduire  a.  Tout  à l’heure,  nous  allons  voir  qu’il  y a assez  déjà 
d'observations  à faire,  sans  y ajouter  celle  qui  peut  être  évitée 
par  le  calcul  de  la  simple  formule  que  nous  venons  d’écrire. 

L’emploi  do  deux  des  analogies  de  Neper,  ayant  fait  connaî- 
tre, non-seulement  Z,  mais  aussi  S,  on  calcule  quelquefois  a au 
moyen  des  cinq  autres  éléments  du  triangle,  au  moyen  de  la 
formule 


sin  } A 


cos. J 


piin.iq.  — D) 
sin .}  ( S — Z) 


Comme  nous  n’avons  pas  donné  celte  formule  dans  la  trigo- 
nométrie sphérique,  nous  croyons  devoir  indiquer  ici  la  combi- 
naison des  formules  connues  qui  la  produisent. 

En  reprenant  les  notations  générales  a,  b,  c,  A,  B,  C,  les  pre- 
mière et  quatrième  analogies  do  Neper  sont  : 


taog. } (A  B)  = col.}  C 


cos  J (a  — b) 
cos. } {a-}- 4) 


tang.}  (o  — 6)«=lang.}c 


sia.} (A  — B) 
siD.j(A  -f  B) 


on  peut  les  écrire  sous  la  forme 

cob .)  (n  4-  b)  sin.}  (A4- B) 
5 cos.}  (a  - 4}  cos.}  (A B) 


4 sin.}(a  — 4)  sin.}(A -f  B) 
lan8  ’C  cos.}(a  — A)sin.}(A— B) 


d’où,  en  divisant  la  deuxième  par  la  première, 

tang.}«^sin.}c.  sin. JC  ■ sin.}(a  — b) cos.}  (A4-  B) 
col.}C  — cos.}c.cos.}C—  cos.}  (**-}■  b)  sio.}(A  — B) 


Mais 

sin.  e sin. 

}c.  cos.}c 

sin.n  — sin.  A 

sin.C  sin}C.cos.}C 

sm.A — sin. B 5 

et 

sin.  a — sin.  b 

sin. } (a 

— A)cos.}(a4-  b) 

sin.  A — sin. B 

sid.}(A- 

-B)  cos.}  (A4- B) 

donc 

sin.  }e.  cos.  }e 

sin.  }(o  — 

■b)  eos.}(o4-A) 

sio.}C.  cos.}C 

sin.}  (A  — 

B) cos. J (A -f  B) 

Si  l’on  multiplie  (1)  et  (2),  membre  à membre, 


il  vient 


sin.*}c  sin  ’ } (n  — A) 
cos.tJC  iin.*}(A  — B) 
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Il  suffit,  actuellement,  de  substituer  aux  symboles  généraux, 
les  lettres  spéciales  au  problème  dont  nous  nous  occupons,  et 
d'extraire  la  racine  carrée,  pour  retomber  sur  l'équation 

sin.  i (L  — D) 

sin  i A“=C09.J  "•  - — nô — 

Passons  maintenant  à la  seconde  partie  de  la  quostion . 

S et  S',  V et  V'  ( fig . 76.  planche  XXIV)  représentent  les  lieux 
vrais  et  apparents  du  soleil  et  de  la  mire  terrestre. 

Nous  exprimons  par  A et  A'  les  distances  zénithales  vraie  et  ap- 
parente du  soleil  ; par  f et  f les  éléments  analogues  de  V. 

On  observe  t>  et  K',  distance  apparente  du  soleil  au  point  V : 
on  lit  l’angle  P qu’indique  la  pendule.  On  n'a  pas  le  temps  d’ob- 
server Armais  nous  avons  dit,  tout  h 1 heure,  comment  on  trouve 
l’azimut  du  soleil  d’abord  et,  ensuite,  ^ en  fonction  de  cet  azi- 
mut, de  la  latitude  et  do  la  déclinaison. Ou  sait  que  A'=A  r-fp. 
On  retranche  donc  l’effet  de  la  réfraction  de  A fourni  pai  le 
calcul  ; on  y ajoute  p et  l’on  a la  distance  zénithale  telle  qu  elle 
eût  été  observée,  si  le  temps  l’avait  permis. 

Cela  posé,  le  triangle  S'ZV',  dont  nous  connaissons  les  trois 
côtés,  sert  à déterminer  l’angle  en  Z que  nous  avons  désigné  d’a- 
bord par  a , et  qui,  combiné  convenablement  avec  l’azimut  du 
soleil,  donne  celui  do  V.  Il  est  h remarquer  que  cet  angle  a,  me- 
suré par  S'V",  appartient  également  au  triangle  SVZ,  dans  le- 
quel les  sommets  Z et  V sont  les  lieux  vrais  du  soleil  et  du  signal 
terrestre. 

On  emploie  l’une  des  trois  formules,  § 63,  qui  donnent  la 
moitié  de  l’angle  par  le  sinus,  le  cosinus  ou  la  tangente  en  . 
fonction  des  trois  côtés. 

Si  l’angle  compris  entre  le  soleil  et  la  mire  a été  observé  avec 
le  théodolite,  il  est  naturellement  réduit  à l’horizon  et  mesure 
l’angle  a.  Dans  ce  cas,  il  n’y  a pas  besoin  do  calculer  A,  d en 
déduire  A',  ni  de  résoudre  l'une  des  trois  formules  du  § 63.  Dans 
le  tableau  XV,  nous  présentons  l'opération  complète. 

En  résumé,  voici  quels  sont  les  éléments  que  doit  fournir  1 ob- 
servation. 

1°  La  distance  angulaire  apparente  S'V'; 

2»  L’heure  vraie  de  la  pendulo  bien  réglée,  de  manière  que 
la  moyenne  entre  les  temps  corresponde  sensiblement  à la 
moyenne  des  distances  angulaires; 
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3°  La  distance  zénithale  apparente  de  V. 

Nous  avons  dit  que  a'  se  déduisait  de  A donné  par  lo  calcul  : 
leur  différence  est  r — p,  quand  il  s’agit  du  soleil.  Si  l’on  s’est 
servi  d’une  étoile,  il  n’y  a pas  de  parallaxe,  mais  on  tient  compte 
de  l’aberration  et  de  la  nutation.  » 

Il  est  très-important  que  la  pendule  soit  réglée  avec  beaucoup 
de  soin  : car,  1"  d’erreur  sur  l’heure  vraie  en  produirait  plu- 
sieurs sur  l'azimut. 

La  pendule  étant  réglée  sur  le  temps  moyen,  il  faut  réduire,  en 
temps  vrai,  l’heuro  qu’elle  donne. 

Si,  par  circonstance,  on  n’avait  pas  pu  régler  préalablement 
la  pendule,  auquel  cas  on  ignorerait  sa  marche,  il  faudrait  le 
faire,  ou  dans  la  même  journée,  ou  lo  lendemain,  au  moyen  des 
hauteurs  correspondantes  ou  des  hauteurs  absolues  du  soleil. 
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DESTIKÉS  : 

1“  A l'inscription  des  angles  observés  et  des  éléments  de  RÉ- 
DUCTION , AINSI  QÜ’aUX  DIFFÉRENTS  CALCULS  GÉODÊSIQUES  j 
2°  AXU  CALCULS  ASTRONOMIQUES. 

TABLEAU  I".  Inscription  des  angles,  des  distances  zénithales, 
de  r et  do  y. 

— II.  Calcul  des  triangles  provisoires. 

— III.  Réduction  des  angles  au  centre  et  à l’horizon  , 
et  des  distances  zénithales  aux  sommets  des 
signaux. 

— IV.  Calcul  des  triangles  définitifs. 

— V.  Différences  de  niveau  des  points  du  premier  et 
du  second  ordre. 

— VI.  Différences  de  niveau  des  points  conclus. 

— VII.  Calcul  des  latitudes,  longitudes  ebazimuls. 

— VIII.  Coordonnées  géographiques  des  points. 

— IX.  Détermination  de  l'ascension  droite  et  de  la  dé- 
clinaison d’uno  étoile  ; corrections  relatives  h 
la  nutation  et  à Y aberration. 

X.  Parallaxes  d’ascension  droite  et  do  déclinaison. 

— XI.  Parallaxe  de  longitude. 

— XII.  Détermination  du  temps  par  les  hauteurs  ab- 
solues. 

— XIII.  Détermination  d'une  latitude  par  les  distances 
méridiennes  du  soleil. 

— XIV.  Détermination  d'une  latitude  par  la  polaire,  ob- 
servée près  du  méridien. 

— XV.  Azimut  déduit  des  observations  du  soleil. 


536 


GÉODÉSIE. 


TABLEAU  PREMIER. 


On  recueille,  dans  ce  premier  tableau,  les  angles  et  les  distan- 
ces zénithales  multiples,  ainsi  que  les  divers  éléments  de  réduc- 
tions au  centre,  à l'horizon  et  au  sommet  du  signal. 

Les  angles  multiples  se  placent  dans  la  colonne  «O,  à côté  des 
chiffres  2,  4,  6,  etc.,  les  quotients , par  ces  ihêmes  chiffres,  s’é- 
crivent dans  la  troisième  colonne  O,  et  la  comparaison  des  dif- 
férents résultats  indique  la  marche  de  la  série.  C’est  le  dernier 
quotient  qui  doit  servir  dans  le  calcul  des  triangles. 

Les  distances  zénithales  multiples  sont  inscrites  dans  la  co- 
lonne nA,  et  les  quotients  correspondants  dans  la  colonne  con- 
tiguë A. 

Pour  obtenir  l'élément  de  réduction  y,  on  se  dispense  de  re-‘ 
mettre  le  vernier  h zéro.  Au  moment  où  l'observation  d’un  angle 
est  terminée,  la  lunette  supérieure  est  dirigée  sur  l’objet  de  gau- 
che et  le  vernier  marque  nO  : on  la  rend  libre  pour  la  pointer  sui» 
l’axe  du  signal  ; l’angle  qu’on  lit  ensuite  et  qui,  sur  le  tableau,  est 
désigné  par  V,  se  composant  de  «O  + il  suffit  d’en  retrancher 
nO  pour  connaître  y. 
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Calcul  des  triangles  provisoires. 

Ces  calculs  ont  pour  objet  la  détermination  approximative  des 
côtés  de  triangles  qui  entrent,  comme  données  indispensables, 
dans  la  formule  de  réduction  au  centre. 

Il  suffit  de  prendre  les  logarithmes  & 3 décimales.  On  pourrait, 
à la  rigueur,  se  dispenser  des  calculs  provisoires,  en  faisant  avec 
soin  le  canevas  au  moyen  des  angles  observés.  On  y prendrait  gra- 
phiquement les  longueurs  des  côtés.  Néanmoins,  ces  calculs  ont 
un  autre  but  encore,  celui  de  servir  do  vérification  aux  calculs 
définitif». 
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N°  II, 


: NOMS 

des 

SOUMETS. 

ANGLES 

OBSERVÉS 

LOGARITHMES 
des  sinus 
DES  AKGLES. 

CALCUL 

des 

CÔTÉS. 

CÔTÉS 

en 

ni'  tr.  -. 

(S) 

c il 

1 

* 

I.DG  , 

c.  I.  sin.S  , 

{.sin.D  , 

1 

(fi) 

> 

t 

J.S.G  ^ . 

• 

• 

/.DG+  1 
c.  I.  sin.  S 1 ’ 
I sin.G  , 

(0 

1 

1 

LSD 

1 

• 

(S) 

« n 

I 

« 

I.DG 

c.I  sin.S  , 

I.  sin.D  , 

• 

(0) 

» 

» 

• 

I.S.G 

1 

- 

I.DG  + J 
c.I.  sin.S  J ' 
I.  sin.G  , 

(C) 

i 

» 

I SD  , 

1 

* 

(5) 

1 H 

1 

I.DG  , 

c.I.  sin.S  , 

I.  sin.D  , 

»• 

1 

■ / 

(fi) 

• 

1 

I.SG 

■ 

• 

: 

I.DG  + | 

c.I  sin.S  1 ' ' 

log.  sin.G 

(tf) 

» 

# i 

LSD 

» 
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TABLEAU  III. 


Réductions  des  angles  observés  « l'horizon  et  au  centre , et  des 
distances  zénithales  aux  sommets  des  signaux. 

La  réduction  à l'horizon  n’a  lieu  quo  lorsque  les  angles  sont 
observés  avec  le  cercle  répétiteur.  Le  théodolite  les  donne  tout 
réduits. 

Ces  réductions  peuvent  se  calculer  au  moyen  des  tables  de 
logarithmes,  en  se  bornant  à 3 décimales,  ou  avec  des  tables 
que  M.  le  colonel  Puissant  a insérées  dans  son  Traite  de  géodé- 
sie, sous  les  numéros  1 et  2,  On  entre  dans  la  table  1 avec  l’an- 
gle observé  O,  et  l’on  trouve  les  nombres  correspondants  aux  pre- 
miers facteurs  des  deux  termes  de’la  correction,  dans  les  colon- 
nes intitulées  tangentes  et  cotangentes.  La  table  2 donne  les  se- 
conds facteurs,  et  les  arguments  sont  200  — (a  -|-  a'),  et 
A — a'  : on  multiplie  et  l’on  fait  la  somme  algébrique  des  deux 
termes. 

La  correction  au  centre  s’effectue  au  moyen  des  logarithmes 
ou  d’une  table  semblable  à celle  indiquée  ci-dessus,  et  comprise 
sous  le  n°  1,  dans,  l’instruction  sur  la  disposition  et  la  tenue  des 
registres  de  calculs,  publiée  anciennement  par  le  Dépôt  de  la 
guerre. 

La  réduction  des  distances  zénithales  est  positive  quand  dll 
est  positif  ; c’est-à-dire,  lorsque  l’observation  so  fait  au-dessous 
du  point  de  mire  : elle  est  négative  dans  le  cas  contraire. 

Quand  on  calcule  les  différences  de  niveau  desjioints  du  troi- 
sième ordre,  on  ne  rapporte  pas  la  distance  zénithale  au  sommet 
du  signal  : on  emploie  A : mais  alors  il  faut  corriger  la  hauteur 
obtenue  de  la  quantité  dH,  puisque  l’on  part  de  la  cote  du  som- 
met et  non  de  ccllcdu  lieu  de  l’observation.  Ainsi,  lorsque  l’on 
opère  au-dessous  du  point  de  mire,  il  faut  retrancher  dH  du  ré- 
sultat obtenu,  et  l’ajouter  dans  le  cas  beaucoup  plus  rare  où  l’in- 
strument est  au-dessus  do  la  mire.  Ceci  n’a  lieu  que  pour  des  édi? 
fices  terminés  par  une  plate-forme  ou  une  balustrade  ; ou  bien 
encore,  pour  les  signaux  construits  en  pierre. 

On  peut  aussi  calculer  do  la  mômo'manièro  les  points  du  se- 
cond ordre  : on  fait  deux  calculs  différents  avec  chacune  des 
distances  zénithales  réciproques  non  corrigées. 
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TABLEAU  IV. 


Calcul  des  triangles  définitifs. 

s 

Les  logarithmes  des  côtés  de  triangles  , du  premier  et  du 
deuxième  ordre,  c'est-à-dire  ceux  dont  les  trois  angles  ont  été 
observés,  so  prennent  à sept  décimales.  Cinq  suffisent  pour 
les  triangles  du  troisième  ordre.  On  nomme  ainsi  ceux  dans  les- 
quels un  angle  est  conclu  ! on  n'a  pas  fait  station  à ce  troisième 
angle.  Les  points  ainsi  obtenus  doivent  être  calculés  sur  deux 
bases. 

La  seconde  oolonne  du  tableau  IV  contient  les  angles  réduits 
au  centre  et  à l'horizon.  Si  le  triangle  était  rectiligne,  et  s'il  n'y 
avait  pas  d’erreur  dans  les  observations,  la  somme  des  trois  an- 
gles devrait  être  précisément  200e.  La  différence  que  l’on  trouvera 
sera  donc  due,  d’une  part,  à l’excès  sphérique,  et  de  l’autre,  aux 
erreurs  de  pointé,  de  lecture  et  à celle  causée  par  l’imperfection 
do  l’instrument.  Si  l’on  veut  savoir  avec  quel  degré  de  précision 
l’on  a opéré,  on  calcule  à part  l’excès  sphérique  que  l’on  sait 
être  égal  à la  surface  du  triangle  réduite  en  secondes , dont 

1 expression  est  \ bc. —, 

r * r.«sin.4f/  * 

En  préparant  ces  calculs,  il  est  bon  de  transcrire  les  deux 
premiers  chiffres  des  logarithmes  des  sinus , d’après  le  cal- 
cul des  triangles  provisoires  : cela  évite  de  commettre  des  er- 
reurs, en  prenant  parfois  des  cosinus  pour  des  sinus,  et  récipro- 
quement. 

Les  triangles  doivent  fermer  à 15"  environ.  L’erreur  est  sou- 
vent beaucoup  moindre  : quelquefois,  quand  les  côtés  sont  petits, 
elle  peut  aller  jusqu’à  40". 

On  doit  trouver  la  longueur  des  côtés  du  second  ordro  à 2“’ 
près  au  plus.  Pour  le  troisième  ordre,  l'erreur  va  parfois  jusqu’à 
lm,  rarement  cependant- 
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TABLEAU  V. 


Différences  de  niveau. 

Points  du  premier  el  du  deuiièmc  ordre. 

Los  distances  zénithales  de  ces  points  doivent  être  rapportées 
aux  sommets  des  signaux.  Les  corrections  qui  sont  do  la  forme 

r±  — ■ ont  dû  être  calculées  dans  la  dernière  colonne  du 

K.  sm.1/' 

troisième  tableau. 

La  formule  qui  détermine  les  différences  de  niveau  est 
d>=K.  tang.  J '/ — /). 

S<  et  i'  représentent  ici  les  distances  zénithales  corrigées  des  er- 
reurs de  réfraction  ; mais,  comme  celle-ci  est  la  môme  pour  les 
deux  observations,  il  s'ensuit  que  l'on  peut  n’en  pas  tenir  compte, 
puisqu’elle  disparaît  comme  affectée  successivement  des  signes 
— f-  et  — • 

J —A-+-  r,  J-  '=  a ' -+.  r,  donc.  <f,  — <f  — a1 — a. 

Les  logarithmes  se  prennent  avec  5 décimales. 

Il  faut  calculer  chaque  cote  de  deux  manières  au  moins.  Sou- 
vent, on  prend  la  moyenne  entre  cinq  ou  six  résultats,  parce  qu’il 
est  nécessaire  d’ôtre  bien  sûr  de  l’exactitude  de  cotes  qui  servent 
ensuite  h déterminer  celles  des  points  conclus. 


i 


Digitized  by  Google 


5V6 


f.ÊODÉSIK. 


TABLEAU  VI. 


Diflérencts  de  niveau. 

Point1!  du  troisième  ordre. 

Les  cotes  de  ces  points  se  calculent  sur  deux  bases.  Quelque- 
fois cependant,  la  nature  du  terrain  force  à en  admettre  quel- 
ques unssurlcsquelsonn’a  pu  prendre  qu’une  distance  zénithale, 
et  qui,  néanmoins,  ne  peuvent  être  rejetés  comme  indispensables 
au  nivellement  topographique. 

Ces  cotes  se  déterminent  au  moyen  d’une  seule  distance  zéni- 
thale, Le  tableau  V peut  également  servir  pour  les  points  desta- 
tion,  et  c’est  dans  ce  cas  seulement  qu’il  y a lieu  d’employer  la 
dernière  colonne.  Alors  on  n’a  pas  besoin  de  rapporter  la  distance 
zénithale  au  point  de  mire  ; mais  elle  doit  être  corrigée  de  l'er- 
reur de  réfraction  et  de  celle  due  à la  sphéricité  delà  terre. 

Le  second  terme  de  la  formule  renferme  cette  double  correc- 
tion. 

Le  signe  du  premier  terme  dépend  do  celui  do  la  cotangentc 
qui  est  positive,  lorsque  A < 100»,  et  négative  dans  le  cas  con- 
traire. 

Le  second  terme  est  toujours  positif  : on  le  calcule  fort  sim- 
plement en  ajoutant  lo  double  du  logarithme  de  K à celui  de  la 
constante  q.  On  peut  encore  lo  trouver  directement  dans  les  ta- 
bles publiées,  il  y a quelques  années,  par  le  Dépôt  de  la  guerre, 
et  destinées  h faciliter  lo  calcul  des  différences  de  niveau  dans  les 
opérations  topographiques. 
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TABLEAU  VII. 


Latitude»,  longitude»,  azimut». 

Les  formules  sont  : 

(1  — e*  pin.*  L)i 

— K : — — (4  -f  (••co5.*L)cds.ï  -f 

osin.4"  ' ' ^ 

i , »■  *(l  — **  sin  > Ll 

+ ' K ~sin'.4M  (4  + e‘  P04’* L>un*-L *in  ’ * 


u.  » i ,,  (<  — e*siu,ï  L)^ 

M'  =»  M -f  b ; — — sin.  x séc.  Lf 

a sio.  VI 

t>  «=  iOO*  -f-  * — (M  — M')»iu.}(L-f-L') 

On  a fait,  par  abréviation  , 

(4  — e*sin.»L)l  , 

P — j— (I  -f  «•  cos.*L) 

asm. 4"  „ ' 

_ (4  — e»sin.*L)  {4 — esin.’L)! 

Q=l! — — — - ÏTT'  H + f»  co».* t)  Ung. L B = — — 

«•sin.M/f  asm.1 11 


Ces  expressions  ne  renfermant  pas  d’autre  variable  que  la 
latitude  L , du  point  de  départ,  on  a construit  des  tables  don- 
nant de  suite  P,  Q,  R : l’argument  est  L.  Pour  le  premier  et  le 
second  ordre,  on  prend  les  logarithmes  de  P et  R h 7 décimales, 
et  celui  de'Q  à 5.  Pour  le  troisième  ordre,  on  calcule  le  premier 
terme  de  latitude  à 5,  lo  second  à 3,  et  la  longitude  h 5. 

Les  azimuts  ne  se  calculent  que  pour  les  points  du  premier 
et  du  deuxième  ordre  ; ils  n’auraient  aucun  but  pour  les  points 
conclus.  Ils  se  comptent  de  0‘  b 400‘,  l’origine  au  sud,  remon- 
tant au  nord  par  l’ouest,  et  revenant  au  6ud  par  l est. 

La  vérification  des  azimuts  des  deux  côtés  AC,  BC  Ifig.  329), 
pris  avec  le  méridien  du  point  C,  consiste  à retrancher  l’angle  C 
du  triangle,  de  l’azimut  du  côté  droit  BC  : le  résultat  doit  être 
l’azimut  de  AC. 
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Les  latitudes  et  longitudes  se  calculent  sur  deux  points  de 
départ,  afin  d’éviter  les  erreurs. 

On  inscrit  toujours  ce  double  calcul  en  commençant  par  l'ob- 
jet de  droite,  parce  qu’alors,  pour  former  les  aziquits  des  côtés 
qui  aboutissent  au  point  cherché  C,  pris  avec  les  méridiens  de  B 
et  de  A,  la  règle  des  signes  devenant  constante,  on  n'a  pas  besoin 
d’avoir  recours  au  canovas.  On  reconnaît,  en  effet,  U l’inspection 
de  la  figure  329,  et  en  se  rappelant  dans  quel  sens  on  compte 
les  azimuts,  que,  pour  former  d’abord  celui  de  BC  pris  en  B,  il 
faut,  de  celui  de  A,  augmenté  de  400!,  pour  le  cas  particulier 
que  présente  cette  figure,  retrancher  l’angle  B du  triangle,  tan- 
dis que  l'azimut  de  AC,  compté  avec  le  méridien  du  point  de 
gaucho  A,  est  égal  à celui  de  B,  auquel  il  faut  ajouter  l’angle  A 
du  triangle  ABC. 

L’erreur,  dans  les  latitudes  du  deuxième  ordre,  ne  doit  pas 
excéder  0",  2 ou  2”,  et  0",  3,  c’est-h-diro  3 mètres  pour  celles 
du  troisième  ordre. 

On  place  ici  dessous,  pour  faciliter  la  recherche  des  loga- 
rithmes de  sinus  et  cosinus  des  azimuts,  un  tableau  qui  rappelle 
ce  quo  sont  ces  lignes  trigonométriques,  suivant  le  quart  de  cir- 
conférence dans  lequel  aboutit  l'azimut. 


sin  100-(-A=-(-  cosin. A 
cosin.  100-1- A=  - sin.  A 

sin.  200-(-A=  — sio.  A 
cosin.  200-l-A=— cosin.  A 

sin.  300-f  A=— cosiu  A 
cosin.  30ü+A=-f  sin*  A 
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6 
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4 
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9 
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3 
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Extrait  de  la  table  des  facteurs  P,  Q,  R. 


Log.  Q. 


96 

96 

95 

94 

94 

93 
92 
92 

94 
90 
90 
89 
88 
88 
87' 
86 
86 
,85 
84 
84 
83 

83 
82 

84 
84 
80 


4.894 

95 

96 
08 
99 

4.900 

02 

03 

04 
06 
07 
09 
40 
44 

43 

44 
4B 

47 

48 

49 

24 
22 
23 

25 

26 
28 


Log.  B. 


8.998 


56 

56 

56 

55 

55 

55 

55 

55 

54 

54 

54 

54 

53 

53 

53 

53 

53 
52 
52 
52 
52 

54 
54 
54 
51 
51 


l.atilud«. 


52.6 

7 

8 
9 

53.0 
4 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

54.0 
4 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

55.0 

4 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

56.0 

4 


Log.  P. 

l og.  Q. 

Log.  R. 

8.99979 

4.929 

8.99850 

79 

30 

50 

78 

32 

50 

77 

33 

50 

77 

34 

49 

76 

36 

49 

75 

37 

49 

75 

38 

49 

74 

40 

49 

73 

44 

48 

73 

43 

48 

72 

U 

48 

74 

45 

48 

74 

47 

48 

70 

48 

47 

69 

49 

47 

69 

54 

47 

68 

52 

47 

67 

53 

46 

67 

55 

46 

66 

56 

46 

65 

58 

46 

65 

59 

46 

64 

60 

45 

63 

62 

45 

63 

63 

45 

62 

64 

45 

64 

66 

44 

64 

67 

44 

60 

69 

44 

60 

70 

44 

59 

74 

44 

58 

73 

43 

58 

74 

43 

57 

75 

43 

Digitized  bylGoogle 


TABLEAU  VII. 


551 


Table  donnant  la  valeur  du  second  terme  dans  la  formule 
de  latitude. 

Le  second  terme  de  la  formule,  au  moyen  de  laquelle  on  cal- 
cule les  latitudes,  peut,  sans  employer  les  logarithmes,  se  trouver 
immédiatement  dans  la  table  ci-dessous. 

Elle  a pour  entrée  l’azimut  de  10  en  10  grades,  et  le  côté  K, 
depuis  3,000  jusqu’à  10,000  mètres. 

Au-dessous  do  3,000"  do  côté  ou  de  20*  d’azimut,  le  terme  est 
nul.  On  retranche  200*  de  l’azimut,  lorsque  l’expression  de  son 
amplitude  est  plus  grande  que  ce  nombre. 


Cûté  K 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

40 

kilomètre?. 

Z=20» 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

00 

0.0 

0.4 

0.4 

Z=480« 

30 

0.0 

0.0 

0.0 

0.4 

0.4 

0.4 

0.4 

0.2 

470 

40 

0.0 

0.0 

0.4 

0.4 

0.4 

0.2 

0.2 

0.3 

460 

50 

0.0 

0.4 

0.4 

0.4 

0 2 

0.3 

0.3 

0.4 

450 

60 

. 

0.0 

0.4 

0.4 

0.2 

0.3 

0.3 

0.4 

0.5 

440 

70 

0.4 

0.4 

0.2 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

430 

80 

0.4 

(U 

0.2 

0.3 

0.3 

0.5 

0.6 

0.7 

420 

90 

0.4 

0.4 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.8 

410 

<00 

0.4 

0.4 

0.2 

0.3 

0.4 

O-» 

0.6 

0.8 

400 
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ASTRONOMIE. 


N0  IX. 


Détermination  de  l'ascension  droite  cl  de  la  déclinaison  apparentes 
de  SiRils  pour  le  l"  juin  1813.—  Détermination  de  l'heure  de 
son  passage,  en  temps  sidéral  et  en  temps  vrai,  au  méridien  de 
l'Itc  dc-Fcr,  pour  la  même  époque. 

(Long'1'  occ1'  de  l’Ile-de-Fer  = Ifc.îS'VO'.) 

FORMULES  DE  NUTATION,  g B22. 

D'  = 

31'  = * — rf.O  feos. 

d.  © = - 

D — dQ.  sin  tu  — d.u>..sin.3\. 

(o+sin.oJ.  sin.At  lang.D)  + d.<o  cos, 31.  lang.D 
49.2.  sin. N,  , d w = 9.63.  cos. N.  - , 

Obliquité  de  l’écliptique,  ou  tu,  23‘>,27',40". 

Longitude  du  nœud  ascendant  de  la  lune,  ou  N = 133  \iV. 
D.  Déclinaison  moyenne.  , 

3\.  Ascension  droite  lhoyenne. 
q,  Longitude  du  lieu. 

Le  4"  janvier  4810, 
Pour  3 ans. 

Pour  5 mois, 

3t  = 99".4l/.i0" 
4.59,4 
46,58 

D =46".27'.49" 
42,0 
4,75 

Le  4"  juin  4843, 

3t  = 99».43'55».98 

D=46».28'.3",35 

log.  40.2  -=  4.28330 
log.  sin.  N = 0.85854 

K 

log  d Q = l-H'84 

log.  9". 63  = 0.98363 
log.  cos  N — 9 846(81 

log.  d Q =4 .44184  — 
Ior.  sin.  o)  *=  9.G0002 

og.  d w = 0.823G9  — 
log.  sin.  M = 9.99434 

log.  cos.  SI  = 9.20529- 

log.  2'.  T = 0.81803— 

log.  4*'  T =»  9,9471 2+ 
4<r  terme  ==  0^,885 

log.  d.  tu  = 0.82369— 

2*  terme  = 6" .577  — 

4*'  TERME. 

/ 

Calcul  de  31' 
2»  TERME. 

3*  TERME. 

log.  d Q = 4 .4  4484  — 
log.  cos.  o>  = 9.96253 

log  d O = 4.4418’t  — 
log.  sin.  oj  = 9.60002 
log.  sin.  3t  = 9.99434 

log.  d.  w =.  0.82369 — 
log.  cos.  M = 9.20329— 
log.  I*ng.  1)  = 9.47070 

log.  4"  T = 4.40434— 

log.  lang.  D = 9.47070 

log.  3*  T = 9.49968— 

4"  terme  = 4 2", 72— 

log.  2*  T = 0 20687- 

2'  terme  = 1",5I  — 

3'  ternio  = 0",346  — 
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Suile  du  fi°  ix. 


0 austral  est  pris  négatif. 

D = 46”.28'.3i'.35  — 
0.88  - 
6.58  + 

Al  = 1WM3'.55”.99 

1 2,72  + 
1,51  + 
0,32  - 

log.  sin.  D’  = 9 45247 
log.  cos.  D'=  9.98181 
log.  sin.  O «=  9.97438 
log.  cos.  G = 9.52322 
log.  sin.  Al'  = 9.99433 
iog.  cos.  Al' = 9.20548 

D'=  16°. 27'. 570.65 

At'=  99».1V.9'',90 

FORMULES  D’ABERRATION.  S 533. 

D"=D/ — 20'  ,23  [nlo.U  ’cos.R'sin.  Q — ilo.Al’. cos.cu.  cos.  G'+coj.D'.bId.co.cos  O] 
30  U 33 

Al»  = Al'  — (cos. co.  cos. B'  cos  O + «In.®1.  sln.Q) 

Iog.  30", 23  = 1,30642. 

Iog.  20”, 25=  1.30642 
Iog.  sin.  D'  = 9.45247 — 
Iog.  cos.  Al  * = 9.20548 — 
log.  sin.  O = 9.97438 

log.  20  ”,23=  1 30642 
log.  sin.  JR'  = 9.99433 
log.  sin.  D'  = 9.45247— 
log.  cos.co  = 9.96253 
log.  cos  G = 9.52322 

log.  20”, 25=  1.30642 
log.  cos.  D'  = 9.98181 
log.  sin.  u)  = 9.60002 
log.  cos.  G = 9.54322 

Iog.  4"  T = 9.93875+ 
ll>l«  (D”)=0", 86846+ 

log.  2»  T = 0.23897— 
2'  t*  (D”)  = — 1 ",7337 

log.  3*  T =0.41147 
3*  P (D”)  = 2", 5791 

log.  20”, 25=  1.30642 
Ct.log.cos  D'=0  01819 
log.  cos.  co  = 9.96233 
log.  cos. AV'  = 9.20548 — 
log.  cos.  O =*  9.52322 
log.  1 "T  (Al”, =0.01 584 
i«'l*(At”)  = 1 '1.0371— 

log.  20”, 25=  1.30642 
Cl. log.  cosj)’=0.01819 
log.  sin.Al'  = 9.99433 
log.  sin.  © «=  9.97*38 
log.2"  T (Al ”)=1 .29332 
2-f(j\”)  = 19  ”,649 

Longitude  ocridcul.ilo  de 
1’  1 1 e-de-  F er=  1 h , 23  'a , 0* . 

D”  = 16-, 27 ',57  ”,65 + 2”, 58  — 0”,87- 1 ",73  = 16»,27',57”,63. 
at”  = 99»,14',9",90+  1”,04  — 19'/,65  =99», 13', 50”, 25. 

b.  ra.  s. 

Ascension  droite  apparente  de  Sirius,  convertie  en  temps.  . . 6 36,55  3 

(Ce  n’est  autre  chose  que  l’heure  sidérale  du  passage  de 
l’étoile  au  méridien  supérieur.)  i 

Distance  de  l’équinoxe  au  soleil,  à Paris,  le  1”  juin,  à midi..  . 19  24  22  6 

Temps  vrai  approximatif  du  passage  de  Sirius  au  méridien.  . 26  1 17  9 

Ou,  ce  qui  est  la  même  chose 2 1 17  9 

Diminution  proportionnelle  de  la  distance  de  l'équinoxe  au  soleil, 

à raison  de  4®, 56',  6 en  24  heures 42  0 

Hcuro  précise  du  passage  de  Suuus  au  méridien  de  Paris.  . . 2 1 5 3 

Longitude  occidentale  de  ITIe-dc  Per 1 23  0 0 

Temps  vrai  du  passage  de  l’étoile  au  méridien  de  llle-do-Fcr.  . 0 38  *8 
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CALCUL  DES  PARALLAXES. 


Détermination  Je  ta  parallaxe  d’ascension  droite  ou  d'angle 
horaire , et  vérification  par  le  calcul  direct  de  la  tangente 
d’ascension  droite  apparente. 


*'-*  = sin.P  .8i^;c-0S.L-;1iD.tp,  C0S’*L’  siri2-’1' 


■in  .4  ".jos.D 


sin.4".cos.»D 
(Formule  3,  S 527.) 


L’angle  horaire  oriental  de  l’astre  08° ,43’, 50"  .= 

Sa  déclinaison  » 4°, 49', 46"  « 

Son  ascension  droito  traie  = 9 • ,49'  44"  ■= 

Sa  parallaxe  heriiontale  . •«  0°,54',2",5  = 

La  latitude  du  lieu  de  l'observation  « 48“  ,39', 30"  = 


log.  sln.  P 
log.  cos.  L 
log.  sin.  H 
Cl.  log.  cos.  D 
Ct.  log  sin.  4" 
log.  (P"  terme)  ■ 
4"  terme  = 4 836", 931 


=»  8 4 96  4309 
= 9.8498504 
-=  9.9348319 
= 0.0045442 
= 5.3444231 


3.2640945 
= 30',36“  ,931 


4”  terme 
2*  terme 
■ — Ai'  — jt 


30'. 

0'. 


36", 934 
9", 934 


30'.  46", 865 


2.  log.  siu.  P 
2.  log.  cos.  L 
i.£t.  log  cos.  D 
log  sin.  2.  Il 
Ct.  log.  sin.  4" 

Ct.  log.  2 

log.  (2<  terme) 

?•  terme  = 


= G 39287 
^ 9.63971 
= 0.00309 
= 9.94808 
= 3 34442* 
= 9.G9897 


■=  0.99744 
0%0’,9",934 


At  ■ 

at'  — 3\  ■■ 
iV 


9», 49', 44  II 
’ 30',46",863 


40°, 20',  0",863 


tang./R'  = 


cos.D.  sin.. 44  — sin. P.  cos.L.  sln.M 
: — - - , 

cos.D.  cos.At  — sin.P.  cos.L.  cos.M 

(Formule  (4),  S 527.) 


log.  cos.  D 
log.  cos.  Ai 

= 9.9984558 
9,9935494 

log.  4,r  ternie  dén. 
I*1  terme  dénoniiu. 

«=  9.9920449 

«=*  0.9814493 

log.  sin.P 
log.  cos.  I. 
log.  cos.  4! 

8.4964369 
.=>  9.8198564 
9.841726V-)- 

log.  2*  terme  dénom 
2’  terme  dénom. 

= 7. 8340497 -f- 
«=  0,0068237+ 

0,4699573 

0,0078249 

0,9818493 

0,0068237 

Nr=  0,4777822 

D*  -=  0,9750258 

3=  40*’ ,20', O'1, 8463.  1 

U 

* 


58*  ,43',  50" 
9»,49’,44“ 


fît  — 11)  = 48»,  54  ',36“  = — M 


log.  cos,  D 
log.  sin.  A4 

| log,  4 " terme  num. 
4*'  terme  numérateur 


~ 9.9984558 
= 9.2318848 


9.2303406 

0.4699573 


log.  sin.  P 
log.  cos.  L 
log.  sin.  M 

log.  2*  terme  num. 

2'  terme  numérateur 


8.4904369 

9.8498564 

9.8774839- 


7.8934792 

0.0078249- 


log.num. 
log.  dénom. 
log.  tang.  AV' 


9.2498888 

9.9890162 


9.2608720 
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Suite  du  n°  x. 


— C — - - ■ » ■ . --  - — — 

CALCUL  DBS  PARALLAXES. 

Détermination  de  la  parallaxe  de  déclinaison  et  vérification  par  le 
calcul  direct  de  la  déclinaison. 

‘ î.sio.i«.sin.D.c«s.(P+lan 

l sia. H 6iu.ll  Jcos.(D-K) 

Après  «voir  fait 

Ling.x  = siD,P.  sln.L.»in.(P-f  a)  (Formula»  S,  8,  7,  S 537), 

lang.y  =3.  sin.} a sin.D.  cos.  (P 4-  la)  — - — 

siu.  H 

la  première  formule,  après  plusieurs  transformations,  devient 
„„B  $ ou  j - 6in-  (*  “ y'I-  cosD  | »in.*(*-y)sin.3D 
cos.  x.  cos.  y sia.  1"  2,co9.*xcos.,y.sin.l"' 

Lit  données  sont  la  mêmes  que  pour  la  parallaxe'd’ ascension  droite.. 

log.  Bin.  P = 8.19644 
log.  sin.  L = 9 87355 
log.  sln.iP-}-!t)=  9.93433 
Ct.log.sm.il  — 0.06817 

log.  2 =0.30103 

log.  sin. la  = 7.65401 

log.  sin  D = 8.92524 

log.cos.(P-fla,=9.7l200 
Ct.  log.  sin. fl  — - 0.00817 

AA'  — AA  = tx 
D — D'  = <f 

x = 0°,40',48" 
y = 0°,  l',33",9 

x-  y=  0*,39',14'',1 

log.  tang.x  « 8.07441 
x = 0",40',48'' 

log.  long,  y = 6.65745 
y = <K<',33",9 

log.  sln/ar — y)=  8.05737 
log  cos.D  = 9.99840 
Ct.  log.  cos.x  = 0.00003 
Ct.  log.  cos  y = 0.00000 
Cl.  log.sin.f  " = 5.31443 

2.1og.sin.(x — y)=6.l  1474 
log.  sin. 2 D = 9.22472 

1. Cl.log.cos.x  = 0.00006 

2, Ct.log.cos.y  = 0.00000 

Cl.  log.  2 = 9.69897 

Ct.  log. sin. 1"  = 5.31443 

l,r  terme  = 2343", 8 
if  terme  = 2", 25' 

8 = 2348", 05 

8 = 0,,39'I  8", 05 
D = 4*, 49', 46", 

log.  1"  terme  = 3.37029 

log.  2*  terme  = 0.33292 

D'  = 4°,10<,08",03 

tang.D’= 

cos.  AA' (sin.D  — siu.P.  sin  L) 

cos.D.  cos.Ji  — sin. P.  cos.L.  cos. U 

( Formule  2,  S 627.) 

log  cos.  AA'  = 9.99290 
log.  sin.D  = 8.93321 

log.  cos. AA'  = 9.99290 

log.  sin.P  = 8.19t444 

log.  sin.L  = 9.87555 

log.  î”«  T'  N'  = 8.06489 

2-T*duN'  = 0,0110114 

3.  log.D*  = 0,0109835  =lo 
D'  = 4”,  10',  36»,  23 

Le  dénominateur  est 
le  même  que  pour 
tang.AA'. 

Son  log.  = 9.98902. 
g.  tang.D'  = 8,8634841 

log.  1"  T.  N’  ■=  8.91811 
l"t.  <lunr  = 0.828148 
2“*  t.  num.  = 0.01 1011 

Numérateur  = 0.839759 
log.  N’  = 8.8323007 -f-C 
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ASTRONOMIE. 


N°  XI. 


CALCUL  DES  PARALLAXES. 
Parallaxe  de  longitude. 


..-a 

cos.L  (A)  sm.1  " 

. iln  «»»•»»•  m „ tin. 2 [M  (A)  M (Zj) 
r î cos.*L(A)  * aiu.1" 

(Formule  40,  g 527.) 


Qn  détermine  les  latitude  et  longitude  de  l'astre,  L (A)  et  M (A),  au  moyen 
des  formules  10  et  17,  § 527,  cl  celles  du  zénith.  L (Z)  et  M (Z),  par  les  formules 
18  et  19,  S 627. 

(IG)  sin.L(A)  = cos.o>.  sln.D  (A)  — siu  wcos.U  (A)  sin.At  (A) 

(17) j  lang.M  (A)  = l,nB  D — -J-  cos.rn  taug.Al  (A) 

CUS. .H  (A) 

(18)  sin.L (Z)  = cos. io.  sin.D  (Z)  — sin.to.  cos.D(Z)  sin.  ® (Z) 
lang  D (Z)  sin.w 


(19)  tang.M(Z)< 


cos. AV  (Z) 


+ cos. eo  lang. AV  (Z) 


(17)  log.  sin. io 
log.  lang. D (A) 

Ct.  log.  coa.AV  (A) 

= 9.60022 

— 8.86319 

— 0.00711 

(19)  log.  sin.w 
log.  lang.D  (Z) 

Ct.  log.  cos. AV  (Z) 

— 9.60022 
= 0.05570 
0.18230 

log.  1"  terme 
1"  terme 

= 8 47082 
= 0 02947 

log.  1"  terme 
1"  terme 

= 9.83822 
= 0.68900 

log.  lang.AV  (A) 
log.  cos. <o 

= 9.29830 
= 9.96249 

log.  tang.AV  (Z) 
log.  cos.to 

= 0.05948— 
«=  9.96219 

log.  2*  terme 
2’  terme 

0 

= 9 26079 
» 0.18230 

log.  2*  terme 
2’  terme 

=.  0.02197 
=,  1.0519  — 

+ 1"  terme 
+ 2*  terme 

= 0 02947 
= 0.18230 

4-  1,r  terme 
— 2«  terme 

= 0 G8900 
= 1.0519 

+ tang.M  (A) 


log  lang  M (A)  = 9.32586 

M (\)  — 11»,57’,3î 


0.21177 
9.2 
35" 


0.3629 
i 9 5t 

M~(Z)  — '19* ,56', *5'' 


— tang.M  (Z) 

log.  tang.M  (Z)  «=  9.58979 


L'ascension  droite  du  zénith,  qui  n'est  autre  chose  que  la  longitude  du  lieu, 
est  négative,  puisque  nous  avons  trouvé  ecll«-ci  ■=  — 48,,,54'.46".  C'est  ce 
qui  a changé  le  signe  du  deuxieme  terme  de  (19)  qui  contient  la  tangente  de 
l'arc  — M. 
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Suite  ilu  N"  xi. 


r — ■ 

CALCUL  DES  PARALLAXES. 

Parallaxe  de  longitude. 

(46)  log.  cos.to 
log.  sin.D  (A) 

<=  9 96249 
= 8.86230 

(18)  log.  cos  w 
log.  sin.D  (Z) 

= 9.9G2V9 
«=»  9.87535 

log.  4 *'  terme 

= 8.82479 

log.  4"  terme 

= 9.83804 

log.  sin.io 
log.  cos.D  (A) 
log.  sin.Æ  (A) 

= 9.60022 
= 9.99846 
=.  9.234  88 

log  sin. <■> 
log.  cos.D  ( T\ 
— log.  sin.ütfiq 

= 9.60022 
= 9.99846 
= 9 87720 

log.  2*  terme 

' = 8.83050 

— log.  2*  terme 

= 9,29728 

4"  terme 
2*  tern  e 

= 0.066802 
= 0.067696 

4''  terme 
2*  terme 

= 0.68872 
= 0.49828 

sin.L  (A) 

= 0.000894 

sin.L  (Z) 

= 0.88700 

Jog.  sin.L  (A)  = 6,95434 

L (A)  = 0».3>,4",8 

log.  sin  L (Z) 

L (Z)  = 62” 

= 9.9479236 
29', 53" 

(40)  log.  sin.P  = 8.49644 

log.  eos.L  (Z)  = 9.66443 

Ct.  log.  eos.L  (A)  = 0.00002 

Cl.  log.  sin.4"  =5.31442 

log.  sin  1M(A)-M(Z  ] = 9.74013 

2.  log.  sin.P  = 6.39288 

2.  log.  eos.L  (Z)  = 9.32880 

2.  Ct.  log.  eos.L  (A)  = 0 00004 

log.  sin  2 [M  (A)-M  (Z)]  = 9.94484 
Ct.  log. 2 = 9.69897 

Cl.  Inc  4"  — K3IU2 

4'r  terme 
V terme 

= 768", 4 4 
= 4’», 7864 

log.  2*  terme 

* 

= 0.68004 

a-  = 772",9264 

= 42'52",93 

- 

La  longitude  mie  du  lieu  = — 

48',54",36 

Sa  longitude  apparente  = — 

48», 44', 43", 07 

L*  2»«  terme  do  (48),  négatif  dans  la  formule,  est  détenu  positif  dans 
l’eiemple  ci-dessus,  en  raison  du  sinus  de  l’arc  négatif  xt  (Z).  On  a pris  ponr 
sinus  et  rosiou3  D (Z)  ceux  de  la  latitude  du  lieu  de  l’obscrtation,  parce  que 
ces  deux  éléments  sont  une  seule  et  même  chose. 
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N»  XII. 


Détermination  du  temps  par  les  distances  zénithales  absolues 
du  soleil  ou  des  étoiles. 


Observation  «lu  soleil  S 533 

faite  au  Dépôt  de  la  guerre,  le  H décembre  <813. 


4 
2 
3 
t 

5 

6 

7 

8 

9 

40 


TEMPS 
de  la  pendule. 


40\43',5C",33 


AXGIE3 
horaires 
8 p. 


REni'CTIONS 

à l'époque 
inojeune. 


Somme  des  réductions 


OBSERVATIONS 
météorologiques 
et  remarques. 


Baromètre....  0“7623 
Thermomètre  baromèlr. 
Thcrm.  libre  +3»  J (R) 


Arc  parcouru 
— 73-,2t)'3o",70 


Epoque  moyenne  des  obser 
valions  = 22>>,  43',  56»,  33 


Distances  zénithale  observée 
Réfraction  vraie  — parallèle 


= 73°, 29', 35", 70 

= 4-  3', «",63 


Distance  zénithale  vraie 

Distance  polaire  apparente  ou  (90-|-D) 

Colatitude  du  lieu  de  l’observation 


73»,32',47",33 
«3»,  0',42",7B 
41  «,08', 20" 


'227",44',50",Q8 


i S — «3», 50’, 55", 04 
(<)  90-f  D = «3»,  0',42",75 

iS-f(|)=  0«,  60',  42",  20 


JS  = 
(2)  90  - I.  » 


443*,50',55".04 
44»,  20" 


I S — (2) 


720,42',35",04 
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TABLEAU  XII.  561 

Suite  du  tc’  xii.* 


Détermination  du  temps  par  les  distances  sénilhales  absolues 
du  soleil  ou  des  étoiles. 

t 

Réfraction  moyenne  4 94' ',5 

Facteur  barom.  4 ,0041  ^n 

Facteur  thcrmom.  4,022 j ’ 

Réfraction  vraie  -(-.T, 49", 60 

Parallaxe  — 8", 27 

log.  sin.  [JS  + (4)]  >=  8.4644436 

log.  sin.  [JS  — (2)]  — 9.9799467 

Ct.  log.  sin.  (4)  = 0.036044  5 

Ct.  log.  sin.  (2)  = 0.4848490 

Correction  4-  3',44'',G3 

tOdéccmbre midi,  D=  22", 55', 47". 
correction  p.  22nî=  4', 55", 75 

2 log.  sin.  J p — 48.3624908 
log.sin.jp  «=  ^ 9.484  0954 

J p = 8», 43', 39", 6 
p = 47“,27',49",2 

En  temps  p = 411,901,49 

44  déc.  à 40a  J,  D = 23°,00',42",75 
Distance  polaire  = 66°,59',47",25 

Latitude  L « 48°, 54  '.40'1 

Colatitude  = 4t\08',20" 

(*)  On  peut  encore  obtenir  le  temps 
moyen  de  l'observation compté  de  midi, 
ainsi  : 

Temps  rrai  = 22*>,50“,1 4 • 

Eq.  du  T=Gm,57,,8|  6 31.  5 

Correct.  = 20‘,3  j 

Angle  horaire  P =2îti,50",44’ 

,R  appar.  de  l’astre  = 6A,47",33*,3 

Temps  sid.  ubserv.  =lGhl02”,37,,7 
Tcmpssid.  à midimoy.=47h,24m,49‘,45 

Temps  moy.  approch.  =22A,40“-,48,,25 
Tablo  VIII  correction.  — 2®, 54*, 25 

Temps  moy.  de  l’obs.  = 22b,43“,39,,5 

Temps  moyen  de  l’observation  co 
Temps  de  la  pendule,  ou 

mpté  de  midi  (*)  -=22o,43",39*,5 

époque  moyenne  =2îi>,43“,56,,33 

Etat  de  la  pendule  par  rapport  au  temps  moyen  «=  — 46"83 

Etat  de  la  pendule  par  rapport  au  temps  sidéral  = -f  5k,48“,44\4 

71 

1 

1 
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Détermination  de  la  latitude  par  les  distanees  méridiennes  du 

soleil. 


OBSERVATIONS  DU  SOLEIL 
(42  décembre  1813) . 

FAITES  AD  DÉPÛT  DE  LA  GCERRE.  (Long.  OCCid.  en  tempSj  4».) 


TEMPS 

de  l.i  pendule. 

ANGLES 

horaires. 

1. 

41i>,49',4*» 

5’, 03» 

2 

50  ,20 

3 ,55 

3 

54  ,38 

2. ,37 

« 

52  ,58 

1 

5 

54  ,32 

— 0 ,17 

6 

55  ,48 

- 4 ,43 

7 

'57  ,20 

- 3 ,05 

8 

58  ,32 

- 4 ,47 

9 

59  ,46 

- 5 ,34 

40 

42  , 1 . 7 

- 6 ,52 

41 

3 ,4 

- 8 ,49 

42 

3 ,56 

- 9 ,44 

43 

6 ,25 

- 42  ,40 

44 

8 ,16 

- 14  ,01 

45 

10  ,41 

- 45  ,56 

46 

11  ,33 

- 17  ,18 

47 

12  ,40 

- 48  ,31 

48 

44  , 9 

— 49  ,54 

REDUC- 

TIONS 

au 


REMARQUES. 

Baromètre  = 0”, 761 89 
Thermomètre. = -(-  2».  (R), 
§63». 

Arc  parcouru «=  1 438», 83.3 

Distance  zénithale  moyenne 
= 79«,9352 
ou  74», 56’, 30», 09. 

Hauteur  apparente  du  O 
, = 48»,3',29",95. 

Angle  horaire  moyen 
=*  — 6',57»,39. 


— 425',43'I  3859», 4 «=  S, 

Si  p (qui  doit  être  exprimé  en  secondes)  désigne  une  aTanco,  il  faut  le  faire 
négatif. 

Lorsqu’on  obsorTe  un  passage  supérieur,  la  réduction  au  méridien  est  tou- 
jours négatifo  ; c’est  le  contraire  pour  un  passage  inférieur  (cette  obsertation 
ne  se  rapporte  Ardemment  qu’à  l’obsenation  d’une  étoile). 
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Suite  du  n"  xiii. 


Détermination  de  ta  latitude  par  let  distances  méridiennes  du 

soleil. 

Temps  moyen  le  12 
Avance  de  la  pendule 

11h,53',57",7 

17" 

Temps  du  passage  à la  pendule 

111*,  54',  14",  7 

Avance  de  la  pendule  p ■= 

86400  — p 86417 

1+2  P' 

17" 

- 0,0001967 
= 0,9996066 

Latitude  approchée  du  lieu  d'observation  = 48", 51 ',40" 

Déclinaison  auslralc  le  I i — 23®,  5', 44" 

Variation  en  D pour  6', il", 39  — A ",  26 

Différence  entre  L et  — D ou  D + L 

71», 57', 22", 74 

Distance  zénithale  observée 

Réfraction  + 

Parallaxe  — 

71»,56',30",058 
3',  2", 685 
8".220 

Distance  zénithale  vraie 

71®. 59', 24", 513 

log.  (1+2  p') 

Iog.  £ 

Cl.  log.  18 
log  cos.  L 
log.  cos.  D 
Ct.  log.siu.  (D  + L) 

9,99983 

3,58652 

8.74473 

9,81813 

9.96371 

0,02190 

log.  x 

= 2,13484 

x ou  réduction  au  méridien  *=  — 

Distance  zénithale  vraie  = 

0»,  2', 16",  41 
71«, 59', 24", 513 

Distance  zénithale  méridienne 
Déclinaison  apparente  du  soleil 

71  ",57', 08",  103 
23",  5', 42",  74 

Latitude  cherchée  = 

48",S1',25",303 

Le  13,  décembre,  par  des  opérations  analogues 
Le  14,  id.  td. 

48», 51 ',29",  10 
48o,54  ',32",  17 

La  moyenne  des  trois  donne  L = 

48’,51  r,28",878 
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Suite  du  n”  xiv. 


1 Détermination  de  la  latitude  par  la  polaire  observée  près 

du  méridien. 

Epoque  moyenne  en  temps  de  la  pendu! 
Correction  de  la  pendule, 

Heure  du  milieu  de  l'observation  en  tem 
Ascension  droite  apparente  de  l’astre 

Angle  horaire  (T— JR  ou  AL— T)  en  tem 
Angle  horaire  en  degrés, 

h.  m.  s. 

8,  «= 

>s  sid.  T = 
Æ = 

ps’  PZ 

Distance  polaire  apparente  de  l’astre,  d = 

Retard  diurne  de  la  pendule  sur  le  temps  sidéral  p = 

] 86400  — p p 

; 

Distance  zénithale  observée,  = , 

Réfraction  vraie,  = ' 

Distance  zénithale  mie,  S = 

Log.  (-d)  = 

Log.  cos.  P.  = 

Log. 4sin  » 4 "=8,89403 
Log.  i" terme  ■= 

2.  Log.  d sin.  P» 

Log.  4 "terme  — 

Log.  3*  terme  = 

Log.  d = 

Log.  sin.  P = 

4"  terme  = 

2"  terme  ■=  -f- 

3'  terme  = 

Log.  dsin.  P = 
Log.  d sin.  P = 
Log.  J sin.  V «= 
Log.  coUng.  S — 

Somme  = 

90  — S = : 

Log.  2*  terme  = 

Latitude  = 

Nous  n’avons  pas  cru  devoir  agir  ici  comme  dans  la  formule  précédente,  rela- 
tivement à P,  parccque  la  déclinaison  de  l’étoile  est  constante,  pour  le  très-petit 
intervalle  de  temps  qui  s’écoule  de  la  première  observation  4 la  dernière. 

560 


ASTRONOMIE. 


N”  XV. 


r 

AZIMUT  DÉDUIT  DES  OBSERVATIONS  DU  SOLEIL 

Azimut  de  la  flèche  de  l’Abbaye,  calcule  au  moyen  d’une  observa- 
tion du  soleil,  faite  au  Dépôt  de  la  guerre,  le  11  décembre  1813, 
après-midi. 

TEMPS 

DE  LA  PENDULE. 

Epoque  moyenne  = 3a, 25", 21  *,33 

Avance  de  la  pendule  = 47*. 43 

3i>, 33", 40*, 

24  ,23  , 

25  , 4 .5 
23  ,43  , 

26  ,22  ,3 

27  ,11  , 

Temps  moyen  de  l'obserr.  •=  3*>, 25*",  4*,20 

Equation  du  temps  = 6“,26*,33 

Temps  vrai  de  l'observation  = 3b,31*,30*,53 

Angle  | en  temps 

horaire  [ en  degrés, P = 52", 52', 36", 65 

Arc  parcouru 
= 066», Ci. 

D. G,  4 midi  = 23»,  0',59" 

Correction  = 44",8G 

Angle  observé 
= 4M ',107  ou 
= 99»;59',4S",6. 

Latitude  du  lieu 
= 48»  ,54 ',28". 

D.  0 lors  de  l’observation  — 23»,  t',40",8G 

Comp.  D O — 143»,  4', 40", 86 

(Parce  que  la  déclinaison 
est  australe  ) j 

Colatiludc  “ 44»,  8', 32" 

Longitude  (0) 

= 4". 

Baromètre  = 0".7GG2. 
Thermomètre  (B.)=  2°, 8 
ou  3*, 36. 

L’astre  est  h l’ouest  de 
la  flèche. 

Ct.  D — Cl.L  ' = 71  o,53',  8 ",86 

Ct.  D + Ct.  L = 154»,  10',  12", 86 

J (Cl.  D - Ct.  L)  = 35», 56', 34", 43  (4) 

l (Ct.  D + Ct.  L)  = 77»,  5',  6", 43  (2) 

} P = 26», 26', 48", 22 
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Suite  du  n°  xv. 


AZIMUT,  PAR  LES  OBSERVATIONS  DU  SOLEIL  (Suite). 


log. col.  JP  = 0.3034341 

log.  cos.  }(1)  = 9 9082719 

C log.  cos.  J (2)  = 0 6500161 

og.col.JP  = 0.3034341 

log.  sin.} (1)  = 9.7686223 

Ct.  log.  sia.  J (2)  = 0.0111276. 

log.  tang.  J(Z+S)  = 0.8623221 
i(Z+S)  = 82°, 10', 55", 34 

log.  tang.  J (Z— S)  = 0.0831840  ! 

J(Z-S)  = 50»,27',14",10 

Supplément  de  l'azimut  = 7.  = 132°, 38',  9", 4-4 ! 

Azimut  occ.  compté  du  Sud  = 47°, 21 ',50", 56 



log.  cos.  D = 9.96391 

log.  sia.  P = 9.90164 

Ct.  log.  sin.Z  = 0.13342 

Réfrac.  mov.  pour  3» ,53. 10=12', 18", 7' 
Produit  des  fact.  B'i”»  et  Tt»  = 1 ,0133 

Réfraction  vraie  763", 08 

ou  1 2', 43", 08 

log.  sin.  A = 9.99900 

AO  =86»,  6',50" 

0 vrai  0 = 3° ,53’, 10" 

A = 86»,  6',50" 

Réfraction  vraie  — 12', 43", 08 

Parallaxe  = + 8",59 

A'  = 85°, 44', 15", 51 

8'  = 87», 45', 48", 60 

K = 99», 59', 45", 60 

A'  apparent  = 85», 44', 15", 51 

2 S = 273», 29', 49", 71 

S = 136», 44', 54", 85 

S - K ■=  36«,46',  9", 25 

log.  sin.  S = 9.83582 

log.  sin.  (S-K)  = 9.77696 

Ct.  log.  8'  = 0.00033 

Ct.  log.  A'  = 0 00121 

a = 100», 12' 

360»  — a = 239”, 48' 

Azimut  O = 47*, 21 ',50", 56 

2 log.  cos.  J a = 49.60432 

log.  cos.  J x = 9.80746 

Azimut  cherché  = 307»,  9', 50", 56 

J * = 50»,  6',00" 

» = 100“,12',00" 

C-G6nn5 
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